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Apărută la începutul secolului trecut, teoria elasticilății a atras repede 
asuprá-i atenția a numeroase personalități de prim rang ale stiinjei. 

În urmă eu 100 sau 50 de ani, tratate ca cele ale lui Lamé, Clebsch 
si Saint-Venant sau Love puteau cuprinde încă ansamblul cunoştinţelor 
de teorie a elasticităţii, Dar în ultimele decenii mecanica solidului deforma- 
bil a cunoseut o nouă perioadă de intensă dezvoltare. În aceste condiții, încer- 
carea de a realiza o carie care să cuprindă, măcar în linii mari, rezultatele 
şi metodele teoriei elasticității în faza sa actuală pare dinainte sortită la eșec. 

n volumul de faţă am căutal de aceea numai să selecționăm ceea ce 
e fundamental pentru înţelegerea cercului de idei și posibilități ale teoriei 
elasticităţii. În această alegere am căulai să reținem numai ceea ce e strict 
necesar pentru orientarea independentă în vasta literatură de specialitate. 

În anul 1862, A. Clebsch scria în prefața cărții sale Theorie der Elas- 
tizităt fester Körper următoarele : „În studiul științei de care ne ocupăm, 
dacă ținem seama de interesul fisie, cunoașterea teoriilor matematice relative 
la ea nu e niei absolut necesară, nici deosebit de utilă. Voi da astfel ca exemplu 
fie și teoria ecuațiilor cu derivate parțiale, care nu poale fi cu ușurință wti- 
lizalá în aplicații”. Și Clebsch nu era inginer, ci malematician ! Dimpotrivă, 
examinarea stării de lueru actuale ne arată că cercetarea contemporană în 
teoria elasticităţii este încă ades frinată chiar de redusa eficacitate a apara- 
tului matematice de care ea trebuie să facă uz. Tocmai eforturile pentru amelio- 
rarea acestui aparat fae ca teoria elasticitdtii, eu tot trecutul ei mai mult 
decît secular, să fie azi în continuă gi ades furtunoasă dezvoltare. 

Teoria elasticității poate fi privită ea studiu al unor probleme la limită 
pentru un anumit sistem de ecuații cu derivate parțiale. Partea pur ,,fizicd" 
a teoriei poate fi redusă la stabilirea relațiilor de bază, la alegerea acelor 
mărimi si raporturi între ele care trebuie să caracterizeze noliunea de „corp 
elastic”. În definitiv s-ar putea construi o expunere a ei în stilul ,,Mecanicii 
Analitice”, despre care Lagrange declara cu satisfacție că nu conține nici o 
singură figură. 

Dar teoria elasticitdtii nu e o teorie matematică, ci o ramură a mecanicii. 
lar mecanica însăşi este una dintre stiintele fundamentale ale naturii, al 
cărei studiu nu coincide cu studiul matematic al ecuaţiilor sale. 

Mecanica — si în particular teoria elasticității — nu are o structură 
aziomalică si expunerea ei nu constă din înlănțuirea unui şir de teoreme. 
Nu orice corpuri geometrice si nu orice condiții la limită sint interesante în 
studiul sistemului de ecuații pomenit mai sus. Aceasta fereste teoria de ab- 
stractizări inutile; face să se simtă mai mult grija pentru rezultatele utile 
practicii; duce la adoptarea metodelor matematice nu după gradul lor de 
exlremă generalitate, ci adesea după simplitate și eficacitate. 
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Aparatul matematic folosii tn această carte se limitează în mare la 
capitole clasice ale teoriei ecuaţiilor fizicii matematice si ale teoriei func- 
fiilor de o variabilă complexă. 

Am căutat sd usurdm muncea cititorului printr-o expunere detaliată 
a rationamenielor, precum $i prin citarea amănunțită a surselor. La dispozi- 
pa cititorului calificat sint puse indicații asupra lucrărilor care dezvoltă 
punete de vedere mai noi sau mai generale, ce depășesc limitele expunerii 
de fajá, limite eu grijă subliniate de fiecare dată. 

Dintre tratatele clasice îndicăm aici lucrările lui G. Lamé [1], 
A. Clebsch și B. de Saint-Venant [1] şi A. Love [ 1]. Fiecare dintre ele a fücut 
epocă, iar cea din urmă prezintă încă interes si în prezent. 

Starea de lucruri de pînă la 1900 — 1910 este analizată în ar- 
ticolele de sinteză ale lui Th. von Kármán [1], [2]; C. Müller si A. Timpe 
[1]; O. Tedone [2]; O. Tedone si A. Timpe [1]. Rezultatele obținute înainte 
de 1925 sini pe scurt expuse în Handbuch der Physik de către E. Trefftz 
[3] si J. Geekeller [1], articole interesante si astăzi. În ediția postbelică 
a aceluiaşi Handbuch, elasticitatea clasică este examinată numai in ar- 
ticolul lui I. Sneddon si D. Berry [1], cu dimensiuni mai restrinse. Un 
ioc important e rezervat problemelor generale ale bazelor teoriei in va- 
riantele sale cele mai moderne, în articolele — veritabile monografii — lui C. 
Truesdell [1], $$ mai ales C. Truesdell si R. Toupin [1] si C. Truesdell si W. 
Noll [1]. Ma? indicăm două cărți recente asupra mecanicii mediilor continue, 
mai accesibile, dar nu mai puțin utile : P. Germain [1] si W. Prager [2]. Un 
punct de vedere critie si bogate indicaţii bibliografice sint oferite de articolele 
de sinteză ale lui E. Sternberg [4] si J. Goodier [3], [4]. În afara presei 
periodice de specialitate, subliniem încă importanta urmăririi seriilor ,,Ad- 
vances în applied meehanies", „Progress in solid mechanics si „Symposia 
in applied mathematics”, cu contribuţii la problemele cele mai moderne. 

Literatura de specialitate se îmbogățește în fiecare an cu mai bine de 
10 000 de titluri, dintre care cel puţin 20], în domeniul teoriei clasice a 
elasticităţii. Se poale încerca urmărirea informativă a acestei avalanse de 
lucrări cu ajutorul unor reviste ca „Applied Mechanics Reviews", ,, Mathe- 
matical Reviews” și .Referativnii Jurnal Mehanika” (cea mai completă). 

Pentru materialul inclus în volumul de faţă, tabla de materii este edi- 
ficatoare. Prezentarea, sub o formă sau alta, a chestiunilor ce conduc la sta- 
bilirea sistemului complet de ecuaţii ale teoriei elasticităţii, este obligatorie. 
Alcătuirea vestului lucrării, asadar a celei mai mari părți a ei, corespunde 
convingerii autorului că anumite metode sau soluții sînt de interes deosebit 
și reprezintă un bun definitiv cîștigat al teoriei. Printre acestea întră metoda 
teoriei funcţiilor de o variabilă compleză în problemele antiplană si plană 
și metoda potenţialilor armoniei de deplasare în problemele tridimensionale. 

Ca principale surse de informare recomandăm: peniru problema anti- 
plană — L. Milne- Thomson [3] și N. Mushelișvili [5], capitolul 7; pentru 
problema plană — N. Mushelisvili [5], L. Milne- Thomson [2], A. Green 
și W. Zerna [I], capitolele 6—8; pentru problema tridimensională — 
A. Lurie [4]. 
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Deosebit de valoroase sint, după párerca noasiră, cárlile lui Chi Teh 
Wang [I], S. Timoshenko si J. Goodier [1] (ambele cu numeroase aplicații), 
L. Landau și E. Lifgit [1] (foarte compactă si interesantă prin considerațiile 
de principiu) si 1. Sokolnikoff [2] (cel mai modern și mai bine echilibrat 
din punctul de vedere al materialului euprins printre tratatele de elastosta- 
tică liniară). 

O lucrare utilă, desi acoperind numai o arie mai restrinsă de probleme, 
este cea a lui V. Novojilov [3]. Recomandăm de asemenea cărțile lui R. South- 
well [3] și A. Sommerfeld | 1], nu îndestul de sistematice, dar conținînd mult 
material interesant, și mai ales pe cea a lui P. Papkovici [4], foarte utilă si 
azi, la 30 de ani după apariție. Pentru anumite aspecte elementare se pot 
utiliza sí manualele lui M. Filonenko- Borodici [1] si L. Leibenzon [1]. 

Evistä numeroase cărți de rezistenţă a materialelor şi de dinamică ai^ 
utile a fi consultate: Gh. Buzdugan [1], A. Iliusin si V. Lenski [I], E. 
L'Hermite [1], lu. Rabotnov [2], precum si tratatele mai vechi ale lui N. 
Beliaev [2], C. Biezeno si R. Grammel [1], M. Filonenko- Borodici et al. [1]. 

Literatura cu caracter istoric în acest domeniu nu e prea bogată, Indicám 
capitolul introductiv la volumul lui A. Love [1]; lucrările lui S. Timoshen- 
ko [2]; J. Todhunter si K. Pearson [I]; articolele lui G. Bouligand [1]. 
C. Truesdell [3], [7]. 

Textul de faţă e strict limitat la cadrul elastostaticii liniare a corpurilor 
omogene și izotrope. De aceea nu dăm detalii asupra teoriei neliniare, nici 
asupra teoriei corpurilor anizolrope (pentru unele indicații vezi finele 8 4.1). 

Nu vom considera problemele dinamice nw datorită unor dificultăţi 
speciale, cât pentru că tematica matematică a elastodinamicii e cu totul diferită 
de cea a elastostaticii (vezi $ 4.12). Nu ne vom ocupa de teoria plăcilor plane 
gi curbe, care formează azi o disciplină aparte (vezi, de pildă, A. Goldenveizer 
[1], S. Timoshenko și S. Woinowski- Krieger [1], V. Visarion [1], [2]). In 
fine, nu vom considera studiul metodelor aproximative, a căror prezentare 
corectă pretinde un aparat de analiză funcțională relativ dezvoltat (vesi, de 
exemplu, S. Mihlin [2]— [4]). 

Acestea sînt limitele pe care o carie de elastostatică clasică trebuie să 
le respecte si pe care vrem să le subliniem dinainte. Cu toate acestea, aria aco- 
perită de expunerea de faţă rămâne suficient de largă pentru a cuprinde ne- 
numărate aplicaţii practice. În particular, cartea este scrisă si în speranţa 
că ea ar putea fi utilă si inginerilor preocupați de probleme apropiate leoriei 
elasticității si convinși de însăși tehnica modernă că metodele clasice ale 
rezistenței materialelor sînt deja în multe direcții depăşile. 

Mulţumim aici tuturor acelora care au avut bunăvoința de a citi lucrarea 
în manuscris şi de a ne comunica observaţiile lor. 

Mulţumim colegilor nostri E. Nicolau (care a efectuat măsurătorile 
cerute de unele exemple din § 5.16 si a pregătit bună parte din $ 6.13) și I. 
Zamfirescu (care a efectuat calculele necesare pentru tabelele din $ 10.6, $ 10.10 
$i pentru trasarea curbelor din § A.G și 8 A.7). 
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Dorese să exprim profunda mea recunoștință față de toli cei care 
m-au îndrumat în studiul mecanicii; faţă de acad. prof. Caius Iacob (de la 
Universitatea din București) și prof. Paul Germain (de la Universitatea din 
Paris), fără sfatul și încurajarea cărora această lucrare n-ar fi văzut 
lumina tiparului; și faţă de soția mea pentru sprijinul moral de nepre- 
[uit din anii în care această carte a fost scrisă si în anii în care, apoi, 
și-a așteptat apariţia. 
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INSTRUCŢIUNI PENTRU LECTURĂ 


Capitolele sini numerotale de la 1 la 10; introducerea are nr. 0 (zero) ; anexa este indi- 
cală cu litera A. Numerolarea paragrafelor Începe de la 1 în interiorul fiecărui capitol; cea a 
formulelor începe de la 1 în interiorul fiecărui paragraf. În interiorul unui paragraf dat nu se 
repelă numărul paragrafului ; în interiorul unui capitol nu se repetă numărul capitolului, Astfel, 
de pildă, $ 7.3 inseamnă $ 3 al cap. 7 (in referirile bibliografice, aceeași convenție), Dar tn 
interiorul cap. 7, el va fi citat numai ca 8 3. Formula (7.3.19) este formula 19 din § 3 din 
cap. 7; dar ea va fi cilald ca formula (19) în inleriorul $ 7,3 si ca formula (3.19) În inleriorui 
cap. 7. Numărul paragrafelor e imprimal pe prima linie a fiecărei pagini. 

Numeroiarea figurilor este similară : figura 5.15.8 este figura 8 din $ 15 din capitolul 5. 

Indicatiile bibliografice sint date peste lol în ordine alfabetică, exceplind cazurile În care 
dorim să subliniem priorilalea unui aulor (in dală sau in importanța lucrării). Numele rusești 
sint transcrise fonelic ; în bibliografie ele apar În transcriere internațională — așadar uneori sub 
o formă ușor diferită. 

Explicarea simbolurilor e dată pe pareurs. În figuri se folosesc aceleași simboluri, cu 
excepția vectorilor, care apar prevázuli eu săgeți, 

Aspectul — uneori ciudat — al unor formule e dictal de raliuni de ordin tipografie : dorinta 
de a clstiga spațiu a impus ulilizarea unui număr mai mare de paranteze, exponenți negativi 
sí fraclionari. 

Alegerea semnelor peniru unele mărimi nu a slal in întregime la dispoziția autorului; 
alragem atenția mai cu seamă asupra scrierii unor cantităţi complexe sistematic folosite in 
capitolele 5 si 6 şi In Anexă (ca de ex. h M, R, 5, T, U; XJ, tipărite cu caractere. oblice 
seminegre, acolo unde caractere oblice negre ar fi fos! de preferat, 
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§ 1. GENERALITĂŢI 


Practica stă la originile teoriei elasticitátii. 

Toporasele epocii paleolitice, coloanele palatului din Cnossos, podul 
din Gard — toate sînt semnul utilizării proprietăţilor corpului solid capa- 
bil să suporte şi să transmită anumite sarcini. Totodată, legende ca cea a 
turnului Babel sau a Minăstirii Argeşului ne furnizează, sub o formă fan- 
tastică, informaţii despre mai catastrofe în domeniul construcțiilor, semn 
al insuficientei cunoașteri a proprietăţilor corpului solid. 

Studiul proprietăților materiei a dus de la acumularea de fapte la 
elaborarea unor puncte de vedere stiüntifice, care tindeau la explicarea 
frnomenelor, la prevederea şi producerea lor in condiţii dorite. Una din 
primele discipline ştiinţifice formate a fost mecanica. În cele peste două 
milenii scurse de la originile ei, mecanica s-a dezvoltat considerabil. Meca- 
nica punctului material, mecanica sistemelor de puncte, mecanica solidului 
rigid, mecanica mediilor continui deformabile — iată principalele sale 
subdiviziuni. 

Teoria elasticității este una din cele mai importante ramuri ale me- 
canicii mediilor continui deformabile. În domeniul ei intră studiul tuturor 
corpurilor solide ce ne înconjoară, din punctul de vedere al echilibrului 
gi al mişcării lor (abstracţie făcînd de o componentă de primă aproximaţie, 
corespunzătoare descrierii lor ea solide rigide). 

Orice ştiinţă a naturii începe prin delimitarea obiectului său, ceea ce 
echivalează cu stabilirea unui model al materiei. Pentru înțelegerea feno- 
menelor, e necesară o operă de abstractizare : ea are ca ţintă eliminarea a 
tot ce — din punctul de vedere al ştiinţei respective — e secundar, și for- 
mularea precisă, cantitativă, a ceea ce este esențial. Rezultatul constă in 
elaborarea unui model al materiei, model istoriceste format gi aflindu-se 
în permanentă schimbare şi precizare pentru orice disciplină știinţitică în 
dezvoltare. 

Vom începe prin definirea modelului corpului elastic. Acest model odată 
stabilit, studiul seva concentra asupra consecinţelor logice ale modelului. 

Certitudinea corectitudinii modelului, precum $i aprecierea limitelor 
sale de valabilitate, se pot obţine pe două căi. Astfel, se poate stabili un 
model al corpului elastic pe cale deductivă, pornind de la datele furnizate 
de fizică asupra structurii corpurilor solide. Pe de altă parte, se pot stabili 
pe cale inductivă proprietăţile prin care înțelegem să caracterizám corpul 
elastic, lăsînd praetieii verificarea justeţei concluziilor la care ele ne conduc. 
Această din urmă cale s-a dovedit mai simplă si mai utilă pentru teoria 
elasticităţii, 
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$2. EXPERIENȚELE DE INTINDERE-COMPRESIUNE 


a) Descrierea erperientei 


Sub acţiunea forțelor exterioare aplicate unui corp, in el apar forte 
interioare, al căror efect, este modificarea formei sale. Trebuie să considerăm 
deci aspecte de geometrie şi-aspecte de statică ale problemei. Ele nu depind 
explicit de proprietăţile materialului din care e alcătuit corpul : studiul 
acestora din urmă constituie aspectul fizic al chestiunii. 

O înţelegere sugestivă a comportării unui corp sub acțiunea sarcinii 
se obține prin efectuarea unor experiențe simple (vezi de ex. A. Nadai [1], 
cap. 3, 8 gi 21). 

Să considerăm în acest scop un cilindru (de oţel, fontă, lemn etc.) 
de lungime 1 mare faţă de dimensiunile secţiunii sale transversale Z, a 





Fig. 0.2.1 


cărei arie o vom nota eu D. Acest cilindru supus la întindere, la compresiune, 
la torsiune etc., într-o maşină de încercări, se numeşte epruvetă. Să fixám 
una din bazele sale și să încărcăm cealaltă bază cu un sistem de forțe statie 
echivalent cu o forță unică X(t) funetie de timp, aplicată în centrul de 
greutate al bazei și dirijată în lungul axei cilindrului. 

Dacă X creşte de la 0 la valoarea sa finală suficient de încet pentru 
ca forțele inertiale să fie neglijabile, procesul se numeşte pseudo-static. 

Dacă, mai mult, fiecare din stările intermediare poate fi privită ea o 
stare de echilibru si procesul poate fi descompus într-o succesiune de astfel 
de stări, arbitrar de apropiate unele de altele, el se numeşte crasistatie. 
(Vezi mai jos pag. 26.) 

Sub acțiunea sarcinii, în epruvetă apar forte interioare care îi modi- 
fic forma: ea se alungeste sau se scurtează (după semnul lui X), iar sec- 
țiunea sa transversală se micşorează sau se măreşte. Vom spune că epru- 
veta se deformează. 

Toti parametrii considerati după deformatie se vor nota eu un asterisc. 

Pentru a examina legătura dintre forțele ce iau naștere in epruvetă 
$i modificarea formei sale, să ne fixăm atenţia asupra sarcinii unitare 
(forţa X raportată la aria D) și a alungirii relative a cilindrului. 

Alungirea relativă este o mărime nul-dimensională ; ea se numește 
(provizoriu) deforma]ie gi se notează 


e = (I* — DL. (1) 
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Sarcina unitară se măsoară in kgf/cm? si se numeşte (provizoriu) 
tensiune. Mai exact, se consideră tensiunea convențională (pe scurt tensiune) 


e = XD, (2) 
precum şi tensiunea reală 

g^ = XID* (3) 
Făcînd să crească X — şi deci şi c — de la zero la valori pozitive tot 
mai mari, şi müsurind deformațiile corespunzătoare, putem trasa într-un 
sistem de axe (f, s, c) o curbă numită (provizoriu) curbă caracteristică a 
materialului. Această curbă nu depinde sensibil niei de dimensiunile cilin- 
drului (dacă acesta e destul de zvelt), nici de modul concret în care se 
realizează sistemul de sarcini static echivalent eu £; ea depinde însă de 
temperatura T, de viteza procesului ete. Dacă T — constant — ceea ce 
este realizabil într-un, proces pseudostatie, în care (in absenţa surselor de 
căldură) există timp suficient pentru schimb de căldură cu exteriorul, aşa 
fel încît temperatura să nu varieze — putem trasa o familie de curbe caract- 

teristice, functie de T ca parametru, 


b) Curbe caracteristice 


Studiul curbei caracteristice în spaţiul (t, z, o) pentru diferite funcţii 
X(t) pune în evidenţă o mare varietate de proprietăţi ale materialului. 
Să ne mărginim la studiul materialelor pentru care — într-un proces 
pseudo-static — dependența explicită fată de timp a mărimilor e şi c este 
neglijabilă. În acest caz, vom avea de-a face cu o curbă plană, într-un plan 
(e, c). Această curbă (vezi fig. 0.2.2) va purta pe viitor numele de curbă 
caracteristică. 





Derivata 
defineşte panta curbei, aşadar comportarea epruvetei pentru o anumită 
stare prin care ea trece. 

Să presupunem — pentru a fixa ideile — că epruveta e executată 
din oţel moale. În acest caz, porțiunea apropiată de origine a curbei 
o= c(s) are o pantă constantă, independentă de e. Pe această porţiune avem 


E = eje, (5) 
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și dependența dintre o $i e este deci liniară și omogenă. Pentru oţel la tem- 
peratura normală avem E œ 2 100 000 kgf/em*. 

Pentru o valoare c — c,, porţiunea rectilinie a diagramei ia sfirgit ; 
această valoare (în cazul nostru c, œ 2 000 kgf/lem?) se numeşte limită 
de proporționalitate (uneori : de elasticitate). După o nouă creştere (în gene- 
ral mică) a tensiunii, diagrama ia forma unei platforme orizontale : mate- 
rialul se deformează sub tensiune constantă. Această porțiune a curbei 
se numeşte palier de fluaj si valoarea c = c, corespunzătoare apariţiei 
acestui fenomen este limita de plasticitate. 

De la punctul C mai departe (vezi fig. 0.2.2.), panta (4) redevine 
pozitivă, dar ea depinde de = și valoarea sa e mai mică decit (5). Această 
reapariţie a rezistenței la sarcină se numeşte ecruisaj, iar valoarea lui e 
dincolo de care începe fenomenul se notează e. 

Curba caracteristică este o diagramă a tensiunii convenţionale ; 
intrucit pentru X — 0 avem D* — D, e limpede că diagrama tensiunii reale 
e situatá deasupra el. 

Dacă X creşte in continuare, constatăm apariţia unei gituituri, aşadar 
a unei secțiuni defavorizate. Tensiunea reală pe această secțiune continuă 
să crească — cu toate că porțiunea finală HI a curbei caracteristice are 
alură descendentă. Punctul H marchează apariția gituiturii, așadar momen- 
tul în care starea cilindrului încetează de a fi omogenă pe lungime, si in 
care capacitatea sa de a rezista sarcinii e caracterizată de această secțiune 
defavorizatá. Tensiunea corespunzătoare punctului H se numeşte limită 
de rezistență. (În cazul considerat, valoarea ei este de cca. 4 000 kgf/em?.) 
Punctul I corespunde momentului în care cilindrul se rupe in zona gitui- 
turii; tensiunea corespunzătoare se numeşte limită de rupere. 

Curba astfel trasată se numeşte curbă caracteristică de încărcare la 
întindere. Pentru forţe X <0 obținem 6 <0, e— 0 (compresiune). Dacă 
cilindrul este lung, epruveta își pierde stabilitatea, trecind brusc la o formă 
curbilinie de echilibru. Acest fenomen se numeşte flambaj, şi el apare 
adesea cu mult înainte de atingerea limitei de propor(ionalitate. Pentru 
a putea continua încărcarea cu tensiuni negative, se folosese epruvete 
scurte (de pildă, decupate din cea iniţială), În acest caz, curba repetă (apro- 
ximativ simetric) aspectul din figura 0.2.2, ruperea fiind înlocuită cu apa- 
ritia de crăpături pe suprafața laterală a cilindrului, urmată de sfárima- 
rea lui. Limita de elasticitate, de plasticitate, de rezistență, sint în general 
mai mari. Pentru anumite materiale (fontă, beton), diferențele sînt 
importante. 

Sá considerăm acum atins un punct oarecare de pe curba caracte- 
ristică si să începem să micşorăm sarcina (desedreare). Comparind cele 
douà diagrame (de încărcare si descărcare) constatăm că, dacă punctul 
(s, c) se găsește pe porţiunea ce precede limita de plasticitate, descărcarea 
se face în lungul curbei trasate pentru încărcare ; deformația se anulează 
deci odată cu tensiunea ce a cauzat-o. Dimpotrivă, dacă limita de plasti- 
citate a fost depăşită, descărcarea se efectuează în lungul unei paralele la 
porțiunea, rectilinie inițială, 
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Deformatia corespunzătoare unui punct D se descompune deci in 
suma OD' = OD” + D'D', unde OD” este deformația remanentă (pen- 
iru cá nu dispare odată eu anularea tensiunii), iar D''D' este deformatia 
elastică. Deformatia totală OD’ se numeşte deformatie elasto-plastieá. 
Dacă punctul D este situat înainte de B, deformația este pur elastică. 
Apariţia deformafiei remanente arată că, odată cu depășirea limitei de 
plasticitate, în material au avut loc anumite schimbări ireversibile. Dim- 
potrivă, deformația elastică este reversibilă. 

Pornind din nou de la D” spre D (reîncărcare), un nou palier de fluaj 
nu mai apare : punctul (s, c) urmează segmentul D''D, după care trece pe 
porţiunea DGHI a diagramei iniţiale (trasate pentru o epruvetă similară). 
Orice nouă descărcare începind din D se efectuează tot după D''D. For- 
tiunea rectilinie este deci mai lungă decit OA, si limita de proportionalitate 
— măsurată din D” — e mai mare. 

Oricite operaţii de anulare a tensiunii am efectua, descărcarea se và 
face întotdeauna după paralele la OA, iar încărcarea va avea loc fie după 
astfel de paralele, fie — acolo unde ele o ating — după curba caracte- 
ristică de încărcare iniţială, 


OBSERVAȚIA 1, Experiente foarte precise arată totuși că, pentru c > o,, curba de des- 
cărcare e situată sub cea de încărcare ; se obţine astfel un domeniu foarte alungit, care contine 
paralela considerată la OA. Fenomenul se numeşte hysferesis, 


Expresia matematică a acestor fapte e următoarea : atita timp cit 
limita de plasticitate e, nu a fost atinsă, există o dependenţă biunivocă 
între mărimile £e 8i 6; pentru c <c, această dependenţă este liniară, gi 
omogenă. Dimpotrivă, pentru 02»6,, dependenţa încetează de a fi biu- 
nivoeá : pentru a restabili biunivocitatea, e necesară cunoasterea istori- 
cului procesului de deformare. 


c) Tipuri si proprietăți diferite ale materialelor 


Curbele caracteristice diferă de la un material la altul. Cele pentru 
care curba are aspectul din figura 0.2.2 sint extrem de numeroase (mai ales 
printre metale). Există însă materiale (chiar metalice : cupru, aluminiu) 
pentru care porţiunea rectilinie nu apare, sau altele la care curba caracte- 
ristică are aspect logaritmie, exponential etc. Există materiale pentru 
care deformația remanentá e foarte importantă (cupru, plumb, ceară), 
8i altele la care ea lipseşte aproape cu desávirsire (sticlă). 

Materialele la care ruperea se produce imediat după depăşirea limitei 
de elasticitate se numesc casante. Cele care suportă deformatii remanente 
mari se numesc plastice. 

Chiar pentru un material dat, fenomenul se complică dacă intervin 
factori ca : viteze mari de încărcare, variații importante de temperatură, 
presiuni hidrostatice mari, acţiunea alternată a unor sarcini de semne 
contrare, acţiunea de durată a unor sarcini depăşind o,, iradierea şi altele. 
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(Vezi deex. A. Iliuşin şi V. Lenskii [1], cap. 2; vezi şi D. Drucker [2].) 
Din această cauză, de fiecare dată trebuie să precizăm condiţiile în care 
are loc solicitarea, dacă ele diferă de condiţiile obisnuite. De aceea e prefe- 
rabil să nu vorbim despre materiale elastice, plastice, etc., ci despre mate- 
riale aflate în zona elastică, plastică ete. (Astfel, marmora este un material 
casant în condiţii normale; supusă la presiuni hidrostatice mari, ea suportă 
însă deformaţii remanente considerabile.) 


OBSERVAȚIA 2. Rezultate analoge celor de mai sus se obțin supunind epruveta la 
torsiune sub acțiunea unui cuplu de moment dirijat in lungul axei cilindrului, 


Cele de mai sus sînt valabile numai pentru procese în care variabila 
timp nu intervine explicit. În particular, ele fac abstracţie de fenomene 
ca : creşterea deformatiei ca funcție de timp la tensiune constantă (fluaj); 
scăderea tensiunii ca funcție de timp la deformatie constantă (relaxatie). 
Astfel de fenomene apar — mai mult sau mai puţin pronunțat — odată, 
cu atingerea limitei de plasticitate. De aceea, procesele de deformatie 
pentru c — c, nu sint evasistatice (desi pot fi pseudostatice): fixarea 
tuturor parametrilor la valori constante este imposibilă. 

Studiul unor astfel de stări implică suprapunerea unor fenomene de 
deformare elastică, plastică, şi de fluaj (analogă curgerii unui fluid viscos) 
şi e legat de probleme de fizică relative la microstruetura materialului. 
(Vezi de ex. E. Kröner [6]; M. Reiner [1].) 


Observatiile precedente sint valabile numai pentru o categorie par- 
ticulară de corpuri, în condiţii particulare de solicitare. Totusi, acestea 
sint atit de frecvente, incit au justificat crearea unor discipline științifice 
consacrate studiului lor: teoria elasticitdfii 8i teoria plasticității. Studiul 
corpurilor si condiţiilor in care apar suprapuneri de fenomene elastice, 
plastice și de fluaj este obiectul reologiei. 

Fenomenele descrise deschid drumul spre înțelegerea legăturii 
dintre forțe si deformatii într-un corp de configuraţie oarecare, supus la 
sarcini oarecari. Împreună cu relaţiile geometrice si cele statice, ele 
trebuie să ducă la formulări cantitative asupra tuturor mărimilor ce caracte- 
rizează corpul solid deformabil sub sarcină. 


8 3. SOLICITAREA MEDIULUI CONTINUU DEFORMABIL 


Din punctul de vedere al mecanicii solidului rigid, orice corp se află 
în echilibru sau mişcare, după natura sarcinii aplicate și a legăturilor geo- 
metrice. Dar forma lui rămîne neschimbată, distanța dintre perechile de 
puncte gi unghiurile dintre perechile de elemente liniare nemoditieindu-se. 
Sub acțiunea sarcinii exterioare, apar forte interioare. Acestea nu pot fi 
determinate și nu intervin în studiul problemei : oricît ar fi de mari, ele 
nu pot distruge corpul, nici nu pot modifica configurația sa. 
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Acest, punct de vedere corespunde unui anumit model al materiei. 
El constituie o primă aproximație, dind răspuns la întrebarea dacă corpul 
considerat este, în ansamblu, în echilibru sau în miscare. 

Dar în cazul corpurilor realizate din materiale uzuale (metal, 
lemn etc.) şi supuse la sarcinile ce apar de obicei în practica construcțiilor, 
a construcțiilor de maşini etc., forma corpului se modifică ; iar dacă sar- 
cina depăşeşte anumite limite, construcția considerată poate ieşi din uz. 

Aceasta se poate petrece în mai multe moduri. Uneori apar fisuri 
şi unele elemente ale construcției cedează, se distrug. Elementele rămase 
preiau uneori sarcina celor distruse gi construcţia în ansamblu rezistă. 
Dar alteori, această supraineáreare duce gi la distrugerea lor $i a întregii 
construcţii. Alteori, fără ca vreun element să se distrugă, construcția își 
modifică forma aga fel, încît interacțiunea părților sale e prejudiciată. 

Vom spune că avem de-a face cu problema rezistenței și cea a rigidi- 
tății corpului sub sarcină ; ambele depăşesc principial cadrul mecanicii so= 
lidului rigid. Astfel apare necesară adoptarea unui model al corpului solid, 
care să îngăduie (şi să descrie cantitativ) deplasările reciproce ale punctelor. 
Legătura dintre aceste deplasări, forțele interioare care le provoacă, si 
sarcina exterioară, trebuie să permită determinarea formei finale a corpului, 
precum şi a forțelor ce iau naştere în masa lui. 

Prin urmare, studiul echilibrului (sau mişcării) unui corp solid se và 
efectua în două etape. În prima etapă (de care nu ne ocupăm aici) vor fi 
determinate reactiunile si poziţia de echilibru sau legea de mișcare a corpului 
privi ca rigid. În a doua etapă, vor fi studiate (în termenii din $ 2, conve- 
nabil precizați) deplasările, deformaţiile si tensiunile ce apar pe diferite 
direcţii şi diferite elemente de suprafață. 

Cadrul mecanicii solidului rigid poate fi depășit fie prin considerarea 
deformatiilor, fie prin considerarea forțelor interioare. Prima cale duce la 
o teorie pur geometrică a deformatiei ; cea de a doua, la o teorie statică a 
tensiunii. 

Dar e limpede că legătura dintre parametrii geometrici, cei statici 
şi eei ai acţiunii exterioare, trebuie să depindă si de proprietăţile materia- 
lului, de ,,modul" în care corpul se opune solicitării. Teoria deformatiei 
şi teoria tensiunii trebuie să fie independente de proprietățile materialului : 
cle trebuie să poată fi studiate in mod similar în teoria elasticității şi, de 
exemplu, în mecanica fluidelor viscoase. Dimpotrivă, teoria legăturii 
dintre deformatii şi tensiuni trebuie să aibi o bază fizică, experimentală — 
şi tocmai ea trasează delimitări precise între diferitele discipline relative 
la mecanica mediilor deformabile. Cu alte cuvinte, obţinem un domeniu 
sau altul, după cum alegem o lege fizică (ar fi mai corect de spus : mecanică) 
sau alta, pentru a exprima legătura între parametrii geometrici şi cei 
statici ai problemei — efecte ale aceleiaşi acţiuni exterioare. Tocmai exis- 
Lenta unei astfel de legături permite măsurarea forțelor interioare prin 
efectele lor, aşadar, contrar celor ce se petrec in mecanica solidului rigid, 
permite determinarea atit a acestor forţe, cit şi a deformaţiilor. 
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Problema de rezolvat ar putea fi deci formulată astfel : dat fiind un 
corp de configurație cunoscută, realizat din materiale cu proprietăți mecanice 
cunoscute și supus unei acțiuni exterioare de parametri (forte, legături, 
temperatură, cimpuri electro-magnetice ete.) cunoscuți ca funcfii de punet 
și timp — să se determine forțele interioare și deplasările ca funcţii de punct 
si timp. 

Extrema generalitate a unei astfel de formulări face deocamdată im- 
posibilă obţinerea unor rezultate suficient de generale gi de precise tot- 
odată în acest cadru. Concretizind însă ipotezele asupra comportării mate- 
rialului sub sarcină ; neglijind unul sau altul dintre factorii menţionaţi ; 
alegind una sau alta din formele posibile de legătură între termenii pro- 
blemei — putem ajunge la diferite modele ale materiei adecuate studiului 
matematic al diferitelor categorii de medii deformabile. Această diversitate 
se reflectă în diversitatea de discipline în care mecanica mediului deforma- 
bil se divide: teoria elasticitátii, teoria plasticității, reologia, mecanica 
fluidelor, dinamica gazelor ete. 


Ne mürginim la a indica aci citeva titluri din uriaşa bibliografie referitoare la domeniul 
teoriei plasticităţii, cel mai apropiat de domeniul care ne interesează direct: monografiile 
lui A. Freudenthal şi H. Geiringer [1] (partea II); A. lliusin [1]; L. Kaceanov [1]; A. Nadai 
[1]; W. Prager si Ph. Hodge [1]; articolele lui Ph. Hodge [1]; W. Koiter [1]; W. Olszak 
et al. [1]; W. Prager [1]. 

Pentru domeniul încă mai vast al reologiei, vezi T. Alfrey [1]; F. Eirich [1]; A. Freu- 
denthal si H. Geiringer [1] (partea 1); M. Reiner [1]. 

Cu privire la problemele generale ale mecanicii mediilor continue deformabile, vezi 
P, Germain [1]; W. Prager [2] ; L. Sedov [1], [2]; şi mai cu seamă C, Truesdell şi W., Noll 
[1] si C. Truesdell si R. Toupin [1]. 

Pentru diferitele domenii ale mecanicii solidului, apropiale de teoria elasticităţii, vezi 
indicaţiile din $ 4.1. În fine, pentru unele din punctele de vedere permitInd aprecierea rezisten- 
fei si rigidității corpurilor solide, vezi finele $ 4.3. 


$ 4. MODELUL CORPULUI ELASTIC 


a) Ipoteze fundamentale 


O definiţie exhaustivă a unui model al materiei ar permite să se 
construiască pe baze axiomatice disciplina corespunzătoare. Această pro- 
blemă pusă pentru mecanică (si cunoscută sub numele de „a șasea problemă 
a lui Hilbert") e încă departe de a fi rezolvată, fie măcar şi pentru unele 
cazuri particulare. Cu privire la unele încercări recente, vezi A. Eringen 
[1] şi mai ales W. Noll [1]— [4]. Vezi de asemenea C. Truesdell si R. 
Toupin [1], $ 295, unde se expun unele principii generale de respectat 
în construirea oricărei teorii mecanice : compatibilitate cu ecutiile de conser- 
vare (a masei, a momentelor, a energiei ete.) ; invarianță în raport cu ale- 
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gerea coordonatelor ; izotropie sau anizolropie (vezi mai jos); formulare 
corectă, aptă să conducă la teoreme de existenţă, unicitate şi continuitate 
în raport cu datele; invarianță dimensională ; independență  malerială 
(adică comportare a materialului independentă de observator); în fine, 
echiprezență a tuturor mărimilor menite să caracterizeze fenomenul. 
E vorba aici de o enumerare care nu e completă, îmbrăţişind totodată o 
categorie de corpuri mult mai largă decit cea care ne interesează, Vezi încă 
C. Truesdell şi W. Noll [1], $819, 19A, 26 si 43. Pentru aplicarea unor prin- 
cipii variationale generale ale mecanicii, vezi O. Onicescu [1]. 

În cele ce urmează ne vom limita la a formula cîteva ipoteze 
de bază, menite să caracterizeze modelul corpului elastic. 


a) Ipoteza spatiului-timp newtonian: spațiul este euclidian (tridi- 
mensional), timpul este independent de coordonatele spatiale, legile lui Newton 
sint valabile. Această ipoteză situează mecanica mediilor continue deforma- 
bile în cadrul mecanicii „clasice”, 


b) Ipoteza mediului continuu: orice domeniu elementar confine 
materie. Acest punct de vedere igi găseşte justificare în faptul că dimensiu- 
nile corpurilor uzuale depásese cu mult dimensiunile particulelor elemen- 
tare. Else menţine şi pentru corpuri compuse din particule cu proprietăţi 
diferite (microcristalele dintr-un aliaj, cimentul si pietrigul din beton) — 
cu condiția ca dimensiunile corpurilor să fie foarte mari față de cele ale 
componentelor. 

Această ipoteză permite să privim toate mărimile ca funcții de punct 
în domeniul ocupat de corp, şi nu ca funcţii de poziţia particulelor compo- 
nente. Datorită ei, mecanica mediilor continui deformabile poate utiliza 
aparatul analizei clasice. Cu cît e mai mare atenţia ce trebuie acordată pro- 
prietátilor fizice propriu zise ale materialului (ea în anumite variante mo- 
derne ale teoriei plasticitátii, sau in anumite chestiuni de reologie), cu atit 
mai mult această ipoteză trebuie modificată sau chiar eliminată, 


c) Ipoteza rigidizării părţilor (sau a solidifiedril): wn corp se află 
în echilibru dacă si numai dacă forțele ce acționează asupra fiecăreia din 
părțile sale formează un sistem stalic echivalent eu zero. Această ipoteză 
permite să separăm (imaginar) o parte arbitrară a corpului, înlocuind aetiu- 
nea restului prin anumite forte, si să determinăm aceste forte astfel ca 
echilibrul corpului în ansamblu să rămină intact. Întrucit această parte 
poate fi arbitrar de mică, sintem conduși la a formula relaţiile de echilibru 
ca relații diferențiale, valabile în orice punct al corpului. 


. . 4) Ipoteza dependenţei locale : forțele interioare (tensiunile) sînt func- 
lii de poziție, de deformaţie, de temperatură ete., dar nu depind explicit de 
gradientul (derivatele spaţiale) ale acestor mărimi. Aceasta stabileşte o 
legătură punctuală, locală, între parametrii statiei si cei geometrici, exclu- 
zind „acţiunea la distanță” şi precizind natura forțelor interioare ca 
forte de coeziune intermoleculará. 
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Ipotezele a, b, e corespund unui cadru mai general și abia ipoteza d 
introduce noţiuni specifice — ráminind totuși valabilă pentru orice mediu 
continuu 8i deformabil. Pentru a defini corpul elastic, le adăugăm : 


e) Ipoteza elastieitütii ideale : există corespondență biunizocă între 
deformajii și tensiuni (definite prin generalizări convenabile ale noțiunilor 
introduse în $ 0.2). Aceasta caracterizează deci o anumită starea materiei, 
stare în care cunoaşterea deformatiilor sau cea a tensiunilor dau informații 
echivalente. 

Această ipoteză implică caracterul reversibil al deformaţiei şi concordă 
cu înţelegerea curentă a noțiunii de corp ,,elastie" : corp care revine la 
starea sa iniţială odată eu anularea sarcinii. (Pentru corpuri aflate in zona 
plastică, ipoteza e trebuie inloeuità eu alte supozitii.) 


Cu aceasta, modelul corpului elastic e precizat. El este suficient de 
simplu pentru a permite tratarea cu mijloace matematice a problemelor de 
rezistenţă şi rigiditate pentru o cuprinzătoare categorie de corpuri. Desigur, 
acesta este numai unul din punctele de vedere posibile : aga cum se vor- 
beşte despre „mecanica tizică”” sau despre „mecanica tehnică” în oarecare 
opoziţie cu „mecanica rațională”, tot astfel se poate vorbi despre o teorie 
matematică a elasticității, în oarecare opoziţie cu o teorie fizică san tehnică 
a aceluiaşi subiecti. 

Din acest punct de vedere, teoria elasticităţii poate fi privită ca o 
ramură a fizicii matematice (nume destul de impropriu de altfel) : una din 
cele mai simple din punctul de vedere al modelului adoptat, dar $i din cele 
mai interesante din punct de vedere teoretic, 8i mai utile în aplicaţii. 

Trebuie să mai arătăm că, desi deformația elastică reprezintă numai 
o fracțiune a deformaţiei elasto-plastice posibile, în schimb sarcinile în 
limita cărora corpurile rămin în zona elastică sint de obicei foarte mari. 
O teorie bazată pe ipoteza e acoperă astfel un vast cimp de aplicaţii. Pe 
de altă parte, studiul zonei plastice permite utilizarea unor mari rezerve 
de rezistență (importante mai ales dacă problemele de rigiditate trec pe 
al doilea plan) $i deschide posibilitatea de a descrie procese în care însuşi 
scopul este obținerea de modificări de configurație definitive 


Desigur, la fiecare etapă dată de dezvoltare a metodelor matematice $i experimentale, 
orice complicare a aspectului fizic al unei probleme obligă la simplificări compensatoare ale 
aspectelor geometrice si statice : teoria plasticităţii înlocuieşte ipoteza e prin alte presupuneri, 
uneori mal complicate, asupra mecanismului intern al fenomenului, dar ea trebuie atunci 
să-şi limiteze analiza la configurații geometrice $i sarcini de natură mai simplă. 

Teoria elusticității si teoria plasticitàtii sint egal necesare. (Exemplu: organele unui 
laminor trebuie calculate tinind seama de necesitatea imperioasă de a nu se depási zona elas- 
ticá — în timp ce procesul de transformare al semifabricatului in produs finit nici nu poate fi 
măcar imaginat in afara zonei plastice, A ,.alege'' intre cele două teorii e un nonsens : aceasta 
nu e o problemă de gust sau de modă, ci de exactă adaptare a teoriei la comportarea reală 
a corpului solid.) 
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b) Ipoteze simplificatoare 


Modelul prezentat conduce în genere la probleme matematice de o 
extremă dificultate. Adesea însă, se pot adăuga celor cinei ipoteze de mai 
sus, încă cinci ipoteze care, deşi particularizează mai departe cadrul cer- 
cetării, permit totuşi cuprinderea a numeroase probleme importante. 
Acestea sint: 


f) Ipoteza hiperelastieitátii : lucrul mecanic necesar pentru a deforma 
corpul depinde numai de starea sa inițială si de cea finală. 


g) Ipoteza liniaritátii geometrice : deformaliile sint expresii diferen- 
fiale liniare de deplasările reciproce ale particulelor. 

h) Ipoteza liniaritátii fizice: tensiunile sînt funcții liniare de defor- 
mati. 


i) Ipoteza izotropiei : proprietăţile mecanice ale materialului nw va- 
riacdá de la o direcție la alta în jurul oricărui punct. 


|) Ipoteza omogenităţii: proprietăţile mecanice ale materialului nu 
variază de la un punct la altul în interiorul corpului. 


Caracterul acestor ipoteze este destul de eterogen : ipotezele f, i, j 
depind de material şi de proces, în timp ce g, h sint presupuneri simpliti- 
catoare privind mai ales metoda de studiu (vezi finele $ 4.1). Mai notăm că 
ele nu sint independente : de exemplu, ipoteza f este o consecinţă a ipo- 
tezelor a—i (chiar dacă j nu e satisfăcută), 

Ansamblul ipotezelor a—j conduce la teoria elasticității liniare a. 
corpurilor izotrope şi omogene. Problema de mecanică se reduce la studiul 
unui sistem de ecuaţii cu derivate parţiale de primul ordin, liniare şi cu 
coeficienţi constanti. Studiul acestora reprezintă o teorie astăzi aproape 
tot atit de bine pusă la punct ca teoria potenţialului sau teoria ecuaţiei 
propagării undelor — cu care de altfel se aflä în strinsă legătură. Acest 
fapt deschide drumul spre utilizarea mijloacelor teoriei funcţiilor de o 
variabilă complexă, a teoriei ecuaţiilor integrale, a analizei functionale ete, 

Renuntind la una sau alta din ipotezele g—j, se obțin teoriile elastici- 
tátii neliniare, anizotrope, a corpurilor neomogene ete. Aci rămîn valabile 
cele spuse mai sus cu privire la raporturile cu teoria plasticităţii : orice 
cîştig în generalitatea ipotezelor fizice sau matematice este insotit de o 
pierdere de generalitate referitoare la configurația sau solicitarea corpului ce 
poate fi studiat. $i cel mai adesea, tocmai soluţiile teoriei „clasice”” dau 
sugestii şi metodele necesare pentru abordarea acestor domenii încă foarte 
dificile. 


52 INTRODUCERE 


Astfel, chiar fără a recurge la modele mai perfecționate decit cel al 
corpului elastic, ne lovim de mari dificultăţi ; si chiar si în cadrul teoriei 
liniare a corpurilor omogene 8i izotrope chestiunea construirii efective a 
soluţiilor rămîne adesea deschisă, si sintem incă departe de a putea da 
răspuns tuturor întrebărilor pe care tehnica contemporană le pune. 

Acestea nu sint motive de alarmă. Căci, după cum spunea Hilbert : 
„Atita timp cît o ramură a ştiinţei. oferă surplus de probleme, ea este viabilă ; 
sărăcia de probleme înseamnă moartea, sau încetarea dezvoltării sale inde- 
pendente". 


CAPITOLUL 1 


STAREA DE DEPLASARE ȘI STAREA DE DEFORMATIE 
A MEDIULUI CONTINUU 


& 1. TEORIA GEOMETRICĂ A MEDIULUI CONTINUU 


a) Notatii 


Vom considera corpuri ce ocupă în spaţiul euclidian E, domenii X^, 
de frontiere F. Orice domeniu va fi raportat la un sistem de coordonate 
carteziene ortogonale Oz,z,r, (sau Oxyz) fixe. Versorii axelor se vor nota 
i, i,, i, (sau d, j, k). Raza vectoare a oricărui punct, ca și punctul însuși, 
se vor nota cu acelaşi simbol: a, y, ë ete. Orice funcţie de punctul æ se 
va nota f(x), sau fi, Va Xa) sau încă f(v, y, 2) sau în fine f(a,)!). 

Unele notații, proprietăți şi relații referitoare la mulțimile de puncte 
într-un spaţiu euclidian (cu referire specială la planul Z, și la dreapta 
+, dar uşor generalizabile la £) sint date in $8 A.1 şi A.3. Vom sublinia 
aici numai unele proprietăţi de însemnătate imediată. 

Pentru a scurta scrierea formulelor, derivatele parțiale se vor nota 

QF|om =F. (1) 

Indicii 1, 2, 3 vor fi utilizaţi chiar dacă variabilele vor fi scrise 2,9,2. 
În coordonate polare vom folosi notaţiile F, „; F,4; F,,. Pentru funcţii de 
două variabile complexe conjugate 3 = a, + iza, 3 = s, — iv,, derivatele 
se vor scrie sub forma F,, 8i F,. 

Semnul ,„sumă” în raport cu indici literali care se repetă (indici 
muţi) va fi in general omis : vom scrie deci 

A,B, + ...+ A,B, = A,B,, j=l .o.5. (2) 

Dacă un indice care se repetă nu este indice de sumare, aceasta nu 
riscă să producă contuzii în eventuale egalitáti, dacă el apare ca indice 
simplu în celălalt membru al egalităţii. Dacă totuşi dubiul e posibil, vom 
face uz de semnul de avertizare (!). Astfel, æf va fi suma X a, ,, în timp ce 
«i (!) va fi patratul variabilei x,. Pentru a evita orice ambiguitate, ne 
vom servi totuşi uneori şi de semnul X. 

Parantezele drepte [ ] vor avea utilizări multiple. În primul rind, 
ele vor îi folosite, se înțelege, ca paranteze. Vor mai fi folosite pentru a 
indica intervalele închise [a, b] sau deschise Ja, b [; dimensiunea unei 


1) Orice exagerări puriste în astfel de chestiuni duc pinà la urmă la notații greoaie 
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mărimi fizice : [a J= FL * ; variaţia unei funcţii între două puncte : | oa = 
= gm) — p(x"); variaţia unei funcții pe o curbă închisă : [g]g. Ele vor 
servi de asemenea pentru scrierea matricelor: [qm], şi a determinantilor : 


Det |a,,]. Desigur, nici o confuzie nu e posibilă, tinind seama de fiecare 
dată de context. 


Pentru scopurile noastre, e inutil să considerăm domenii oarecar: 
in da Ne vom măr gini la domenii definite de frontierele lor ; mai departe, 
vom considera numai frontiere ce permit utilizarea formulelor integrale 
de tip Gauss, Green, Stokes etc. ; mai particular, ne vom limita la frontiere 
pentru care se pot formula si rezolva problemele fundamentale ale teoriei 
potenţialului. 

Pentru acest motiv, vom considera numai frontiere F, compuse 
dintr-un număr finit de părţi posedind o arie (M. Nicolescu et al. [1], 
vol. 2, eap. 16). Pentru aceasta e suficient ca fiecare astfel de parte să 
admită o reprezentare parametrică 


q, = à (o, B), i 1,2,3, (3) 


unde punctul («, 8) descrie un domeniu măsurabil Jordan, iar funcţiile (3) 
posedă derivate parțiale de primul ordin integrabile in acest domeniu (ceea 
ce e asigurat dinainte dacă ele sint de clasă C!). 


Dacă F posedă arie şi nu conţine linii multiple, formulele Iui Gauss, 
Green, Stokes sint valabile. 


Mai departe, să presupunem că e alcătuită dintr-un număr finit 
de suprafețe Liapunov— a căror definiție rezultă din cea din $ A.3, pag. 700, 
schimbind cuvintele „curbă” si ,,cere", cu „suprafaţă” si ,,sferá". Pentru 
detalii, vezi N. Günther [1], $ 1.1; A. Tihonov gi A. Samarskii [1], 
$ 4.5, punctul 7. Orice suprafață Liapunov posedă arie. Printr-o schimbare 
de coordonate, ecuaţia unei suprafete Liapunov se poate scrie, în vecină- 
tatea oricărui punct al ei, sub forma 


43 = f (94, 3g). (4) 


Dacă f (2, , æa) & C?, condiţiile lui Liapunov sint verificate ; suprafețele 
Liapunov pot fi deci privite ca generalizári ale suprafețelor eu curbură con- 
tinuá. 


Pentru domenii márginite de suprafete Liapunov, problemele lui 
Dirichlet, Neumann $i mixtă (pentru ecuaţia lui Laplace) au soluţie; 
această soluţie e unică si stabilă pentru valori la limită suficient de regulate. 

Vom considera numai corpuri ce ocupă domenii (mulţimi conexe gi 
deschise de puncte în €,). Dacă 5^ este o suprafaţă închisă si orientabilă, 
vom nota cu 7^*domeniul finit mărginit de £^, si cu Y^, domeniul infinit 
avind aceeaşi frontieră. Dacă F e alcătuită din mai multe suprafețe închise 
si orientabile, care definesc un domeniu (de exemplu o suprafață 5^, care 
contine în interior mai multe suprafețe S, exterioare una celeilalte, si fără 
puncte comune), acest domeniu va fi notat 7”! (interior); complementarul 


lui 7^'-- 5 față de Ča € o mulțime neconexá, care se va nota 7^* (exterior). 
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Dacă o proprietate e adevărată in 7^, ea nu e cu necesitate valabilă si 
pe F. Dacă o anumită proprietate e valabilă atit in 7^, cit gi într-o porțiune 
F'C S, trebuie specificat că ea e valabilă in y + F’. 


b) Continuitatea functiilor 


Să considerăm o funcţie f definită în anumite puncte din 7^. Dacă 
punctul æ aparţine lui 7” (ceea ce se scrie pe); dacă f(x) are sens; si 
dacă pentru orice şir de puncte à, ce tind către æ (vezi $ A.3, pag 693) si 
pentru care f(a,) are sens, avem 


fie) = lim f(,); (5) 


atunci se spune că f este continuă în æ. (Vezi gi $ À.1). 

Dacă funcția f nu este definitá în æ, dar limita din (5) există si e unică, 
oricare ar fi şirul x, — xey , relaţia (5) constituie definiția funcției f ex- 
tinse în punctul  ; spunem că f poate fi prelungită prin continuitate in œ 
(pe scurt : f este prelungibilă in æ). 

Continuitatea pe £^ se detineşte similar. 

Dacă (5) e valabil pentru orice à, e, e + F, se spune că f(x) este 
continuă în domeniul închis Y^ =F J- S. 

Pentru o funcţie f(x) definită in 7^, se poate intimpla ca lim f(a) 
pentru 4—-X,, Eye F, să existe şi să fie unie determinată (oricare ar fi 
drumul interior pe care ie — a). În acest caz, se ia prin definiție 


f(x) = lim f(x), pentru tey, ete, (6) 


gi se spune că f (ay) este valoarea la limită a lui f (æ) in a. 
Dacă f(x) e definită atit in Z^ *, cât şi în 7^ -, vom serie 


f(a) = | f (x) pentru xex', 


AN (7) 
j.(x) pentru dez”, 


dacă o astfel de distincție e necesară. (Dacă e cazul, indicii +, — trebuie 
inloeuitfi eu i, e.) 
Mai departe, vom nota 


f*(xm) = lim f, (a), J (X) = lim f (æ) (8) 


Teme F THE F 


in punctele în care aceste limite (fiecare din ele unică, da r nu neapăra 
egale între ele !) există. Dacă astfel de limite există pentru orice pe”, 
se spune că f e prelungibilă pe porţiunea S’ a frontierei (eventual pe 
întreaga trontieră, dacă F' — F) dinspre W+, respectiv dinspre Y^-. 

| Uneori, funcţia f(x) poate fi definită pentru xe F printr-un algo- 
ritm diferit de cel din (7), (8). Dar prin valoare la limită înţelegem intotdea- 
ai tr obținută prin prelungirea prin continuitate (vezi si 88 7.2 
gi A,.11). 
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c) Medii continue 


Renuntind la modelul atomistic al materiei, vom presupune cá aceasta 
e distribuită continuu in X^, ceea ce revine la a spune că orice punct geome- 
trie din 7^ este un punct "material. 

Să considerăm un punct xe% şi un domeniu 7^'C 7, astfel incit 
gey”. Notind volumul lui 7" eu mes (7^'), diametrul său (vezi (A.3.3)) 
cu d(7^"), şi cantitatea de materie (masa) conținută in 7^' cu m(7^'), deti- 
nin densitatea in œw prin relaţia 
m) 
mes (7) 
pentru toate domeniile 7^' posibile. (Analog se defineşte greutatea specifică 
in æ.) Ipoteza mediului continuu revine la a spune că p(x) există, e pozitivă 
şi mărginită in Y. 

Domeniul 7^ care contine materie distribuită in acest mod se numeşte 

mediu sau corp continuu. Vom nota cu Y^ atit domeniul, cit şi corpul însuşi. 

Dacă p(a) = const. atunci Z^ e omogen (din punetul de vedere al 
densităţii). 

Definind analog densitatea superficială sau liniară, putem considera 
ru aa continue bi- sau unidimensionale (suprafete sau curbe materia- 

izate). 

Proprietăţile fizice, chimice ete. ale materiei din 7^ ne vor fi complet 
indiferente în capitolul de față. 





p (æ) = » pentru eez^', d(X')— 0, (9) 


d) Deplasări si deformatii 


Fie dat un corp 7^ nesupus nici unei acţiuni exterioare. Această 
stare (irealizabilà practic, si concepută numai ca stare ideală) se numeşte 
siare naturală. Dacă dorim să subliniem că in starea naturală anumiţi 
parametri se anulează, o vom numi încă stare nulă în raport cu ei. 

Să presupunem acum că asupra corpului acţionează un sistem de 
forte şi de legături geometrice. Materia din Y trece în altă poziţie din spa- 
fiu, pe care o vom nota cu 7 *, de frontieră F *. (Elementele păstrează 
notaţiile iniţiale, prevăzute cu un asterisc.) 

Pentru ca X^ să se afle in echilibru ca corp deformabil, trebuie mai 
intii ca sistemul forțelor aplicate (inclusiv reacţiunile produse de legături) 
să, fie static echivalent eu zero. (Dacă 7^ nu este mărginit, această condiţie 
nu e n i 
cele ce urmează, ne vom limita la cazul trecerii corpului 7” de la o 
poziţie de echilibru, la o alta. Poziţia fiecărui punct material din 7, 
raportată la coordonatele fixe, suferă deci modificări : acest proces se 
numeşte deplasare. 

Distanţele reciproce dintre puncte, ca gi unghiurile dintre elementele 
liniare, variază de asemenea : acest proces se numește deformatie. 
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În ansamblu, trecerea de la starea 77^ la Y^* se va numi şi ea deforma- 
ție („modificare a formei"). Starea naturală se va numi uneori stare de 
deformare nulă sau stare de deplasare nulă — după caz. 

Vom părăsi deci cadrul mecanicii solidului rigid pe o cale pur geo- 
metrică, studiind transformarea domeniului 7^ în 7^* şi tăcind abstracţie 
de sarcini, de legături 8i de proprietățile materiei din 7^. 

Pentru o analiză modernă si detaliată a chestiunii, vezi C. Trues- 
dell si R. Toupin [1], partea B, I. 


85 2. STAREA DE DEPLASARE 


a) Sisteme de coordonate 


Pentru a cerceta comportarea unei vecinátáti a unui punct æ, trebuie 
să considerăm un al doilea punct y, apropiat de æ, şi să examinăm poziţiile 
ocupate de particulele aflate inițial în æ gi y. 

Toate mărimile se raportează la sistemul de coordonate fix. Acest 
mod de a rationa, în care se urmăreşte deci comportarea elementelor mate- 
riale antrenate de deformatie, în timp ce sistemul de coordonate rămine 
fix, este atribuit lui Lagrange —cu toate că în fapt apare încă la Euler. 

Punctul de vedere opus, caracterizat prin studierea a ceea ce se pe- 
trece în vecinătatea unui punct geometrie fix, independent de punctul 
material care coincide la un moment dat cu el, aparține de asemenea lui 
Euler. (Vezi P. Germain [1], $ 3.1; C. Iacob [5], § § 4.1 şi 4.4; I. Sokol- 
nikoff [2], 8 1.11.) Distincția intre cele donă puncte de vedere devine esen- 
țială atunci cind deplasările sint mari : în mecanica fluidelor, teoria nelini- 
ară a elasticităţii ete. (Vezi de ex. I. Goldenblatt [1]; W. Prager [2]; 
L. Sedov [2].) 

Vom face sistematic uz de punctul de vedere asociat numelui lui La- 
grange, raportind deci elementele materiale la coordonatele inițiale (ale 
corpului nedeformat). 


b) Vectorul deplasare 


Fie date două puncte æ şi y = æ + ë, şi fie cunoscută legea care 
stabileşte corespondenţa dintre punctele domeniilor Y^ şi 7^*: 
d; = Jj, (2), i = 1,2,3. (1) 


Dacă deplasările particulelor sint miei (vom da mai tirziu precizări in 
acest sens), relațiile (1) se mai pot serie sub forma 


LA = g, + (æ), i= 1,2, 3 (2) 
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unde w, au valori mici, sau încă 
z* = æ wax). (3) 


(În loe de x, »* de la noi, se intilneste frecvent notația a, a). 

Veetorul 4 (de componente ih, Wa, U, sau încă u, v, tt) se numeşte 
vectorul deplasare. Dimensiunea sa este cea a unei lungimi: [u]—L. De- 
plasările se măsoară in centimetri (uneori in milimetri). 

Proprietăţile funcțiilor f, şi u, depind de felul în care presupunem cá 
se realizează trecerea de la 7^ la 7^*. Dacă ea se produce fără apariţie de 
fisuri sau goluri, rezultă că funcțiile f, trebuie să fie continue. Dacă aceas- 
tá trecere e reversibilă (ipoteza elasticitátii ideale), transformarea (1) 
trebuie să posede o inversă, de asemenea continuă. Prin urmare, trecerea 
de la starea 7^ la starea 7^* se realizează printr-o transformare biunivocă 
şi bicontinuă. 

Variația de volum e caracterizată de jacobianul transformării (1). 
Pentru ca o porţiune de volum nenul din 7 să treacă într-o porțiune de 
volum nenul în 7^* $i reciproc, e necesar şi suficient ca f, e C!(7^) si jacobi- 
anul transformării (1) să fie mărginit şi nenul. Transformarea (1) trebuie 
să fie deci o transformare regulată (vezi de ex. M. Nicolescu et al. [1], 
8 8.7, pet. 3). 


e) Transformarea componentelor vectorilor 
Conform notaţiilor de mai sus, punctele æ, y trec în x* = x + uir), 
respectiv y* = y + u(y), iar vectorul £ ce le uneste devine £* = £ + 3£. 
Evident, avem £ -- u(y) = u(x) + E”, şi deci 
E = Eur d E) — wy (x), (+) 


sau încă 


SE, = u (£ + Ẹ) — u (2). (5) 


Dacă u, e C*(X^), atunci se poate 
serie formula lui Taylor cu doi termeni gi 
rest si deci (5) devine 

BE S= twa $j =1,2,3, (6) 
unde derivatele sint calculate in æ. (Res- 
tul tinde la zero odată cu E? gi deci (6) 
poate fi privită ca formulă ezactă într-o 
vecinătate suficient de mică a punctului a.) 

Componentele elementului liniar # 
devin după deformatie 


Fig. 1.2.1, 2H = | 8, P 25,3) m iy j = 1,2,3, (7) 
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unde 3, sint componentele tensorului lui Kronecker 
9, — 1 pentru i=), õp = 0 pentru tÆ}. (8) 


În felul acesta, am obţinut; relaţii liniare între componentele înainte 
de deformatie şi cele după deformatie ale elementului liniar £. Pentru ca 
ele sä fie valabile, trebuie numai ca E, să fie suficient de mici. Sub formă 
dezvoltată, relaţiile (7) se scriu 


E = (L F ua) + tra Gat tis Ep 
£5 = Wai E, + (L + wss)E, + Uas Ëg) (9) 
Es = Wai Éi + tsa ba + (1 + o53)25. 


$ 3. DEFORMATIA OMOGENĂ 


Să alegem pentru (2.1) o formá eit mai simplă : transformarea afină 
3 ] 
4, = 0,8, + 0, (D 
(a, d, — constante). Din (2.2) obținem 
u == 4. es Wa (a, == 5) d, ToO. (2) 
Componentele u, sint deci si ele funcţii liniare. Pe de altă parte, dacă 
U = yE + (3) 
(x,, 4, — constante), atunci 
aq = d.c w = (5, =i d) Byt ais (4) 
unde, pentru a reveni la (1), e suficient să notăm 5, -+ ty = a. 
-= Dacă determinantul Det[a,] nu e nul, inversa transformării (1) 
există gi este de asemenea o transformare afiná. 

Proprietăţile cunoscute ale acestor transformări arată că, in urma, 
deformatiei (1), un plan se transformă într-un plan ; o dreaptă (intersecție 
a două plane) — într-o dreaptă ; un segment— într-un segment ; un vector — 
intr-un vector. 

În particular, componentele unui vector definit de E, =, — a 
devin după deformatie 


& = (8y F x)£;. (5) 


.  Intrucit aceste formule sînt liniare gi omogene, ele conservă egalitatea 
și paralelismul vectorilor. Coeficientii fiind constanti, două poligoane 
(sau poliedre) egale si cu laturile (fețele) respectiv paralele, rămîn după 
deformatie egale şi cu laturile (feţele) paralele. Două domenii congruente 
obținute printr-un proces de trecere la limită din două astfel de poligoane 
sau poliedre rămîn si după deformatie congruente. Aceasta înseamnă că 
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toate părţile corpului se deformează la fel. Din acest motiv, deformatia 
definită de (1) sau (3) poartă numele de deformafie omogenă. 

Formulele (2.7) sint de acelaşi tip cu (5), derivatele parțiale «; ; avind 
rolul constantelor «,. Prin urmare, orice detormaţie este, în primă aproxi- 
matie, o deformafie local omogenă, în vecinătatea punctului considerat. 

Se stie că transtormările afine formează grup. Pentru a compune 
donă transtormări afine 


ay TT (ô, e &,,) D -r ds d — ( 9, + Ba) Ti -t b,, (6) 
introducem pe cea dintii in cea de a doua si obţinem 
(yo (Sy + r t Bu x,8,) v; t 0, 4- b, F ua (7) 


Acest grup nu este deci comutativ. Dacă însă parametrii oy, Bi, aus 
b, sint suficient de mici pentru ca produse de astfel de cantităţi sá fie negli- 
jabile faţă de termenii liniari, atunei (7) se reduce la 


Di = (Oy + Oy + Bu) PFA + b,. (8) 

Astfel de transformări se numese transformări afine infinitezimale : 
ele formează un grup eomutativ, iar constantele ce caracterizează transfor- 
marea-produs (8) se obţin prin adunarea constantelor corespunzătoare 
transtormărilor-factori (6). Procesul caracterizat; deo astfel de transtor- 
mare se numeşte deformafie omogenă infinilezimală ; cuvintul ,infinitezi- 
mal" va fi peste tot înţeles numai în acest sens. 

Aplicarea succesivă a două sau mai multe astfel de deformatii duce 
la acelaşi rezultat, independent de ordinea în care ele se produc; aceasta 
constituie principiul superpozitiei detormaţiilor. (Vezi mai jos $ 4.2, pag. 
129, pentru chestiunea mai generală a superpoziției efectelor.) 


$ 4. DEFORMATIA PURĂ INFINITEZIMALĂ 
ȘI DEPLASAREA RIGIDĂ INFINITEZIMALĂ 


a) Deplasarea rigidă 


Din relaţiile (2.6) şi (3.3) rezultà imediat formula 
0$, E — i => «ut. (1) 

Variația 8& poate fi privită ca alcătuită din două părţi: una dato- 
ratà unei deplasări rigide a vecinătăţii lui æ în ansamblu, si una datorată 
variației distanțelor reciproce dintre punctele din această vecinătate. 
Avem evident, 

$'—8--985 [js £*-6" — |£|* -- 28-58 + | SEI, 

astfel că variaţia lungimii vectorului ë e caracterizată de mărimea 


9|£|* = |£* [* — 18|? = 289€ + 1651 (2) 
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Dacă deformatia este infinitezimală, termenul patratie din (2) este 
neglijabil (vezi formulele (1)). 

Dacă avem de a face cu o deplasare rigidă infinitezimală, lungimea 
vectorilor nu variază, si din (2) obţinem 


£.5E — 5,86, — a, e 6S 77 0, a (3) 
ceea ce echivalează cu condiţia de antisimetrie 
Xp bom, 7 0, i, j= 1,2,3. (4) 
Să notăm componentele părţii antisimetrice ale matricii œ, cu 


1 | 1 
P = 3 (do — aa); Pa = 3 (Z3 — tis) Pa 3 (919 — 933). (5) 


Tinind seama de relaţiile (4), formulele (1) devin acum 


95, — Pata — Pata 9&4 — Pata Pita: SEs = Pa Ea — Pita (6) 
sau încă, notind cu p vectorul de componente (p,, Pas Pa)”: 

9 = —p x £. (7) 

Dacă E este vectorul ee duce de la xla x, aşadar č, = æ, — 2$, ur- 

mează evident că ôv, = 82? + 8£,; notind aci ĝa? = a,,8i à = (a, Ao, a4) 


obținem din (7): 
e = a —p x(es-—um). (8) 
Prin urmare, dacă matricea a, este antisimetricá, deplasarea punctului 
æ se reduce la o translație (caracterizată de a) si o rotaţie (caracterizată, 


de — p), așadar la o deplasare rigidă infinitezimalá a domeniului Y^ în an- 
samblul său, aceeaşi în orice punct, intrucit a, p sint vectori constanti. 


b) Variația distanțelor» 


Să presupunem acum că transformarea (3.5) e definită de o matrice 
de componente infinitezimale oarecare x. Să descompunem această matrice 
în suma componentei sale simetrice cu cea antisimetricá : 


I 
£g — Ey = * (ay T ue (9) 
1 
eic rm o (e, TY €) (10) 


amc EM mm: 


2) Pentru ceea ce am notat aci cu pr, se folosesc frecvent notațiile -p,, ceea ce con- 
duce la apariția semnului + in formule ca (7), (8), (5.7), (5.13.1) ete. Preferăm notatiile alese, 
dată fiind semnificaţia acestor mărimi asa cum au fost ele introduse in (5); vezi şi mai departe 


(9)—(11). 


A STAREA DE DEPLASARE SI DE DEFORMATIE Cap. 1 


astfel incit 
Xy — Ey T OS. (11) 


Întrucît deformația este infinitezimalá, putem face uz de principiul 
superpozifiei si afirma că matricea œ, din (10) descrie o roto-translatie 
rigidă infinitezimală a domeniului 7. Evident, relaţiile (3) —(8) igi pierd 
acum valabilitatea. 

Introducind (11) în (1), obţinem 


3E, — (5, -+ Oy) 5,. (12) 


Dacă deformația e infinitezimală, putem neglija termenii patratici 
şi vom căpăta — in loe de (2), (3)— expresia 


BE = def (13) 

(unde am ținut seama că c,2,2, = 0). Din (5) și (10) deducem acum 
Pi = Os, Pa — Og Pa — a (14) 

Prin urmare, cele 6 componente ale părții simetrice a matricii x, 


caracterizează variaţia distanțelor, iar cele 3 componente ale părţii sale 
antisimetrice, rotația rigidă. 


c) Matricea deformatie 


Pentru a stabili semnificaţia mărimilor z,,, să calculäm alungirea 
relativă a unui vector oarecare £. Vom nota cu m versorul 
m —&/[|£&|, (15) 


ale cărui componente m, Ma, Mm, sint cosinușii directori ai lui £. 
Cantitatea ce ne interesează este deci 


e == 8|£|[|£] = (8—1 M151- (16) 
Ea poate fi pozitivă sau negativă (alunpire sau scurtare). Obfinem usor 
E" E = (E*] — 18DCIE" HF ED = e|81 (8181 +2180 
sau încă, tinind seama de (13) si (15): 


1 
Enw b ips * s. = £y m, (17) 


unde notația e, arată faptul că alungirea relativă depinde de m şi nu de |£ |. 
Întrucât; deformația este intinitezimală, termenul în c? trebuie negli- 
Jat. Dar întrucît formula (17) rămîne valabilă si într-un caz mai general 
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(vezi $ 10, Nota la pag. 59), o menţinem în această formă. Soluţia ecuaţiei 
(17) se serie 


e, = — 1 -4 [|14 2 ey mm, (18) 
unde semnul pozitiv corespunde faptului că |£* |/|£| > 0. 
Fie date acum două elemente liniare £ = |£|m, x —]||l de compo- 


nente £,, respectiv x,. Tinind seama de (12) şi (16), obţinem pentru cosinu- 
sul unghiului format de ele după deformafie : 


AN * ps TT ES B dog g 
COR (E*, 2") TT 3 7j - =” (5, f | iJ F ty) ( IE + ik F 6), ) Te . (19) 
Lig Ilgi (L + En) 0 4 £) 
sau incă, efectuind calculele si retinind termenii de primul ordin : 
cos(£*, z*) = cos (Ẹ, 7) (1 — &, — e) + 2 syml. (20) 


Întrucît variația distanțelor si a unghiurilor— variaţie independentă 
de orice deplasare rigidă — constituie însăşi esența procesului de deformaftie, 
se spune că cele 6 cantităţi s, caracterizează starea de deformatie în 7”. Ma- 
tricea simetrică E?) de componente z, poartă numele de matrice a defor- 
maţiei (pure si infinitezimale). 

Primul termen din (12) reprezintă deci contribuţia deformaţiei pure, 
iar cel de al doilea, contribuţia deplasării rigide la variaţia componentelor 
vectorului £. 

Caracterul infinitezimal al deformaţiei a fost sistematice folosit (inee- 
pind eu (3) şi (13)), şi deci cele de mai sus nu pot fi extinse la alt tip de de- 
formaţie fără un prealabil examen critic. 


d) Alungiri si alunecări 


Jomponentele matricii E au semnificaţii geometrice simple. Să 
considerăm astfel un element £ paralel cu una din axe, de pildă Om. No- 
tind cu s, alungirea relativă a elementelor paralele cu Ox, obţinem din (18) : 
z4, = — 1 +1 +2 en şi în generalt) 

£,— — 1 4 |I Fen, (21) 


sau incă, tinind seama că componentele £, sînt suficient de mici : 


En = Ee (22) 


Componentele diagonale £, sint deci egale cu alungirile relative, după 
direcţii paralele cu axele de coordonate. 





") A se citi ca ,,epsilon majuscul”, și nu ea ,,e majuscul'". 
1) Fără (1), intrucit indicele i apare In ambii membri din (21). 
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Să considerăm acum un al doilea cement 7, paralel eu axa Oz, (ji). 


zo 1 
Întrucît avem (£, 5) = 2^ vom nota (£* e a ass E T — Py, unde p, este 
modificarea, în urma deformafiei, a unghiului drept dintre axele Or, 
şi Or,. Suma din (20) se reduce la un singur termen si obținem — intrucit 
p; este o cantitate mică : 
UM 
cos (£*, 2") — sin Qy 2 o, = 2s. (23) 

Componentele ne-diagonale s, ale matricii deformatiei sint deci egale 
cu jumătatea moditicărilor unghiurilor drepte dintre axele iniţiale. Aceste 
componente poartă numele de deformatii unghiulare sau forfecări sau încă 
alunecări. 

Pentru a justifica această ultimă denumire, să considerăm de pildă vectorii £(5,. 0, 0), 
$i (0, a, 0), și să presupunem că singura componentă nenulă a deformatiei este gyu. Abstrac- 
ţie fácind de o deplasare rigidă, obtinem din (12) vectorii E*(E z4E,. 0) si 27* (eggs Tim 0). 

Avem evident 

[E+ — Ë| = fpi = £is lë |» I2* — pl = ta — £j | Y l 


$i deci 
Tre P dn 
gj = tg tO cz E*OE, 
i e, at e 


gj = tg *Oy = 9*0». 
Prin urmare, rotind paralelogramul OË tytë + 
-w 
in jurul lui O de un unghi Z*O£ asa fel incit latura 
og + să cadă pe DE, atunei, abstracție fácind de 





-= = 
E mI mărimi de ordinul al doilea, punctele p*, Z*, £* tree 
respectiv in 9, a EÉ'— E. Deformarea dreptunghiului 
Fig. 1.4.1 OÉ3$ poate fi obținută dacă fixàm baza OË si facem 


să alunece paralelele la oë cu cantităţi proporționale 
cu depărtarea lor la OE. Acelaşi rezultat se obtine prin rabaterea paralelogramului OE *3*27* 
pe axa Oy: cele două poziţii diferă între ele numai printr-o deplasare rigidă, 

Orice stare de deformatie infinitezimală poate fi deci privită ca rezul- 
tat al suprapunerii a trei alungiri după axele de coordonate şi a trei defor- 
matii unghiulare ale unghiurilor initial drepte între aceste axe (sau a trei 
alunecări ale stratelor de material paralele cu planele de coordonate), 


$5. TEORIA GENERALĂ A DEFORMATIEI INFINITEZIMALE. 
ECUAȚIILE GEOMETRICE 
Să revenim acum la cazul unei legi oarecare de transformare 
= f, (Œ) = m, + u, (æ), (1) 
(vezi (2.1) sau (2.2)), care conduce la relațiile 
88, = Why E E = (3,, fie u, t5, (2) 
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(vezi (2.6) si (2.7)), unde u,e C* (X^). Notind 


Quy — Wy (3) 
(vezi pag. 40), căpătăm din (4.9) —(4.11) : 


Eg — 2 (^, , + tjah (4) 
yt. t — it, 1) (5) 
t g HM 1,14 | 
Ma = Ey T Oy» (6) 


Pentru vectorul de rotaţie avem din (5) şi (4.14): 
1 
= — — rob wu 1 
p 2 , (7) 


astfel că relaţia (1.7) (valabilă acum numai pentru componentele rotației 
rigide!) devine 


5E => rob u x E. (8) 


În ce priveşte deformația pură, componentele ei sint date de (4). 
Aceste relaţii, în număr de şase, alcătuiesc sistemul de ecuații geometrice. 
Acesta e un sistem de ecuaţii cu derivate parţiale, liniar, cu coeficienţi 
constanti, de primul ordin în raport cu componentele deplasării şi în care 
componentele detormaţiei intervin numai sub formi întreagă, 

O problemă în care parametrii geometriei sint legaţi prin relaţiile 
(4) se zice a fi cu liniaritate geometrică. 

Relațiile (4) pot fi scrise pe scurt sub forma simbolică 

E = def tt, (8) 


Intelegind prin aceasta că matricea de componente e, , esle matricea-deformație corespunzá- 
toare unei deplasări w. Operatorul def este un operator a cărui expresie rezullà din (4); el 
e definit pe mulțimea tuturor vectorilor de clasă C? (formal, chiar Cl); co-domeniul său este 
o mulţime de matrici simetrice cu doi indici (vezi mai jos § 9). Acest operator joacă aici un 
rol analog celui al operatorului grad in teoria ecuaţiei lui Laplace, Dacă extindem definiția 
operatorului grad asupra vectorilor: 


grad u = [u. |, (10) 


(i — indice de coloană ; f — indice de linie), atunci 


marcind cu semnul (T) transpunerea 
matricilor, urmează că 


1 
def u = — [grad a + grad" ae]. (11) 
2 


Această scriere e utilă dacă facem uz de coordonate curbilinii. 


46 STAREA DE DEPLASARE ȘI DE DEFORMATIE Cup. 1 


Dacă intelezem derivatele parţiale ce apar in (2)—(8) ca fiind cal- 
culate într-un punct dat, recădem peste teoria deformaţiei omogene, 
valabile într-o vecinătate a acelui punet. Coeficientii a,, s, Oy, sint 
deci funcţii de punct. Toate cele spuse despre deformația omogenă rămin 
valabile, nu însă în întreg domeniul Z^, ci numai pentru fiecare vecinătate, 
suficient de mică, a fiecärui punct al acestuia. 

Dacă ne-am da parametrii e, si «,, ca funcții arbitrare de punct, 
există riscul ca aceste vecinütáti să nu poată fi ,,relipite" după deformare 
în aşa fel incit să asigure continuitatea materiei din 7^. (Vezi $ 9.) Dacă 
insă z,, c, sint definite de (4), (5), atunci transformarea lui 7^ în 7^* 
respectă continuitatea. 

Vectorul ë din rationamentele de pină aci trebuie să fie infinitezi- 
mal. Relaţiile (2) dau noile sale componente ; relaţiile (4) dau componen- 
tele deformatiei ; in fine, din (4.18) şi (4.20) obţinem alungirea relativă si 
deformația unghiulară — totul numai pentru elemente liniare infinitezimale. 

Axele de coordonate nu mai trec după deformal[ie în trei axe recti- 
linii. Într-adevăr, eonsiderind de pildă o paralelă la Ox, : 


Oy = Ti, Pa d, (12) 


rezultă că punctele situate pe această dreaptă tree pe curba de ecuații 
si = + ua, Diy Da); mz = a + ualet, aS, La); 


23 = Vay F Uz(Ti, 22, 23). P 
Relațiile (4.23) vor da unghiurile — în general diferite da — for- 


(13) 


mate de curbele in care trec axele. Reţeaua (materializată) de coordonate 
carteziene rectangulare e antrenată de deformatie gi trece într-un sistem 
de coordonate curbilinii, în general neortogonale. Pentru cunoaşterea 
acestuia, e necesară cunoaşterea funcţiilor u (æ). 


OBSERVAŢIE. Nu există un standard unanim acceptat pentru notarea deformaţiei. 
Astfel, componentele deformaliei se notează de câtre unii autori cu (e, ...., 6, ,...); de câtre 
alții cu (Egr «5 act) sau Încă cu (Dao Pee) Termenii nediagonali ai deformatiei 
sint adesea luaţi egali cu 26, — ceca ce complică formulele de transformare Lensorialà (vezi 
§ 6) si îngreunează stabilirea paralelismului între teoria deformatiei şi cen a tensiunii. 

Lucrările ce tind spre utilizarea mijloacelor — sau cel puţin a notaliilor — analizei 
tensoriale folosesc notații apropiate de cele din text. O informare amplă asupra celor mai uzuale 
notații se poate găsi în A. Love [1], anexa A. Vezi şi mai jos $ 2.3, pag. 68. 


$6. TENSORUL DEFORMATIE 


Prezintă importanță evidentă posibilitatea de a determina eomponen- 
tele deformatiei in axe oarecare, dacă ele sint cunoscute într-un sistem de 
axe dat. Ne vom limita la cazul unor axe carteziene ortogonale, obținute 
printr-o rotație din cele inițiale. (O translație nu modifică componentele 
vectorilor.) 


£6 TENSORUL DEFORMATIE A1 


Fie deci cá poziţia sistemului Oz,z.7, faţă de sistemul Oz,z,r, e 
dată de cei 9 eosinusi directori 


fy, = 008 (i, 4), (1) 
sau, mai explicit, de matricea (evident nesimetricá) 


| fi da Ty 
Li 
1 "y Pis Fas 
, 
Ta | fu Tias Na 
£s 


Mărimile n, sint legate prin relaţiile de normare $i ortogonalitate : 
fun, — "ana = du $, j, k= 1, 2, 3. 2) 


Dacă vectorul $ are componentele £, în sistemul inițial Oa, 
şi componentele E: în sistemul Oxia, prin ' proiecție pe axele noi dedu- 
cem uşor É; = eos (p z,)E,, adică 


& = ny. (3) 
'l'inind seama de (2), deducem si relaţiile inverse 
e = nui: (4) 


Întrucît primul membru al relaţiei (4.13) care defineşte componen- 
tele z,, este evident independent de alegerea axelor, deducem 


m 23 = e, E E; 3 (5) 


unde am notat cu č componentele aceleiasi deformatii, in noile axe 
Introducind acum (4) în (5), obținem pe rind 


F k E f * 
e; 5; Ši EN Ekik EN Kati" "b 7 fy Wa ea Ej, 
de unde urmează 
Ey — Na Tha Err (6) 


Prin urmare componentele e, formează un tensor (alin ortogonal) 
simetrie de ordinul al doilea : tensorul detormaţie?). 

Acest iapt esențial poate conduce la o definiție invariantă a defor- 
mafiei și sluji la transcrierea relațiilor geometrice în coordonate curbilinii 
oarecare (vezi 84.1, pag. 121). Ca punct de plecare se poate lua de ase- 
menea studiul lungimii elementului liniar într-o metrică oarecare. 

Relaţiile (6) rămîn evident valabile pentru coordonate curbilinii orto- 
gonale — numai că atunci n,, sint funcţii de punct. 


5) Întrucit rationamentele se desfăşoară Intr-un spațiu euclidian, noţiunile de cova- 
rianță şi contravarianţă sint lipsite de conținut, iar aşezarea indicilor e indiferentă, 
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Caracterul tensorial al deformaţiei (si al tensiunii) a fost pus în evi- 
denfá sub formă geometrică în lucrările lui A. Cauchy cu mult înainte de 
însăşi introducerea denumirii de tensor (de către W. Voigt [2 ]). 

Pentru a ușura utilizarea relaţiilor (6), explieitám aci două din ele : 


£1 = Jh, Y, Ep = nh £11 T nia Eag + nis £33 4 
-F 2 Pas Mae Erg F 2 Mya Pas Eog + 2 Naattaa £31, 
Eia = Th, Tl, £y, = Mun aa Eu F aa aa £39 F 
T Mizos Egg F (Pas Nag + Miena)Er + 


F (hanas F Mighas)Eag + (Masa + Ma aa) Eau» 


(7) 


$ 7. DIRECȚIILE PRINCIPALE ALE DEFORMATIEI 


Cind vectorul ë — y — x parcurge tripla infinitate de poziţii posibile 
în jurul punetului æ, valorile alungirii relative e, (vezi (4.16), (4.18)) variază. 
Cunoaşterea extremelor lui =, ca funetie dem poate da o imagine globală 
a stării de deformaţie în vecinătatea lui æ. ! 

Să luăm originea sistemului de coordonate in æ, si să presupunem 
că am găsit o direcţie în lungul căreia e, isi atinge maximul“). 

Alegind această direcție ca axă a, într-un nou sistem de axe, 
obținem din (4.21) 


„= —1 VI ae (1) 
astfel că problema de extremum pentru s,, este echivalentă eu problema 


de extremum pentru z;, ca funcție de parametrii directori (necunoscuţi) 
ai axei aj. 
Din (6.7) rezultă că aceşti parametri sint m, 1a; "jj; intrucit ei 
verifică condiția (6.2) pentru į = j = 1, adică 
" 


Anh l, (2) 
kel 
vom introduce multiplicatorul lui Lagrange s si vom căuta soluţia 
problemei de extemum liber pentru funcția 
E 
F (ni, Rias nia) = hna N Ea — ESY ni — 1 (3) 
k-1 
Egalind cu zero derivatele în raport eu ny, obținem 
QF|ón,z22 m,s,-—2zm, = 0, (4) 


*) Mărimea £4 este o funcție continuă de m, si deci există cel puțin o direcție pentru 
care En 1s]. atinge marginea superioară, 
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aşadar un sistem de trei ecuații omogene 
(Er az E $4) Mig == 0, i, k == 1, 2, 5. (5) 


Soluţia trivială n, = 0 nu e admisibilă, întrucît nu satisface (2) 
Prin urmare, determinantul principal al sistemului e nul: 


En — E £12 £13 
*31 Ega Eaa — E 


Aceasta este o ecuație de grad 3 in z. Întrucît matricea s, este 
simetrică urmează că toate rădăcinile ecuației (6) sint reale *). 

Dacă cunoaştem componentele z, putem deci rezolva ecuația (6) 
și apoi $i sistemul (2), (5), găsind pentru fiecare din valorile e, cite un sis- 
tem de valori n- 

Să notăm cu =' o soluție oarecare a ecuaţiei (6). Relaţia (6.6) dă, 


£j; = Wh Nye Eye (7) 
Dacă n, e sistemul de soluţii al ecuaţiilor (5), corespunzător lui z’, 
urmează că | 
£g, Nie = E' fh. (8) 
Intervertind in (7) indicii muţi îi $i k, tinind seama că e, = e si 
introducind aci (8), obţinem 


Eis = fh Ma E = Ha nj; E = Mii Ne. (9) 
Întrucit din (6.2) avem n;, ni = 3, relația (9) devine 
ey = £' 35, (10) 
de unde 
£j; = &', (11) 
Sa = Ep — D. (12) 


7) Pentru orice matrice patrată cu componente reale ay (ij = 1, 2,...,n), ecuația 
Det [ay — a îl] — 0 (a) 
are n rădăcini, eventual complexe, Hădăcinile sint cantităţile d, Öp <. -An pentru care sis- 
temul de ecuaţii liniare omogene 
(d, — a 84) X, = 0 (b) 
are soluții nenule, deci pentru care avem 
Oy Ij = 0 Ti; (c) 
unde a este o soluție oarecare a ecuaţiei (a). 
Inmultind relația (c) cu 7; și sumind în raport cu i, obținem 


x » 
Y, ay Xi T, 7 d Y | z,[*. (d) 
Va Îmi i=1 


Dacă matricea a, este simetrică, cantităţile ay X, x,--aj, x; xr, sint reale, deci ambele 
sume din (d) sint reale, 5i orice soluție a ecuației (a) rezultă a fi reală. 
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După cum se vede, valoarea maximă căutată este egală cu cea mai 
mare dintre rădăcinile ecuaţiei (6), 8i ea se determină fără a mai trebui să 
calculăm în prealabil cantităţile n. lar dacă axa Ox, corespunde unei 
rădăcini a ecuaţiei (6), alunecările tn raport eu ea sînt mule. 

Direcţiile corespunzătoare la două rădăcini distincte ale ecuaţiei (6) 
sint ortogonale. Într-adevăr, fie că unor soluţii z', €" le corespund para- 
metrii miy, respectiv n, . Din relaţia (5) obţinem 

Ei Pap = E Nasa Eu == E" Me (13) 

Inmultind prima din aceste relaţii eu n;,, a doua eu n1,, sumind în 
raport cu indicele i, scăzindu-le termen cu termen şi tinind seama că e, == 
= eu; căpătăm 


(E — E") nj; ni = 0 (14) 
de unde, dacă z' 3 e”, urmează relația de ortogonalitate 
Wy Nii = 0 = (15) 


Direcția extremalá x; odată determinată, direcțiile z;, æ, trebuie deci 
căutate in planul normal pe s. 

Fiind deci dat sistemul Oxi x: 2, in care deocamdată numai axa 
zy, e determinată, să introducem un nou sistem de axe Oxi xz; x; păs- 
trind neschimbată axa m. Acest sistem se obţine evident prin rotirea 
planului x; = 0 în jurul axei x; de un anumit unghi $. 

Notind prin analogie cu (6.1) 

i = 0085 (a, i) (16) 
(a nu se confunda cu ni din (8)!) obţinem matricea 








Li Li Li 
| Ti T. I, 
rx" | 
1 | 1 J ü 
| 
x" | e 
2 | ü cos P sin f 
|! 
| 
iil | ; 1 - 
os T. | Ù — sini Cos $. 
Fig. 1.7.1 


Din (6.6) deducem si 
îi F F i 
Zig — Wy We Epes 


$i deci, tinind seama de valorile n;, şi de (12) : 


Nu F dr i" 

£jj = Ej; Ema = Egg = O, 
ři 4 F 4 s = 

Es = Ep C08? 9. + 2 epg Cos? sin 9 + ez sin? 9, 

£34 = £5; Bin? 9 — 2 ep c08 D Sin 9- -I- ez cost 9, (17) 
3 I us 


Eag = 3 (533 — Eaa) sin 29 -d- Es COR d, 
astfel încît componentele e;, rámin nemodificate. 
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Să alegem unicul parametru de care mai dispunem, unghiul 9, in 
asa fel incit z% să aibă caracter staționar. Anulind derivata lui e; din 
(17) în raport eu 9, obținem pentru 9 valoarea 


1 Font T : 
P em AED tg [2 s35/(&:4 — 243)» (18) 


i 


ceea ce are intotdeauna sens. 

Cu aceasta sistemul de axe e complet determinat, 

Ne rămîne să găsim valorile e, si cx» Or, derivind în raport cu 9 
expresia lui c5, din (17) şi punind condiţia ca această derivată să fie nulă, 
obţinem din nou (15). Introducînd această valoare în expresia lui esa 
obținem 

c». = UD. (19) 


Prin urmare : în sistemul de axe Osx? xy xj, componentele de alun- 
gire iau valori staționare (printre ele : un maxim si un minim), în timp ce 
componentele de alunecare se anulează. În orice punct există deci un sistem 
de axe pentru care deformația e caracterizată de numai frei alungiri, 
Aceste axe rămin (local) triortogonale, ele deplasindu-se ca un ansam- 
blu rigid. 

Detormaţia oarecare se reduce deci la suprapunerea a trei alungiri. 
Cele trei direcții astfel determinate se numesc directii principale (sau are 
principale) ale deformaţiei infinitezimale în punctul dat. Valorile compo- 
nentelor z; pe aceste direcţii, care coincid cu rădăcinile ecuaţiei (6), 
se numesc deformafii principale și se vor nota cu indici simpli : £, £a Ea. 


OBSERVATIE, În definitiv, aceasta revine la a güsi axele principale si valorile proprii 
ale tensorului deformatiei. Se știe că dacă reducem o matrice oarecare la axele principale, 
ea ia forma diagonală. Acesta e sensul relațiilor (12) și (19). 


Dacă cunoaștem cele şase componente ale deformafiei într-un sis- 
tem de axe oarecare, putem deci găsi deformaţiile principale si direcţiile 
principale. Reciproc, dacă cunoaștem poziţia axelor principale (determi- 
nati de trei parametri, de pildă, de unghiurile lui Euler) şi deformaţiile 
principale, putem calcula componentele deformatiei în orice sistem de axe. 
În ambele cazuri trebuie să cunoaştem șase parametri, funcţii de punet. 


$ 6. CUADRICELE DEFORMATIEI. INVARIANTI 
a) Cuadricele deformatiei 
Esen(ialul din rationamentele anterioare rezidă in caracterul tenso- 
rial al deformaţiei. Întrucit in £, componentele unui tensor simetric de 


al doilea ordin permit construirea unei cuadrice, e firesc să căutăm analo- 
gul (sau imaginea geometrică) a celor de pină aci (A. Cauchy [2], [4]). 
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Să reluám relaţia (4.13) şi să definim cuadricele 
elir în $9) ES sg &, i S= He, (1) 


unde c este o constantá arbitrarà, dar fixă. 
Aceasta permite să transcriem relația (4.17) sub forma 5) 


MELLE (2) 


care e invariantá la o schimbare de axe ortogonale, intrucit atit lun- 
gimea |E |7, eit si forma patratică e sint invarianti. 

Sá considerăm acum un vector de direcţie £ şi de origină O ; pentru 
simplitate, îl vom nota tot cu £. Sá rotim pe £ în jurul lui æ, şi să caleulám 
valorile e, corespunzătoare, desigur independente de | £]. Pentru fiecare 
astfel de poziţie, să alegem acum lungimea |£| în asa fel încît 


git x ets [re]. (3) 


Locul geometrie al extremităților vectorilor de origine O şi de lun- 
gime (3) este, in virtutea relaţiilor (1), (2), suprafața 


« (1 tjt MEAE (4) 


aşadar ansamblul a douá cuadrice cu centru : euadricele deformafiei. Du- 
blul semn arată că avem de a face eu un elipsoid (real) sau eu doi hiperbo- 
loizi conjugaţi. 

Cuadricele (4) odată construite, alungirea £z, corespunzătoare unei 
direcţii oarecare ce trece prin c, se găsește determinind punctul în care £ 
înțeapă cuadrica, Caleulind lungimea |£|, deducem din (4) valoarea 


produsului z. t -+ ES 3 și deci şi pe cea à alungirii «,, cu semnul său. 
Aceasta este imaginea geometrică a rezultatelor din paragrafele 
anterioare, 
|. jntrueit deformatiile sint infinitezimale, relaţiile ce-şi au originea în 
(4.17) pot fi simplificate prin neglijarea termenului în ez. Obtinem astfel 
în loc de (2): 
g, = + e/g] (5) 
Pentru a determina axele principale ale cuadricii (1), sintem condusi 
la a rezolva o ecuaţie care coincide cu (7.6) (vezi G. Vránceanu [1], $ 11.4). 
Raportind euadrica (1) la axele principale, obținem ecuația 
£j; Ei + ts E t gb — E en. (6) 


5) Vezi cele spuse relativ la formula (4,17). 
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Semi-axele corespunzătoare au lungimile 1/ |//z,. Dacă cele trei deformatii 
principale sint de acelaşi semn, obținem deci un elipsoid ; în caz contrar, 
doi hiperboloizi. 


OÜBSERVATIE. Aceste cuadrice nu au nimic comun eu domeniul in care se transformă, 
de pildă, o bulă cu centrul în punctul considerat, O astfel de bulă elementară trece intr-un 
elipsoid de semiaxe proporţionale cu (1 + £j). 


b) Stări particulare de deformatie 


Dacă două din deformaftiile principale sint egale, se obţin cuadrice 
de revoluție. Dacă toate deformafiile principale sint egale, enadrica este 
o Sferà și poziţia axelor este indiferentă. 

Dacă una din deformatiile principale — de exemplu z, — ge anu- 
lează, (6) se reduce la 

s Éi + Ea 6 +, (7) 
ceea ce reprezintă un cilindru de generatoare paralele cu Oxy. 

Pentru s —>0, lungimea semiaxei corespunzătoare din (6) creşte 
la infinit. În cazul (7), € deformația după direcţia Oz, este nulă ; după direc- 
ţii apropiate de Or, ea e foarte mică (vezi (5)). Din această cauză, starea 
în care una din deformatiile principale este nulă, poartă numele de stare 
de deformatie plană, paralelă cu planul celorlalte două axe principale. 

Pentru a trece la axe arbitrare, în asa fel încit să conservám axa în 
raport eu care deformația principală este nulă, ne rămîne să rotim axele 
in jurul acesteia. Un calcul similar celui din (7.17) arată că în noile axe 
cápátám z,, = ey4 = z54 = 0. Prin urmare, starea de deformatie plană 
in raport cu direcţia Ox, este caracterizată de o matrice 


En Em 0 
En Ex, D |: (5) 
0 0 0. 
Se numeste stare de deformatie antipland, starea descrisă de o matrice 
Ü US o E. 
0 0 el: | (9) 


89$ Sss 783 3 


Starea in care nu există submatrici, linii sau coloane eu elemente 
identice nule se numeşte stare de deformatie spaţială (sau tridimensională) *). 


?) Aceste definiţii au caracter punctual. Pentru un corp in ansamblul său, nu trebuie să 
credem că orice stare ar putea fi redusă la o simplă suprapunere de stări antiplane si de stări 
plane in fiecare punek 
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Definiţii similare pentru starea de tensiune vor fi date in capitolul 2. 
Capitolul 5 va fi consacrat studiului unor stări care sint antiplane in fie- 
care punct ; capitolul 6 — anumitor stări plane; iar capitolele 0 —10 — 
unor stări de deformatie spaţială, 


c) Invarianţi 


Deşi exprimă o realitate de natură mecanică, componentele defor- 
matiei sint mărimi raportate la un sistem de coordonate. Este firesc să 
căutăm un mod invariant de a caracteriza starea de deformatie. Pentru 
aceasta, dezvoltind determinantul din (7.6), obţinem !") 


e? — E, c£? -- E, — E, — 0, (10) 
unde am notat 

E, = £g + Er Ene 

E, = £34 €g -L- Egg $33 F 833 $4 — E 

E; — Det [e]. 


Cel mai adesea vom nota E, = 0. Se demonstrează cu uşurinţă 
(vezi $ 10, pag. 60), cà 0 evaluează dilatarea de volum. 

Întrucit l/yz, sint lungimile semiaxelor cuadricei deformatiei, re- 
zultă că soluţiile e, ale ecuaţiei (10) sint invariante la o schimbare de axe. 

Relaţiile dintre rădăcinile si coeficienţii ecuaţiei (10) conduce la 


is Să — up (11) 


E, =0= 2 + z e 
Es = £, Eat 85 £3 + 83 t; (12) 
E; = 8, Ea €g; 
de unde conchidem că gi mărimile E,, E,, E, sint invariante. Ele se nu- 
mese respectiv tnvariantul liniar, patratie si cubic al deformatiei. (Orice alt 
invariant al deformatiei se exprimă sub formă rațională prin intermediul 
acestora.) 
În particular, din (11) si (5.4) obținem relatia simplă si importantă 
0 = u; = div u. (13) 
Relaţiile (12) pot fi privite drept un caz particular al relațiilor (11). „Cazul particular” 


este însă echivalent cu cel general: orice relaţie scrisă sub formà invariantă poate fi uşor 
transcrisă într-un sistem oarecare de axe. (Vezi de exemplu, $ 10, pag. 61.) 


Cunoașterea axelor cuadricei este echivalentă cu cunoașterea inva- 
riantilor, astfel că starea de detormaţie e deplin determinată dacă cunoaş- 
tem poziţia axelor principale 5i cei trei invarianţi. 


1%) A se citi E ca ,,epsilon majuscul”, 
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Amintim că toate cantităţile eu care avem de a face in acest paragraf 
sint funcţii de a, Sa; ta. 


Pentru o mai largă informare asupra teoriei invariantilor, vezi de pildă IL. Goldenblatt 
[1], sau Y. Novojilov [1], [3]. 

Aceste naţiuni joacă un rol esenţial în teoria neliniară a elasticitálii si In teoria plas- 
ticilăţii. 
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Pentru a cunoaşte starea corpului deformat, trebuie să dispunem de 
componentele deformuţiei si ale rotației rigide locale — aşadar de cele nouă 
cantităţi u, ,. Întrucit mărimile €, w, dau numai informaţii eu caracter 
local, trebuie să cunoastem chiar componentele x, ale deplasării. 

Pentru ca raporturile dintre deplasări si deformatii să fie elarifi- 
cate, trebuie să putem reconstitui cu ajutorul deformatiilor, tabloul stării 
de deplasare. Cu acest prilej, vom putea da răspuns si la chestiunea pusă in 
$ 5, pag. 46 : problema compatibilității deformatiilor şi a deplasărilor rigide 
elementare, sau încă a continuității procesului de deforma(ie in ansam- 
blul sán. 

Dacă în ecuațiile (5.4) cunoaştem componentele lui w, putem cal- 
cula imediat cele gase componente ale lui E. Dacă însă cunoaştem cele 
şase componente ale unui tensor simetrie de al doilea ordin, fie ele =, 
cele sase relaţii (5.1) constituie un sistem de ecuaţii supradeterminat 
(în număr mai mare decit cel al funcțiilor necunoscute), si el nu poate deci 
avea soluţie pentru e, arbitrari. Cu alte cuvinte, nu orice tensor simetrie 
de al doilea ordin poate fi pus sub forma def u. 

Condiţii necesare pentru ca un tensor E să fie de forma def u au 
fost formulate de către B. de Saint-Venant. Rezolvarea generală a pro- 
blemei o dà următoarea teoremă a lui G. Kirehoff ([3], $ 27.4), pusă la 
punct de V. Volterra [1] şi E. Cesaro [1]: 

Condiţia necesarü si suficientă pentru ca un tensor simelric de al 
doilea ordin E, definit într-un domeniu simplu conex Y^, să poată fi pus 
sub forma 

E = def wu, (1) 


este ca componentele sale <, să satisfacă condiţiile lui Saint-Venant (12). 
Pentru a demonstra teorema, sñ punem sistemul (5.4) sub forma 


ug Fi 35, $,)] 1, 2, 3. (2) 
Fie dat un punct a^ si fie cunoscute aci valorile deplasării 2? şi ale 
rotației &,;. Dacă valorile u,, ar fi cunoscute peste tot în 7^, deplasările 
wi într-un punct oarecare z! ar fi de forma 
at ai Wi, da, (3) 
integrala depinzind numai de capetele drumului de integrare. 


w =u + |z 
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Introducind (5.6) in (3), putem serie 


wu) = Fa Pe e, da m = Oy de, (4) 


Întrucît u? și e, sint cunoscute, ne rămîne să calculăm 


I, T s 1 eu dg. (5) 


Înlocuind dz, prin d (,—2!), unde a! sint valori fixe, avem 


I, = — olg — zi) — Vets — — Tj) do, (6) 
Dar diferentialele do, depind de w, şi găsim ușor 
Oy, — Ema 7 Ey ut (7) 


Introdueind (7) în integrala din (6), obținem deci 


T -2)de, = lea 1 — y) (54,4 — a.) da,, 


astfel că (4) conduce la formula lui Kirchhoff-Cesaro 


ub = uf + of (a) —2) + (aa Ua das, (8) 
unde 
U,, = E t (æj -— it) (£5, — Eta) (9) 
Din considerente mecanice evidente, să admitem că vectorul-depla- 
sare este o funcție uniformă (funcție de punct) 11). Aceasta cere ca (8) să 
nu depindă de drumul de integrare, de unde urmează (condiție necesară 
și suficientă !) 


Un e= Une (10) 
Introducind aci expresia U,, din (9), obținem 
(aj — 1 j) E A TT £j d) es (ej oii a) Es is et £5 i) j (11) 


unde trebuie să presupunem h k (pentru h = k, (10) se reduce la o 
identitate) și i = j (pentru î = j, parantezele din (11) sint nule). 

Dat fiind că relația (11) trebuie să fie valabilă pentru orice valori 
ale diferenţei a! — z, obţinem în definitiv condițiile lui Saint-Venant 


Cina O Ej C Sa, jh" (12) 


1) Există probleme importante in care această presupunere îşi pierde valabilitatea, 
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Acestea au fost găsite de D. de 5Saint-Venant (in 1861) ca condiţii 
necesare, prin diferenţierea ecuaţiilor geometrice. Teorema de mai sus 
dovedeşte că ele sînt si condiții suficiente, dacă 7^ este simplu conex, 

Aparent, există 31 = 81 astfel de relaţii. Dar intrucit avem 
ij si hÆ k, gi întrucit putem interverti indicii ¢ eu A 8i j cu k, sau 
perechea i, j cu h, k, fără a obține relații noi, numărul total de relaţii 
distincte se reduce la șase. Notind cu (i, j, k) indicii 1, 2, 3 sau o per- 
mutare circulară a lor, obţinem din (12), luînd h = i, trei relaţii de tipul 





Eu ae T (e, 4707 Eu 77 sula = 0 (1). (13) 
Dacă luăm aci k = j, căpătăm încă trei relații de tipul 
£u,g T Ei — eyy = 0 E E (14) 


Introdueind (5.4) în (13) şi (14), acestea rezultă identie verificate. 


Relaţiile lui Saint-Venant pot fi inlerprelate cu ajutorul unui operator liniar de al 
doilea ordin ink aplicat componentelor tensorului E: 


ink E = Ù, (15) 


Un vector * este gradientul unui scalar $, dacă si numai dacă rot © = 0. Condiţiile 
lul Saint-Venant au un rol similar în raport cu operatorul def : un tensor simetrie de al doilea 
ordin E este de forma E = def m, dacă si numai dacă ink E = 0. 

Dacă ink E-z-0, valorile ce se obţin in primul membra din (15) pot fi privite ca 
o măsură a incompalibilitàfii sistemului geometric. Astfel de stări se numesc dislocații. 


Luind z,, = 0, formulele (8), (9) se reduc ia 
uy — Ww 4-05 (rz; — 7), (16) 


ceea ce descrie o deplasare rigidă a corpului in ansamblu. În cadrul 
condiţiilor lui Saint-Venant, cunoaşterea deformafiilor echivalează deci 
cu cunoașterea deplasărilor, abstracţie făcind de o deplasare rigidă (16). 
Cunoaşterea valorilor «u? 8i of, într-un punet a determină gi această 
din urmă deplasare, 


Dacă f^ este multiplu-conex, condițiile lui Saint-Venant rămin conditii necesare de 
integrabilitate. Formulele (8) ràmin şi ele valabile, cu condiția ca drumul de integrare să nu 
traverseze nici una din tăieturile ce transformă pe 7^ într-un domeniu simplu conex. Dar, 
notind cu «^, respectiv te , vectorul deplasare pe bordurile unei asemenea tăieturi, trebuie 
să impunem condiția suplimentară 


ut = u^, (17) 


pentru a nc asigura de uniformitatea lui w 1n domeniul Z^ iniţial. În caz contrar, w va fi 
determinat numai abstracţie făcind de anumite perioade, date de integralele din (8) pe compo- 
ncntele interioare ale frontierei. 


Relativ la studiul condiţiilor lui Saint-Venant în cazul deformaiiei 
infinitezimale, vezi A. Lurie [1] şi [4], § 1.4. Pentru discutarea cazului 
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in care aceste condiţii nu sint satistăcute, vezi indicaţii în A. Seeger [1], 
$ 2.53. Problema dislocaţiilor e studiată în detaliu în lucrările citate în 
$ 4.1, pag. 125. 

În cadrul condiţiilor lui Saint-Venant (eventual completate eu 
condiţiile (17)), cunoașterea deplasărilor si a deformaţiilor devin deci 
echivalente. (Ceea ce explică rațiunea pentru care relaţiile (5.5) nu sînt 
incluse printre relațiile geometrice ale problemei.) În definitiv, aceasta 
provine din faptul că fiecare punct al eontinuului este privit ea dispunind 
de numai 3 grade de libertate. (În teoria disloeatiilor, acest punet de ve- 
dere își pierde valabilitatea : vezi E. Kröner [4], finele $ 1.5, si [6]; 
vezi şi E. şi F. Cosserat [4], cap. 4.) 

Pe viitor, ne putem deci mărgini la a căuta fie numai deformatiile, 
fie numai deplasările. Acest rezultat nn depinde nici de sarcină, nici de 
proprietăţile mecanice ale corpului (dacă acesta este elastic). 


8$ 10. DEFORMATII NELINIARE 


Rationamentele din paragrafele precedente pot ti repetate cuvînt 
cu cuvint, dar fără a mai neglija termenul | 8£ |? in expresia (4.2) — ceea ce 
conduce la o teorie neliniară a deformatiei. 

Întrucît avem de considerat acum cantităţi în care produse de 
mărimi «,, Ey ©; apar alături de termeni liniari, principiul superpo- 
ziției îşi pierde valabilitatea. 

Din (4.2) obţinem acum — în loe de (4.15) — relaţia mai generală 


3 3 
£P — E ut a) X E -—?79,& E. (1) 
Calculind aci coeficientul termenului in £?, căpătăm 
Tias 1 D] iF 
Ea — Ug a (că, d- €» En 03.) (1). (2) 


Pentru coeficientul termenului in £, £,, (i j), avem 
E 1 1 : 
Saj "9 (4, t &4) T d (à, 94, t Xo; ta F Ga; aj). (3) 
Evident, (3) se reduce la (2) dacă luăm i = j, astfel că in definitiv 
sa di 1 T zi | 
m t (Ei T a.) "TF 2 Uu yrs ty În k = 1, 2, 3, (4) 


sau incă, tinind seama de (4.9) şi (4.11): 


x 1 
Eg = &y t — (8, d- 9) (£4 +). (5) 


g 
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He 


Matricea E de componente Z, este prin definiţie simetrică : com- 
ponentele ei se numesc componentele deformaţiei finite (sau neliniare). 

Pentru a calcula aceste mărimi, sînt necesare cele 9 componente a, 
sau cele 6 componente s, și cele 3 componente c«,. Legea liniară (3.5) 
de transformare a domeniului 7 în 7^* conduce deci in general la o 
legătură, neliniară între componentele deformafiei si coeficienţii transfor- 
mării. Separarea ce apărea în $ 4 între rolurile componentelor z, 8i o,, 
ca și liniaritatea legăturii dintre componentele deformatiei si coeficienţii 
transformării (consecințe ale neglijării termenului | 3 £ |? în expresia 5|£ |?) 
nu se menţin. 

Definitia (4.16) à alungirii relative şi formula (4.18) îşi păstrează 
valabilitatea !*), dacă înlocuim &£,, e, prin 2,, Ep: 


€ ——1-rF[(1-22,m,m,. (6) 


Formula (4.19) rámine valabilă. Tinind seama de relaţia (5), obti- 
nem de aci 
es 8, -- 2€ 
cos (2%, d) m it So o p (7) 
H F 5,40 FE) 
Formula (4.21) se înlocuieste cu 


$a es A 2t,. (8) 
Pentru un element $, paralel cu axa Oz,, si un element 3, paralel 
cu axă Oc,, suma din (7) se reduce la un singur termen $i obţinem 


2€, 
= PI Za LM m | ! ! y 9) 
V1 +25, V1 +27, 


Jomparind relațiile (4.22), (4.23) eu (8), (9), se vede că mărimile 
€, Si 22, nu mai sint egale, dar caracterizează totuşi aceleaşi modi- 
ficări ca gi s, și 25,: trei alungiri gi trei deformații unghiulare (fără 
a mai putea însă vorbi despre alunecări”, nici despre suprapunerea aces- 
tor șase deformatii) Cunoașterea mărimilor €, echivalează cu cunoag- 
terea stării de deformatie în jurul punctului considerat. 

Întreg cuprinsul $$ 5—7 îşi păstrează cuvînt cu cuvînt valabili- 
tatea — cantităţile e, fiind peste tot inloeuite eu £,. În particular, 
ecuaţiile (5.4) sint înlocuite cu 


i ui 
COS (£7, 2; )— sin Quy = 





A 1 1 
Kum (ut, 74, d pL uU, (10) 

Acesta e tot un sistem de ecuaţii cu derivate parţiale, cu coeficienţi 
constanti, intreg în raport cu componentele deformatiei, si de primul 
ordin, dar neliniar, în raport cu cele ale deplasării. 


€ —— = m 


13) Acesta a fost motivul pentru care am menţinut termenul patratic in (4.17). 
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Condiţia ca deplasarea să se reducă la o deplasare rigidă conduce 
la căutarea soluţiilor sistemului neliniar €, — 0, rezultatele simple din 
(4.8) sau (9.16) pierzindu-si sensul. (Nu trebuie uitat că o deplasare 
rigidă care nu este infinitezimală, nw se reduce in general la suprapunerea 
unei transla(ii si a unei rotații). 

Relațiile (10) pot fi scrise sub forma (compară cu (5.9)) : 


E — def u. (11) 


Axele principale si deformatiile principale se definesc in acelaşi 
mod. Relaţiile (4.22) igi pierd valabilitatea, dar relațiile (4.21) rămîn 
adevărate, ceea ce dá, în axe principale : 


Ea = —1 4V1 32€. (12) 
Rezultatele din § 8 se păstrează pentru cuadricele 
E (Ers Gas E) SE re, (13) 


Rămiîn valabile si formulele (8.2) — (8.9), exceptând (8.5). Invarianţii 
deformaţiei neliniare se notează E,, Ep, E, si au forma ce decurge ime- 
diat din (8.11) sau (8.12). Formula (8.13) isi pierde însă valabilitatea, 


EXEMPLU. Să calculăm dilatarea de volum — cantitate care desigur nu depinde 
de alegerea axelor. Considerind transformarea (2.9), nolind eu § dilatarea de volum în cazul 
deformatfiei neliniare şi tinind seama cà raportul volumelor 1 + B8 este egal cu jacobianul 
transformării, obţinem 


=: l rana Ua Hy 
148- Us 1+ iza Us 3 t (14) 
a ia a lua 


Cu ajutorul formulelor (10), deducem de aci 


| i1-F9t, 2a 2818 
(14-909 —| 224 142924 25 |^ (18) 
22,5 274 1-223 


Tinind seama de definițiile analoge cu (8.11) in cazul deformaliel neliniare, căpătăm 
(1 + ôP = 1 2E, -- 4E, + SE, 
de unde rezultă valoarea cáutalà 
T= V1 28, + 4E, 4 8E, — 1. (16) 


Introducind aci expresiile similare cu (8.12), obţinem incă 


J= Varu + 2D + 2a) 1, (17) 
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și în fine, folosind relaţiile (12) : 


B= (0-3 -FEJ( H £)- t. (18) 


Sensul acestei formule e uşor de înteles: un paralelipiped dreplunghie elementar, cu 
muchiile paralele cu axele principale, se transformă tot într-un paralelipiped dreptunghic, de 
muchii alungite în raportul (1 + £,5/1. Formula (18) poate fi dedusă ṣi direct, apoi transcrisá 
cu ajutorul invariantilor si astfel obţinută si forma (16), valabilă în axe oarecari. 


Chestiunea condiţiilor de compatibilitate se pune în acelaşi fel, dar 
caracterul neliniar al ecuaţiilor (10) complică considerabil problema. 
Condiţii analoge cu (9.12) pot îi obținute, cerind ca spaţiul să ráminá 
euclidian si după deformare, asadar anulind tensorul sáu de curbură, 
(Vezi V. 4. Vlasov [1]; A. Green şi W. Zerna [1], $ 2.3; V. Novojilov 
[1], $ 39; C. Truesdell $i R. Toupin [1], $ 34). 

După cum deformația neliniară este omogenă sau nu, cantităţile 
cu care avem de a face (invarianti, euadrice ale deformatiei, axe princi- 
pale ete.) sint aceleași sau variază de la punct la punct, 

Teoria neliniară contine drept caz particular teoria deforma[iei 
infinitezimale. Pentru a ne convinge de aceasta, să începem prin a pre- 
supune că componentele £,, sint suficient de miei pentru a putea ne- 
glija produse de astfel de componente faţă de termeni liniari în raport 
cu ele. Teoria astfel simplificată poartă numele de teoria micilor defor- 
mafii. În acest caz, din (8) și (9) obţinem relaţii de tipul (4.22), (4.23). 
Prin urmare, componentele matricii micilor deformatii sint pur si simplu 
egale cu moditicările (de lungime sau unghiulare) corespunzătoare. Pentru 
cuadricele deformatiei, se poate face uz de o expresie similară cu (8.5). 
Din (18) obţinem aci cu usurintà 


9 —(1-9)(1-4- (14-9, —12 2, F2, - 7, — (19) 
(ceea ce nu coincide cu (8.13) !). 
| Teoria micilor deformatii nu coincide însă cu teoria deformatiei 
infinitezimale, intrueit ea limitează numai valorile £,, permifind apa- 
riția de termeni neliniari in z,, «,,. Pentru a evita astfel de termeni, 
trebuie deci să presupunem că nu numai deformatiile, ci şi rotaţiile 
rigide locale sint suficient de mici. În acest caz, termenii neliniari din (10) 
pot fi neglijati si obţinem 


u (20) 


Prin urmare, teoria micilor deformafii sí rotații coincide cu teoria 
deformafiei infinitezimale, liniare deci. Această chestiune e tratată în 
detaliu de V. Novojilov [1], [3]. 


Adesea, deformaţiile sint suficient de mici pentru ca teoria micilor delormaţii (incă 
neliniară |) să fie aplicabilă, Există insă probleme in care pasul de aci spre teoria defor- 
matiei liniare nu mai poate fi făcut: de pildă, putem îndoi mult o lamă subțire de otel, 
oblinind rotații locale mari, fără ea deformatiile să fie mari (fapt de care ne convinge absența 
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deformatiel remanente după descărcare). Dimpolrivá, in cazul corpurilor elastice masive, 
rotații mari nu pol coexista cu deformatii mici şi teoria micilor deformalii se reduce firesc 
la teoria liniară. 


Teoria liniară prezintă avantajele simplicitátii, permiţind totodată 
examinarea unor cazuri din cele mai importante. Dar teoria neliniară 
nu este simplul rezultat al unei dorinţe de generalizare. La anumite con- 
figuratii şi solicitări ale mediului continuu (tije, plăci, solicitate într-un 
anumit mod), precum şi pentru anumite materiale (cauciuc, polimeri 
înalți ete.) presupunerile asupra liniaritátii relaţiilor geometrice nu mai 
reprezintă nici măcar o primă aproximare a fenomenului. 

Studiul acestor chestiuni se loveşte de mari dificultăți : domeniul 
de valabilitate al fiecărui tip de ecuaţii geometrice nu e încă destul de 
clar, iar ecuaţiile neliniare obţinute sint greu abordabile. 

Pentru indicaţii bibliografice privind problemele neliniare, vezi 
$ 4.1, pag. 125. 

n cele ce urmează, ne vom situa sistematic in cadrul teoriei defor- 
mafiei infinitezimale, aşadar al liniaritátii geometrice. 


CAPITOLUL 2 


STAREA DE TENSIUNE A MEDIULUI CONTINUU 


& 1. FORTE EXTERIOARE 


Sá ne fixăm acum atenţia asupra forțelor ce acţionează dinafară 
asupra corpului continuu şi a celor ce iau naștere în interior, ca efect 
al acestei acţiuni. Vom părăsi deci cadrul clasice al mecanicii solidului 
rigid pe o cale pur statică. Ca şi în capitolul 1, proprietăţile materialului 
nu ne vor interesa. 

Nu ne vom preocupa de semnificatia noţiunii de ,,fortà". Nelimitàm 
la a spune că o fortá poate fi evaluată numai prin intermediul efectelor 
sale — în cazul nostru prin intermediul deplasărilor cauzate de ea. 


a) Forte de volum si forie superficiale 


Se numeşte forță exterioară orice forţă ce caracterizează acţiunea 
unui corp exterior lui 7^, asupra punctelor din 7^ + F. Acele forte ce 
acționează asupra punctelor dintr-un domeniu 7^' C 7^ se numese 
forle de volum. Cele ce acționează asupra punctelor dintr-un domeniu 
F'C F se numesc forțe superficiale. 

Să considerăm rezultanta Æ (F ') si momentul rezultant Al (%), al 
forțelor exterioare actionind asupra lui 7^'. În general, atit (Ge (X^") cit 
și AL (7) tind către zero o dată cu volumul mes (7^');in general, mo- 
mentul rezultani tinde spre zero mai repede decit rezultanta, dacă 
centrul de reducere este ales în 7". 
| Se numeşte forță de volum F (de componente F,, Fa, Fa) inae, 
imita 


Ge (X ") 
mes (X^) 
dacă această limită (unică) există si e finită (compară si cu (1.1.9)). 
o. Dacă pentru d(7') — 0, momentul rezultant în xey’ nu este negli- 
jabil in comparație cu rezultanta, atunci avem de a face cu o teorie 
astmeirică a continuului (vezi $ 4, pag. 12; vezi si $ 4.1, pag. 125). 
„În cele ce urmează, acţiunea exterioară asupra punctelor din Y^ va 
fi întotdeauna caracterizată numai prin forta (1). Cele mai simple exem- 
ple de forte de volum sint cele gravitaționale si cele inertiale. E usor de 


F (æ) = lim . pentru ey’ cy, diy')90, (1) 
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arătat că efectul unor astfel de forte provenite din puncte gey’, £e, 
este neglijabil, 

Denumirea, de „forţă de volum" e improprie : în fapt, F este densi- 
tatea cimpului forțelor de volum în punctul considerat. Avem evident 
LF] = FL’? = ML-* T-*?, şi modulul acestei densități de forţă se măsoară 
în kgt/om*. Forţa ce acţionează asupra unui element de volum dV se 
va scrie FdV ; evident, ea are dimensiunea unei forte. 

Definiția (1) poate fi reluată pentru forțele superficiale. Anume, 
o m serie 


ygi-dün RAI. pentru zef'CS, d(9')—0. (3) 
mes (£^) 


Cel mai frecvent caz de apariţie a unor forte superficiale este cel 
in care corpul se află în contact cu alt corp, solid sau fluid: contact 
dintre o fundaţie şi sol, presiunea fluidului asupra pereţilor unui rezervor 
ete. Dimensiunea densităţii forţei superficiale este [f] = FL-?, şi ea se 
măsoară in kgf/lem?. Pe orice element de arie dS acţionează forța f d$. 
| Forţa superficialà f nu e în general dirijată după normala m la F. 
Se spune că avem in ae F întindere sau compresiune, după cum unchiul 


e : 7 il | 
(fn) e mai mic, respectiv mai mare decit a^ Dacă S5 este o supra- 


față închisă orientabilă, m va fi întotdeauna normala externă în raport 
eux, 

Forţele exterioare pentru care limitele din (1) sau (2) există se 
numesc forțe exterioare (sau sarcini) repartizate (sau distribuite). 


b) Forte concentrate 


Detiniţiile (1), (2) igi pierd sensul dacă rezultanta Æ nu tinde 
spre zero o dată cu diametrul domeniului considerat. Dacă această rezul- 
tantă are o limită care nu este nulă, se spune că in æ e aplicată o forță 
concentrată (de volum sau superticială), egală cu limita rezultantei. Dimen- 
siunea sa este evident aceea a unei forte. 

Cel mai adesea, avem de a face cu sarcini repartizate. Totusi, apar 
frecvent si forte exterioare concentrate (de ex.: explozie în interiorul 
unui corp masiv; forte de reacțiune în puncte ale frontierei în care un 
corp masiv e rezemat pe piloni ete.). 

Un mod unitar de a trata împreună sarcinile concentrate si cele 
repartizate e sugerat; de ideea de distribuție sau functie generalizată (vezi 
$ A.2). În acest scop, să considerăm un şir de domenii 7^, C 7^, funcții 
de un parametru e (de ex.: un şir de bule B (x, e), sau un şir de cuburi 
cu centrele in x și de laturi 23e), pentru care d(7,) — 0 pentru = — 0. 
Dacă pentru e < e avem 81 Z^. C Ye, se poate arăta că aceste dome- 
nii contin un singur punct comun, care este x. 
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Să presupunem acum că rezultanta G&(X^,) există pentru orice e. 
Dacă există un vector Q astfel încit 


E-Ü 


(4) 


O dacă xe7^, pentru orice s, 
0 dacă xey, de la un anumit s, 


atunei se spune că în a este aplicată o forță concentrată O. (Pentru o 
definiţie mai detaliată, vezi de ex. E. Sternberg şi S. Al-Khozaie [1], $ 2.) 

Există o legătură evidentă între această definiţie si definiția (A.2.7), 
(4.2.8) a funcției 5 a lui Dirac (adaptată pentru cazul tridimensional). 
Aceasta permite să se scrie orice forţă de volum concentrată, aplicată 
într-un punct Ë (bi Sa; Ea), sub forma 


E (£i, X3, 433) = Q è (11 — £j, a — £a, Va — Ga) (5) 


ceea ce se poate înțelege precum urmează: O este o densitate de forță, 
nulă pentru x Æ £, infinită pentru x — #Ẹ, şi a cărei integrală pe 44 este Q. 
O definiție similară poate fi dată pentru forțele concentrate super- 

ficiale ș aci se impune însă un studiu special al funcției 8 definite pe o su- 
prafatá (vezi de ex. I. Ghelfand şi G. Silov [1], vol. 1, $ 3.1). În cazul 
particular in care F conţine o porţiune plană (fie x4 = 0), forţa concen- 
trată aplicată în (£,, E», 0) se serie 


fin; £a) = q È (21 — £5, Ca — Ea), (6) 


unde q este un vector constant de componente g,, qa. Pentru Q = i, 
respectiv q = i, avem de a face cu forte concentrate unitare, aplicate 
în punctul £, si dirijate paralel cu axa Oz,. 

Pentru studiul problemelor privitoare la forțele concentrate, vezi 
de exemplu C. Pearson [2], capitolul 5; G. Neidhardt si E. Sternberg 
[1]; E. Sternberg şi R. Eubanks [1], [2]. 
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a) Vectorul tensiune 


Sub acțiunea fortelor exterioare lau naştere forțe interioare între 
particulele ce alcătuiese corpul Y^. Natura fizică a acestor forte nu ne inte- 
resează. Pentru a le studia, se face uz de metoda sectiunilor imaginare 
propusă de Cauchy. 

Să presupunem că corpul X^ este în echilibru şi să separăm (imaginar) 
din el o porţiune 7^, (a cărei frontieră poate fi interioară lui 7^ sau nu) 
şi porţiunea complementară 7^,. Vom nota eu F, acea parte a lui F care 
aparţine frontierei lui Z^, (îi = 1, 2) 8i cu Sa frontiera comună a dome- 
nilor 7^,, Xa, presupusă a fi cu plan tangent si cu două fefe. 
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Pentru ea porțiunea 7^, să-şi păstreze nealterat echilibrul după 
separare, trebuie ca acţiunea părții 7^, (care transmite lui 7^, efectul for- 
telor exterioare ce acționează asupra lui 7^, si a frontierei sale, precum 
şi acţiunea forţelor interioare ce iau naştere în 7^,) să fie înlocuită prin 
acțiunea anumitor forte aplicate pe 
Fp. Aceste forţe trebuie deci alese 
în asa fel încît 7^, să rămină în echi- 
libru, fără nici o schimbare a confi- 
guraţiei sale, sub acțiunea tuturor 
forțelor exterioare aplicate anterior 
asupra sa, plus forțele de interacti- 
une dintre 7, si 7^, introduse mai 
sus. Acestea au rolul unor forte de 
coeziune şi considerarea lor echiva- 
lează cu utilizarea ipotezei rigidiză- 
rii părţilor ($ 0.4, e). 

Definind o densitate a forțe- 
lor de interacțiune pe Sig, ajungem 
printr-un raţionament similar celui 
din $ 1, la noţiunea de tensiune in- 








Fig. 2.2.1 ternă sau pur si simplu tensiune : 
c (x) = lim R (Pi) pentru pe ;C Fi d(Fi)—> 0. (1) 
mes (F ie) 


Aceasta apare a fi deci o mărime vectorială (vectorul tensiune), de 
dimensiune FL-?; modulul său se măsoară in kgf/em?, Într-o formă deplin 
conturată, introducerea acestei noțiuni aparţine lui Cauchy (pentru isto- 
ricul chestiunii, vezi C. Truesdell [6]). 

Subliniem aci — odată pentru totdeauna — că tensiunile a repar- 
tizate pe frontiera F’ à unui subdomeniu ¥ ‘Cy, joacă rolul de forle super- 
ficiale exterioare în raport cu Y^', 


b) Proprietăţile vectorului tensiune 


Vectorul tensiune e este o funcție de punct. Dar în primul rînd, 
el depinde de suprafața de separație aleasă ; in al doilea rind, atita timp 
cit se cere ca orice parte separată din 7^ să fie în echilibru ca solid 
rigid, (adică numai din punctul de vedere al sistemului de forțe aplicat 
asupra sa), rezultă că tensiunile distribuite pe suprafețele de separație 
nu sint determinate decit abstracţie fácind de un sistem de forte statie 
echivalent cu zero. 

Pentru a elimina prima din aceste dificultăți, să arătăm că vectorul 
tensiune o este funcţie de punct și de normala la suprafața de sepa- 
ratie în acel punct. În acest scop să îmvărţim domeniul mărginit 7^ in 
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trei subdomenii 77, Y s, Y . Să considerăm mai întîi suprafața 9,4 + F s. 
Pe suprafeţele F, şi F 2, — frontiereale domeniilor 7^, şi 7^, — apar, in 
virtutea principiului acţiunii si reacţiunii, tensiuni egale gi de semne 
contrare tensiunilor ce iau naştere pe aceleaşi suprafețe, privite ea mär- 
ginind domeniul 7^, (aflat gi el — sepa- 
rat — în echilibru). 

Secfionind acum 7^ după as + as, 
tensiunile ce apar pe 7,4, rămin aceleași, 
deoarece în starea de echilibru a lui 7^, 
nu s-a schimbat nimic. 

Prin urmare, tensiunea pe o porti- 
une oarecare a suprafeței de separație nu 
depinde de forma acesteia în restul ei. 

Fie în particular un element ds’ 
al unei suprafețe de separație, deplin 
caracterizat; de poziţia centrului său æ si 
de normala sa n. Rationamentele de mai Fig. 2.2.2 
sus impun să notám vectorul tensiune cu 
Ga, iar componentele sale cu ou (i = 1, 2, 3) — subintelegind că el de- 
pinde şi de æ. 

Pentru a dovedi însă cà e, depinde numai de a sim, trebuie să pulem alege dintre 
toate acele sisteme de forle static echivalen!e, repartizate pe o supratață imaginară de 
separație, pe acela care corespunde echilibrului lui Y^ ca corp deformabil, În virtutea semni- 
licatiei sale mecanice, acest sistem este, in fapt, unic. Determinarea sa va fi posibilă abia după 


stabilirea legăturii dintre deplasări, deformatii si tensiuni şi după demonstrarea unei teoreme 
de unicitate (vezi $ 4.5). 





Elementul dS' posedă două fețe, așadar două sensuri pozitive ale 
normalei —dupá cum il privim ea apartinind lui ^, sau Y a; de aci rezultă 
an (Œ) = — an (£). (2) 


În general, e, nu are acelaşi suport eu n. Componenta sa dirijată 
după n se numeşte componentă normală : N = e,-n. Orice componentă 
dispusă în planul elementului dS’ se numeşte componentă tangenţială sau 
incă de alunecare. 

Elementul considerat este supus la întindere (tracţiune) sau com- 
presiune, după semnul — pozitiv sau negativ — al lui N. (Evident, este 
vorba de întindere sau compresiune asupra acelei părţi din 7^ pentru 
care n e normală exterioară.) Dacă M = 0, elementul este supus numai 
la o tensiune tangentialá. 

Determinarea lui e, (z) rezolvă problema forţelor interioare ce 
apar în 7^ sub acţiunea forțelor exterioare F si f. Legătura dintre vec- 
torii e, si f rezultă din chiar definiția lor: tensiunea pe un element de 
suprafață al frontierei este chiar tensiunea superficială - 


ly =f, (3) 
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unde m este normala exterioară la 5^, iar cantitatea e, Și este înțeleasă 
în sensul valorii la limită definite în (1.1.6) — (1.1.8). 
Relaţia dintre vectorii e, si F va fi dată in $4. 


$3. STAREA DE TENSIUNE ÎN VECINĂTATEA UNUI PUNCT, 
COMPONENTELE TENSIUNII 


a) Matricea tensiune 


A cunoaşte starea de tensiune în vecinătatea unui punct înseamnă 
a cunoaşte tensiunile ce acţionează pe toate elementele de suprafaţă ce 
trec prin el. Să reținem deocamdată trei elemente paralele cu planele de 
coordonate, aşadar de normale paralele cu direcţiile pozitive ale axelor. 
Vectorii tensiune corespunzători se vor nota g,, iar componentele lor, 


cu Oji 


În modul acesta definim în fiecare punct o matrice 2 de componente 
c, numită matricea tensiune, sau pur şi simplu tensiune în punctul con- 
siderat. Mărimile e, se numesc componentele tensiunii. (Dacă există rise 
de confuzie, se va folosi semnul (;); de ex., o.4:2.) 

O imagine geometrică asupra componentelor tensiunii se obţine 
considerind un cub elementar cu centrul in x 5i cu fețele paralele eu pla- 
nele de coordonate. (În fig. 2.3.1. am trasat versorii direcțiilor o, pe 

fetele de normale pozitive.) 


Componentele o, se numese compo- 
nente normale, iar celelalte, componente tan- 
genjiale ale tensiunil. 


OnsrnvaTiE, Notatiile cele mai frecvente in lite- 
ratura clasică sint cele propuse de G. Kirchhoff [3], 
$ 11.2: (X, see E X. sj: unde majuscula indică axa 
de proiecție, iar indicele — no.mala la elementul consi- 
derat. Des folosite sint si notaţiile lui Th. von Harman 
[1]: (Greer Tuy 
Notaţia c, este compactă si simplă. Aproape 
toate lucrările contemporane folosesc această notație — 

Fig. 2.3.1 sau variantele ei — întrucit ea este indispensabilă cind 

se linde spre folosirea mijloacelor analizei tensoriale. Noi 

facem uz de ea aci numai pentru simplificarea scrierii si pentru evidenţierea paralelismului 
cu teoria deformatiilor. (Vezi şi observația de la finele $ 1.5, pag. 46.) 

Pentru ceea ce numim fensiuni, se foloseşte adesea (mai ales 1n literatura tehnică) și 
denumirea de eforturi unilare. 
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b) Relațiile lui Cauchy 


Alegerea componentelor c, implică un mare grad de arbitrar, 
provenit din alegerea axelor. Este firesc deci să căutăm vectorul e, pe 
un element de normală oarecare n, ca funcţie de componentele o, . 

Să considerăm deci un element de normală m caracterizat de mări- 
mile n, — cos (n, x, — notație pe care o vom păstra de acum încolo 
— Și să construim un tetraedru dreptunghic 
PABO (fig. 2.3.2, unde am ales normala în asa 
fel ineit n, — 0; ca urmare, elementele PBC, 
PAC, şi PAB au normalele paralele eu direc- 
fille negative ale axelor), 

Dacă componentele forţelor de volum şi 
ale vectorilor tensiune sint funcţii continue, 
putem calcula toate aceste mărimi în acelaşi 
punct (fie el P= æ): valorile lor reale se abat 
de la valoarea in P cu cantităţi (pe care le 
vom nota eu xy cu diferiți indici) care tind la 
zero o dată cu dimensiunile tetraedrului, de 
pildă o dată cu înălţimea h coborită din P. Fig. 2.3.2 

Notind cu D aria elementului ABC, avem 
pentru ariile PBC, PAC, PAB si pentru volumul V, valorile 











l 


Tetraedrul se găseşte în echilibru sub acțiunea forțelor de volum 
şi a tensiunilor aplicate pe fețele sale. Proieetind pe axa Oz, condiția 
ca rezultanta forțelor exterioare să fie nulă, si tinind seama că vectorii 
tensiune pe fețele paralele cu planele de coordonate sint egali respectiv 
CU — fiy — a, — a, Obținem 


(F, + 9); AD TWEEN OE MEE S (2) 


Impártind la aria D si trecind la limită pentru h — 0 obţinem 


Ga; — 0, Hg, tJ = 1,2, 3, (3) 


ni 


toate mărimile fiind calculate în punctul P = æ. 

Relaţia (3) rămine valabilă, oricare ar fi orientarea elementului 
de normală m. Într-adevăr, fie de pildă n, < 0. Tetraedrul corespunză- 
tor are in acest caz drept normală la fata paralelă cu Ox,2,, chiar axa 
pozitivă Ox, astfel că în (2) trebuie să înlocuim vectorul — s, cu + Te 
Pe de altă parte, prima din relaţiile (1) trebuie înlocuită acum cu D, — 
— —Dn,, întrucit aria D, este pozitivă. Produsul — c, Dn, din (2) 
rămine deci neschimbat, astfel că si relaţia (3) nu depinde de poziţia ele- 
mentului ales. 
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Relaţiile (3) — stabilite de A. Cauchy [1] — sint relaţii întregi. Aceasta se datorește 
faptului că in definirea tensiunilor s-a făcut abstracție de variaţia componentelor c,, de la 
o fatà la alta a cubului elementar, variație care va interveni în alte ecualii, 


j 


În sensul furnizat de (3), matricea Zi caracterizează deci starea de 
tensiune în punctul considerat (compară eu $1.4, pag.43). 


Totodată, relațiile (3) restring gradul de arbitrar despre care am vorbit la pag. 66, 
impunind anumite legături între vectorii tensiune pe elemente de suprafață ce trec prin 
același punet. Acest pas înainte e datorat faptului că, in timp ce metoda secțiunilor imaginare 
introduce ideea de tensiune prin considerarea echilibrului (rigid) al unei porţiuni finile a 
corpului 7^, relaţiile (3) provin din considerarea echilibrului (de asemenea ca solid rigid, şi 
numai in primă aproximaţie) al unor elemente infinilezimale. 

Absența forţelor de volum din (3) nu inseamnă că fortele de volum nu influențează 
asupra stării de tensiune — ci numai că această influență nu apare in expresia lui e, ca funcție 
de direcția n; în fapt, ea se exercită prin intermediul mărimilor 6, in a căror determinare 
aceste forle intervin explicit. 

Totuşi, adesea se petrece chiar pentru ansamblul corpului un fenomen analog : influenta 
forțelor de volum este neglijabilă, faţă de factorul esențial, constituit de fortele superficiale (ca 
aci de componentele cp) si de legături, (Vezi și $ 4.10.) 


$4. ECUAȚIILE DE ECHILIBRU 


a) Asupra ecuațiilor statice ale teoriei liniare 


Întrucit putem exprima acum orice vector tensiune prin anumite 
componente standard, ecuaţiile de echilibru pentru un domeniu oarecare 
trebuie să conducă la relaţii între forţele exterioare și componentele ten- 
siunii. 


Întrucit echilibrul se stabileşte in corpul deformat, toate mărimile relative la starea de 
tensiune ar trebui scrise nu în coordonatele inițiale, ci în coordonatele finale Or] x; 2j. 
Revenind la coordonatele initiale, rezullà că parametrii geometrici trebuie să intervină si ei: 
componentele deplasării si deformatiei vor apare in coeficienții ecuaţiilor de echilibru, in 
coordonatele in raport cu care se efectuează derivări ete. De aci va proveni caracterul esen- 
lialmenle neliniar al acestor ecuaţii. 

Obţinerea lor nu e diticilá, dar rezolvarea lor e practic imposibilă cu mijloacele actuale 
ale matemalicii, 

Se poate însă demonstra că, ín cadrul liniarilății geometrice, termenii care introduc 
deplasările şi deformaţiile în ecuaţiile de echilibru si în condiţiile la limità care le insolesc, 
sint neglijabili faţă de cei independenţi de deplasări si deformaţii. (Aceasta nu Înseamnă cá 
soluția ecuaţiilor astfel simplificate este suficient de apropiată de cea a ecuațiilor exacte : 
studiul acestei probleme dificile e deschis.) Pentru detalii, vezi de exemplu V. Novojilov [1], 
capitolul 2; [3], capitolul 2. 
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În cele ce urmează, ne vom situa in cadrul liniaritájii geometrice, 
ceea ce va permite studiul ecuaţiilor de echilibru in coordonatele initiale. 
Așadar, deşi domeniul trece în starea 7^* ca stare de echilibru, vom studia 
această stare în primă aproximaţie tot pentru domeniul 7^. Acelaşi 
lucru e valabil şi pentru condiţiile la limită, chiar dacă ele implică modi- 
ficári ale frontierei (vezi de ex. $ 10.2). 


Prin urmare, eventuala neliniaritale a ecuațiilor de echilibru e de natură geometrică 
și dispare o dată cu neliniarilalea geometrică, Neliniarilate ,,stalicáà'" nu există : dacă fortele 
ce intervin în problemă depăşesc anumite limite, ecuaţiile de echilibru rămin liniare în coordo- 
natele deformate, şi devin neliniare în coordonatele initiale numai datorită deplasărilor si defor- 
matiilor mari pe care ele le provoacă. (Uneori —ca de pildă în problemele de stabilitate a echi- 
librului elastic, unde delormatii mici coexistă cu rotații mari — prezintă utilitate scrierea acestor 
ecuaţii tiniare in coordonatele deformate.) 

Acesta este motivul pentru care studiul stării de tensiune trebuia să urmeze după cel al 
slárii de deformatie : un studiu pur static al echilibrului corpului deformabil este în principiu 
cu neputinţă, Numai in cadrul liniarităţii geometrice, se obțin ecualii ppur” statice, aşa cum 
ecuațiile (1.5.4) sau (1.10.10) sint ,,pur'" geometrice, 


b) Ecuatiile lui Cauchy 


| Să considerăm un domeniu y’ C- Y^ a cărui frontieră 5^' e suficient 
de regulată pentru a permite folosirea formulei lui Gauss-Ostrogradskii 
(7.2.9). Domeniul 7^' este în echilibru sub acţiunea forţelor F si a tensiu- 


nilor e, pe F’. Condiţia ea rezultanta acestor forte să fie nulă este 
M c, dS + W PF dV—0, $1,2,8, (1) 
iet "mr 

de unde, introducind relaţiile (3.3): 


] o; ^; 4S + Wl PAV — 0, (2) 
5 aer 
şi încă, făcînd uz de formula lui Gauss-Ostrogradskii : 
W (our FO av = o. (3) 
oue? 


Dacă intárim presupunerile din 83 si cerem ca cje! (y), inte- 
grandul din (3) este o funcție continuă in Y^. Din caracterul arbitrar al 
domeniului 7^'C- 7^ rezultă că relaţia (3) este posibilă, dacă si numai dacă 

Fig Jd- F, = 0, i, j e f, 2, 3, (4) 


ceea ce reprezintă legătura dintre componentele tensiunii si forţele de 
volum sub forma unor relaţii diferențiale. 
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OBSERVAȚIA 1. Acesta este momentul esențial, care permite trecerea de la ecuaţiile 
finite de echilibru ale solidului rigid, la ecuaţiile diferențiale de echilibru ale mediului continuu 
deformabil, echivalente in fond cu condițiile de echilibru serise pentru un element infinitezimal 
de volum arbitrar. La baza acestui raționament stă atit ipoteza mediului continuu, cil si cea 
a rigidizării. 

Ecuatiile (4) sint adevărale si in cazul solidului rigid — dar rămin inutile. Ele dau 
anumite legături între forțele exterioare $i cele interioare, legături totuşi insuficiente pentru 
a alege dintre sistemele static echivalente menlionate in $ 2, pag. 66, pe cel potrivit — alita 
timp cil. nu facem uz de ideea de deformatie. 


Mai departe, condiţia ca momentul rezultant al tuturor fortelor exte- 
rioare aplicate asupra porțiunii y'a z^ să fie nul, este 


ICa — 206) dS + M G7, — PUF 2e, (5) 
e! — 


(unde am presupus că nu apar momente de volum; vezi $ 1, pag. 63). 
Introdueind aci (3.3), căpătăm 


|| (a, ou — a, cu) n, A8 Tog, — a F)4V — 0, (6) 
ge y" 
si mai departe, cu ajutorul formulei lui Gauss-Ostrogradskii : 
WW [T ( 65.5 ae F,) mn LM ( Tiki T F) T Ou CY eu dF = 0, (T) 
ger 


În virtutea relaţiilor (4), parantezele din (7) sint nule, ceea ce con- 
duce là 


W cos ~ Gy) dV = 0; (3) 
yn 
ca și in cazul integralei (3), de aci deducem 
— (9) 


Aceste relaţii exprimă legea de reciprocitate (sau de dualitate, sau 
încă de simetrie) a tensiunilor tangenjiale (vezi fig. 2.2.2). În prezența 
momentelor de volum, aceste relaţii isi pierd valabilitatea — ceea ce jus- 
tifică denumirea de „teorie asimetrică” dată teoriei menţionate in $1, 
pag. 63. 

Ultimele 3 ecuaţii de echilibru arată că matricea 2) e simetrică, 
rezultat similar celui privitor la matricea E. 

Ecuațiile de echilibru iau deci forma finală 


85, T PF, = 0, = 1,243 (10) 


(unde vom fine încă seama, dacă va fi cazul, de simetria matricii 21). 
Acestea se numesc ecuaţiile statice ale mecanicii mediului continuu (serise 
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în cazul liniarităţii geometrice). Ele au fost stabilite de A. Cauchy [3], 
[4] și poartă frecvent numele de ecuațiile lui Cauchy. 


ODEERVAȚIA 2. Ecuațiile (10) se pol obline si scriind condiţiile de echilibru ale cubului 
elementar din figura 2.2.2 sj nind seama de variaţia componentelor tensiunii de la o fată 
la alta a cubului — variaţie ee se datorează Locemai acțiunii forţelor de volum, (Vezi si $ 3, 
pag. 70.) 

OBSERVAȚIA 3. Ecuațiile (10) pot fi serise sub o formă simbolică simplă. Anume, se 
defineşte acțiunea operatorului div asupra unci matrice Q de componente g, spunind că 
div Ü este mărimea cu lrei componente PP I:cualiile (10) iau acum forma (compară cu 
(1.5.9) : 

div $1 HF — 9. (11) 

E ideni, ecuaţiile de echilibru (10) apar însoţite de anumite condiţii 
la limită, Dacă acestea reprezintă legături între componentele tensiunii 
si forțele superficiale, ele se obţin din (2.3), (3.3) sub forma 


Tij nila ES fis i} = 1, 2, 3, (12) 


(unde primul membru poate fi interpretat ca produs scalar al tensorului 
X cu vectorul n). 

n consecință, am obținut pentru cele 6 funcţii necunoscute c, 
un sistem de numai trei ecuații cu derivate parțiale de primul ordin, 
liniare, cu coeficienți constanți, și trei condiții la limită, de asemenea li- 
niare. Rezultă că problemele mecanicii mediului continuu nu pot fi rezol- 
vate numai ca probleme in tensiuni, ele furnizindu-ne astfel un model 
netrivial de problemă statie nedeterminată. 

Acest fapt trebuie legat şi de observaţia din $2, pag. 67, asupra 
imposibilității de a determina componentele tensiunii fără a fi stabilit 
in prealabil legătura dintre tensiuni si deformatii (în teoria elasticitátii), 
fără a considera anumite relații suplimentare în tensiuni (cum se proce- 
dează în unele variante ale teoriei plasticităţii) etc. 

Forma sistemului (10) justifică raționamentele de la inceputul paragrafului: in cazul 
ne liniarităţii geometrice, tensiunile ar trebui raportate la elemente de suprafaţă modificate 
iar derivările ar Lrebui efectuate In raport cu variabilele rr = r J-u,. Deşi aparent ppur” 
statice, ecuaţiile (10) sint in fapt numai ecuaţii simplificate ; sistemul ce ar corespunde relațiilor 
geometrice (1.10.10) ar cuprinde $i parametrii geometrici. 


Liniaritatea ecuațiilor (10) şi a condițiilor (12) permite folosirea 
principiului superpozitiei (§ 4.2, pag. 129), iar mijloacele de investigare 
matematică a unui astfel de sistem sint relativ bine puse la punct. 


c) Teorema de reciprocitate 
Relația (9) poate fi generalizată într-un mod semnificativ. Sá con- 


siderám într-un punct două elemente de suprafață de normale m' si n”. 
Tinind seama de (9) in (3.3), obținem 


On" = Oy nis Gni == Gij nj. (13) 
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Proiecţia vectorului 6w pe direcţia m" este 

pra a = cai" = 04 Mi Ri- (14) 
Analog avem şi 

Dra Gas — Oy sj T7. (15) 


Intervertind in (15) indicii 4, j şi tinind din nou seama de relația 
(9), obţinem teorema de reciprocitate a lui A. Cauchy [5]: 


Pur One = proe Ow. (16) 


Luind pentru n’ si m" direcţii paralele cu axele, obţinem din nou 
egalitatea (9). 


$5. TENSORUL TENSIUNE, PROPRIETĂŢI 


a) Tensovrul tensiune 


Ca şi in $ 1.6, să considerăm o rotaţie a axelor, poziţia noilor axe 
Ox; x x; fiind caracterizată de matricea n, din (1.6.1) si de relaţiile (1.6.2). 

Componenta normală a lui ce, se obţine luind n = m" =n in 
(4.14) : 


"2 mV | 

N = pr, O, = 6, Wy f. (1) 
Să considerăm un vector ë paralel eu n: 
- = |E | Pa (2) 
şi să construim forma patratică analogă cu cea din (1.6.5): 


s (Ei; £g, 63) = Gy & Ge (3) 


Relaţia (1) se serie acum 
N E|? = 8 (Ei; £g, Ca) (4) 


unde atit componenta normală N, eit si modulul |£|?, sint invarianfi. 
Ca şi in $1.6, ajungem astfel la analogul relaţiei (1.6.6) : 


oT = Th Toig Oak y (35) 
ceea ce arată că componentele tensiunii alcătuiesc un tensor simetrie 


de al doilea ordin, numit fensorul tensiune. (Denumirea e tautologică 
— cuvîntul tensor" venind chiar de la „tensiune”. Acesta a fost, istoricegte 
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vorbind, primul exemplu de sistem de mărimi ce se supun unei legi mai 
complicate decit legea de transformare vectorială, dar care o generali- 
zează direct.) 


b) Veetorul tensiune 


Ceea ce am numit în $2 „vector tensiune” este o mărime alcătuită 
deci eu ajutorul componentelor acestui tensor. Se verifică uşor că c, 
este un vector. Într-adevăr, pentru componentele n, avem din (1.6.3): 


n, = Aj ny. (6) 


Relaţia (3.3) serisă pentru e, (același vector, în noul sistem de axe) 
dă prin urmare, folosind si (5): 


Oy = Cy Nj = Hay The Oa Pa Mrs 
de unde, utilizind (1.6.2) şi din nou (3.3), obţinem 
Gy = Mu Cak ny = Pa Gu, (7) 
astfel că «e, respectă legea de transformare vectorială. Mărimea 
02, = Oj On Tg fh, (8) 
este un invariant: pătratul modulului vectorului tensiune. Într-adevăr, 
avem pe rind 


ra 


P Li 
G,; = Cy Ri Om Aa = Mia Ma Can Mjo To, Tiy iaa Cyg Nng Ny = 
= e 9g; 9, n. Tia Cap Tya — Cag fta Gas lis. 


Mărimile Cj Ca c, sint vectori. Trebule să distingem însă intre aceste mărimi — si 
liniile matricei X. Astfel de pildă, cantitatea cf, -+ ojs + ofẹ nu este un invariant la o 
schimbare de axe, dacă fnlocuim a, prin aj. Pentru a sublinia — dacă e cazul — carac- 
terul de componentă a unui vector à mărimii e, de pildă, o vom nota (d),. La o schimbare 
de axe, cj, Înseamnă componenta pe axa T. a tensiunii pe elementul de normali æj, in 
timp ce (e), este componenta pe axa xi a tensiunii pe elementul de normală neschimbată 3e, . 


c) Direcţii principale 


Consecințele ce decurg din caracterul tensorial al tensiunii pot fi 
expuse în deplin paralelism cu cele din teoria deformafiei. În particular, 
acest caracter tensorial poate sluji la transcrierea invarianță a tuturor 
relaţiilor teoriei. 

Studiul direcțiilor principale repetă cele spuse în $1.7. Există deci 
trei direcții triortogonale, numite ace principale ale tensiunii, pentru 
care tensiunile tangentiale o, (i=j) sint nule, iar tensiunile normale 
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c, au caracter staționar. (Dat fiind că tensiunile tangentiale sint nule, 
rezultă că pe aceste trei direcţii vectorul tensiune coincide cu componenta 
sa normală, pentru care s-a pus problema de extremum.) Valorile statio- 
nare ale tensiunii normale se obțin rezolvind o ecuație analogă eu (1.7.6): 


| 0179 Ca 013 

| sală 
Ga Gag — 0 Gag — 0, (9) 
O31 Tya O34 — O 


ale cărei rădăcini ci; c4, o, se numesc tensiuni (normale) principale. 
Matricea tensiunilor redusă la axele principale ia, evident, forma dia- 
gonalá. 

Cunoașterea stării de tensiune este asigurată de cunoaşterea celor 
6 componente  c,. Reducerea tensorului tensiune la axele principale 
arată că cunoaşterea celor şase componente c, este echivalentă eu cu- 
noaşterea celor trei tensiuni c, si à celor trei unghiuri ale lui Euler care 
caracterizează poziţia axelor principale. 

Liniaritatea relaţiilor (3.3) si (4.10) ne asigură că starea de tensiune 
într-un punet poate fi reprezentată ca sumă a trei tensiuni de întindere 
(sau compresiune) după axe, si a trei tensiuni de alunecare in planele 
coordonate corespunzătoare. Orice stare de tensiune poate fi redusă la 
suprapunerea a numai trei tensiuni de întindere (compresiune) după axele 
principale. 


d) Cuadricele tensiunii 


Analog celor din $1.8, se poate construi o cuadrică (sau două cua- 
drice) ale tensiunii. Rolul formei patratice e(£,, Ea, Ea) îl are aci forma 
8(E,, £4, Ea), iar rolul alungirii e, pe direcţia € îl are aci componenta 
normală N a tensiunii. În felul acesta ajungem la relaţia (4), care joacă 
aci rolul relaţiei (1.8.5). 

Construind euadricele 


$(5, Can fa) — €, (10) 


valorile Ini N se obțin ducind din centrul cuadricei o direcţie paralelă cu 
n, luînd pentru |€ | distanţa dintre centru și punctul în care direcţia astfel 
aleasă infeapü enadriea si calculind raportul 


N Een (11) 


unde semnele -+ corespund întinderii, respectiv compresiunii, 
Pentru a determina vectorul e,, să introducem (2) în (3.3), de unde 





1 1 
Oap = dusk E- = Ni A E1181, 
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adică 
1 
o, =z tlg. (12) 
ai 


(Amintim că a este fix, iar derivările se efectuează în raport eu E). Vec- 
torul g, rezultă deci paralel cu normala la cuadricele (10). 


Pentru a construi acest vector, trebuie să construim aşadar cuadrica (10) si să ducem 
a direcție paralelă cu m, care înteapă una sau cealaltă din cuadrice într-un punct H. Normala 
la cuadrică In Æ definește direcția lui q. Relatia (11) dă valoarea 
componentei sale normale N, Cunoscind suportul vectorului er, 
si proiecția sa N pe o direcţie dată, putem determina Însuși 
vectorul m. 

Faptul că vectorul tensiune este paralel eu normala la 
cuadrică arată că, dacă e, este dirijal după n (aşadar dacă 
tensiunea se reduce la componenta ei normală), atunci m, si n 
sint dirijaţi după una din axele cuadricei. (Amintim că problema 
găsirii axelor unei cuadrice se rezolvă pornind chiar de la con- 
dilia ca normala să fie dirijată după raza veeloare. Se ajunge Fig. 2.5.1 
atunci Locmai la ecualia (9) si la analogul ecuaţiilor (1.7.5).) 





Raportind euadriea la axele principale, obţinem din (10): 
o i oz + Ss bi — d: 6. (13) 
Se pot repeta acum cuvint cu cuvint cele spuse in $1.8, pag. 53. 
Aceasta conduce la a considera stări de tensiune antiplane (vezi (1.8.9)), 
in care de exemplu 
Gy = Ca = Gag = 0; (14) 
stări de tensiune plane (vezi (1.8.8)), in care de exemplu 
O3 = Goa = Og =Ù; (15) 


si stări de tensiune spaţiale (sau tridimensionale). 

Pentru a ne da seama de caracterul repartiţiei tensiunilor in jurul 
unul punct, este suficientă cunoasterea semnelor tensiunilor principale. 
Într-adevăr, dacă toti s, > 0, trebuie să alegem semnul plus in (13), si 
obținem o singură cuadrică reală, un elipsoid ; relația (11) ne dá 

U une 2 = [| 1 
N oce fg , (16) 
astfel că pe toate direcţiile apar tensiuni de întindere. Dacă toți c, — 0, 
trebuie să alegem semnul minus; obținem tot un elipsoid, dar (11) devine 
N = =g <0, (17) 


si pe toate direcţiile apar tensiuni de compresiune. 
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MA mărimile c, sint de semne diferite, întilnim mai multe po- 
sibilitàti. Sá reținem de pildă cazul ce, >0, c, >0, o< 0. Relaţia 
(13) se scrie acum 


| alët + Log] E; — | og] S = +e, (18) 


și reprezintă ansamblul a doi hiperboloizi conjugaţi. În interiorul conului 
asimptotic avem N < 0, iar in exterior, N — 0. Pe conul asimptotic, 
N = 0, aşadar tensiunea se reduce la componenta sa tangenfialá. Pentru 
a construi însă efectiv acest con, trebuie să cunoaștem desigur nu numai 
semnele, ci gi valorile tensiunilor principale. 


OBSERVAȚIE. Constructia cuadricelor (13) este practic greu realizalilă, intrucit e vorba 
de o construcție spațială. Ea ne interesează aci numai pentru sublinierea uncr aspecte geometrice 
ale problemei. Există construcţii plane care permit descrierea electivă a stării de tensiune 
(si tot astfel, de deformatie) în vecinătatea oricărui punct. Pentru cea mai importantă din 
ele — diagrama lui Mohr — vezi de pildă A. Nadal [1], capitolul 10. 


e) Invarianti 


Pornind de la ecuaţia (9) se pot studia invariantii tensiunii, tot 
aga eum ecuaţia (1.7.6) a condus studiul invariantilor deformației. 
(Dacă s-ar accepta drept componente ale deformației cantităţile e,, 
2e, — vezi Observatia de la finele $1.5 — atunci ecuaţiile (1.7.6) si (9), 
gi ‘deci şi invarianfii corespunzători, ar avea forme diferite.) 


Conchidem că există trei invarianti ai tensiunii : 
È = Ou + Ga + 034 = 94 d- v Sai 
E, = 04 Coa $ Cas Cag + 033 Cui — Giz— 034 — Ci CiO + 06054 + 050,; (19) 
Za = Det [oa,] = c, Oa Oa. 


lel mai adesea vom nota X = ©. Termenii din coloana a treia 
a acestor egalitáti reprezintă cazul particular, echivalent însă cu cel gene- 
ral, al celor din coloana a doua. Folosind notafiile (19), ecuația (9) ia 
forma 


gi — 24 a? 4- da 0 — Za — 0. (20) 


$6. TENSIUNILE TANGENTIALE MAXIMALE 


Determinarea axelor principale ale tensiunii este legată de chestiu- 
nea găsirii valorilor extremale ale componentei normale a tensiunii, 
Să căutăm acum direcţiile în lungul cărora componentele tangentiale ale 
tensiunii au caracter extremal, 


$6 TENSIUNI TANGENTIALE MAXIMALE 19 


Alegind drept axe de coordonate, axele principale ale tensiunii, 
relaţiile (3.3) devin?) 
Ou = 9 (1) 
de unde 
Ja, — në. (2) 


Pe de altă parte, relația (5.1) ia forma 


N= sc, n. (3) 
Pentru mărimea T a componentei tangentiale avem deci 
T* —|e,|* — N* — o m — (c, n;)*. (4) 


Tinind seama aci de relația 
y n=l, (5) 
i=l 
obținem | 
T? = (ai — oj) ni + (o2 — as) fi d- oj — 
— [(c4— a3) ni + (6a — cs) ts + 83 |?. (6) 
Derivind aci în raport cu n, (i = 1,2), obţinem din (5), (6) sistemul 
(c; — o3) t, — 2(A + o3) (o, — oa) n= 0, 
(cs — e$) t, —2(A + 63) (Ga — Ga) Na = 0, (7) 
n; ++ ni=l, 
unde am notat 
A = (a — as) ni + (o4 — 63) ni. (8) 


Să presupunem acum că ecuaţia (5.9) are rădăcinile distinete. 
Simplifieind in (7) eu (c, — 63), respectiv eu (ca — 64), obținem 


Usi aol e accu oe X n=. — (9) 


Soluția banală n, = na = 0, ny = 1, nu convine, intrucit ea dă 
pentru n direcția uneia dintre axele principale, aşadar minimul T? = 0. 
Dimpotrivă, alegină n, Æ 0, n, Æ 0, putem simplifica primele două ecuaţii 
(9) şi conchide apoi prin scădere CĂ Ga = Gu, Ceea ce contrazice presupu- 
nerea iniţială. 

Rămine posibilitatea n, — 0, n, = 0, si cele analoge care se obţin 
prin permutări circulare ale indicilor 1, 2, 3. Ecuația a doua din (9) devine 


Ga —63— 2 (0, — 53) n$ = 0, 


Gu E GUY Y 7 


1) În (1) fără semnul sumă, dar si fără (!)— intrucit indicele i apare si în primul 
membru, În (2) $1 (3), indicele i este Indice de sumare, 
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ceea ce dă n, = + [/2/2. Tinind seama si de a treia ecuație (9), deducem 


Mn =0, n =n = + l'2/2, (10) 


şi prin permutări circulare, încă două soluții de același tip. 

ntrucit », = 0, direcția n este normală pe axa Oa. Aşadar, n este 
situat în planul Oz,z,, si anume pe bisectoarea unghiului format de axele 
Os, Şi Ox, Elementul de suprafață avind normala m va contine deci axa 
Ox, fiind egal înclinat pe planele x, = 0 şi æ, — 0. 

În definitiv, în sistemul de axe principale, planele de coordonate sint 
plane de tensiuni normale stationare (in partieular, extremale), iar planele 
bisectoare ale diedrelor coordonate sint plane de tensiuni tangentiale statio- 
nare (in partieular, extremale). 

Sá evaluăm tensiunile ee acționează pe planele bisectoare. Introdu- 
cind (10) in (4), avem 


de unde — pentru primul plan, si apoi similar pentru celelalte : 


i 1 l, : ,À 
Î, = £ a Vu 935 T,4-—- " (ca — 0), T,—- 5 (m — Sa). (11) 
Componentele normale ale tensiunii pe aceleaşi plane se obţin in- 
troducind (10) in (3), de unde — prin permutări circulare — : 


; 1 1 2 1 
N, = z (ca d 03); Nass (ost vis N, = — (a + Ga). (12) 


Notind cu s, pe cea mai mare și cu o4 pe cea mai mică (in valoare 
relativă !) dintre tensiunile principale, urmează că tensiunea tangentialiá 
maximă este T,. 


CAPITOLUL 3 


LEGĂTURA DINTRE STAREA DE TENSIUNE 
ŞI STAREA DE DEFORMATIE 


$1, DESPRE IDEEA DE LEGE FIZICĂ PENTRU CORPURILE ELASTICE 


Alit teoria geometrică cit şi cea statică mai sus examinate fae ab- 
stracție de proprietăţile mecanice reale ale corpurilor. În aceste condiţii 
nu se poate spune nimie despre modul în care forţele exterioare provoacă, 
datorită proprietăților materialului, anumite deplasări gi deformatii ; altfel 
spus, despre modul în care corpul se opune solicitării. 

Piná în acest moment, modelul corpului solid era mediul continuu şi 
deformabil, caracterizat de primele trei ipoteze din $ 0.4 — valabile pentru 
orice corp solid, şi chiar nu numai pentru solide. Pentru a merge mai departe, 
trebuie să precizăm acest model, stabilind forma dependenţei dintre eim- 
pul delormaţiilor şi cel al tensiunilor, dependenţă care poartă numele de 
lege fizied. 

Din punct de vedere teoretic, problema legii fizice este o problemă de structură a 
materiei. Încă la inceputul secolului XIX, Cauchy, Poisson si Navier au încercat să fondeze 
teoria legii fizice cu ajutorul forțelor de atracție și repulsie intermoleculară (vezi A. Love [1]. 
Anexa B, sau C. Müller şi A. Timpe |l]). Aceste raționamente au dus la relaţii apropiate 
de cele ulilizale si azi în teoria liniară. 

Ceva mai tirziu este inițială cercetarea acestei probleme cu mijloacele termodinamicii : 
Lord Kelvin [2] (vezi si [4], vol. 3, „On the dynamical theory of heat", cap. 7) şi J. Gibbs 
[1]. [2]. O bibliografie mai amănunțită este dată în $ 5, pag. 103, 

Călre finele secolului trecut, cercetările lui W. Voigt [1], [2] asupra cristalelor deschid 
drumul spre studiul proprietăţilor mecanice ale corpului solid din punctul de vedere al fizicii 
corpului solid. Indicám aci lucrările clasice fundamentale ale lui M. Born (vezi M. Born si 
K. Huang |1]; punctul de vedere al lui Born este analizat si de M. Drüganu [1], vol. 2. 
cap. 21; vezi de asemenea L. Brillouin [1]). Din lucrările recente, menţionăm studiile de sin- 
teză ale lui G. Leibiried [1| (in special secțiunea D), A. Seeger [1] (in special cap. 2, pct. a) 
şi lucrările asupra teoriei dislocatiilor (vezi mai jos $ 4.1, pag. 125). 


Invariabilitatea distanțelor şi unghiurilor epuizează conţinutul legii 
fizice in mecanica solidului rigid. Echilibrul se stabileşte ca consecinţă 
a anumitor relații între forțele exterioare (inclusiv reaetiuni), fără cheltuire 
de lucru mecanic. Forţele interioare nu pot îi determinate. 

Dimpotrivă, echilibrul solidului deformabil se stabileşte în corpul 
deformat. Starea corpului e cunoscută dacă cunoaștem poziția fiecărui 
punct, şi forțele ce acţionează în oricare punct, așadar deplasările (sau 
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deformatiile) si tensiunile. Curba caracteristică a materialului pune în 
evidenţă (in cazul unidimensional) pentru zona elastică o relaţie simplă 
intre tensiuni $i deformatii; să ne oprim asupra acesteia, generalizind-o 
convenabil în cazul tridimensional. 

Abstractie tăcind de faptul că tensiunile sint definite în coordonatele 
antrenate de deformatie, ipoteza dependenței locale impune, atit pentru 
încărcare cit gi pentru descărcare, aceleași relaţii, de forma 


6,, = Cy (Ey 93 T), (1) 


unde funcţiile considerate sint uniforme (fiecărui sistem de deformatii 
ii corespunde un sistem de tensiuni), iar temperatura T joacă rol de para- 
metru. 

Ipoteza elasticitátii ideale impune ca relaţiile (1) să fie inversabile, 
asadar ca să putem scrie 


ki 


XT zj TS (5,5 X; F}. (2) 


Pentru aceasta, este necesar gi suficient ea jacobianul relațiilor (1) 
sau (2), in raport cu variabilele z,, (sau co,) să fie mărginit si diferit de 
Zero: 


0 = | D( cim a) Dieu e ,93)] «m co. (3) 


În cadrul ipotezelor dependenţei locale şi elasticităţii ideale, starea 
mecanică în fiecare punet gi pentru fiecare temperatură este deci determi- 
natá prin cunoaşterea a numai 6, si nu à 12 cantităţi. In particular, de aci 
rezultă că deformația este reversibilă : dacă corpul trece a doua oară 
printr-o stare de tensiune anumită (inclusiv starea nulă), el trebuie să 
treacă în acelaşi timp şi prin starea de deformatie corespunzătoare, 

Relatiile (1) sint valabile numai între anumite limite; ele deseriu anumite proprietăți 
fizice ale corpului şi epuizează, din punctul de vedere al teoriei elasticilăţii, aceste proprietăți, 
Dacă se depăşesc anumite limite pentru deformatii sau tensiuni sau anumite combinaţii ale 
lor, sau dacă alli parametri variază în afara unor limite permise, relațiile (1) işi pierd vala- 
bilitatea : totul se petrece ca si cum din punet de vedere fizic am avea de a face cu all corp, 
caracterizat de alte proprietăți, 

Pentru diferite tipuri de proprietàti fizice neclastice, dar totuși apropiate de proprietátile 
elastice, vezi lucrările indicate in $ 4.1, pag. 121-- 120. 


82. LEGEA LUI HOOKE 


a) Legi liniare 


În anul 1660, Robert Hooke a publicat (sub formă de anagramă) 
legea, dependenţei dintre tensiuni si detormații : „ut tensio, sic vis" — ex- 
primind astfel proportionalitatea dintre forţa ce întinde o epruvetà metalică 
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(în speţă, un resort), şi alungirea (deformația) pe care această forță o pro- 
voacă. Legea se limita la cazul unidimensional, deseris in (0.2.5). Anagrama 
a fost descifrată în 1678 (R. Hooke [1]). Aceeaşi lege a fost regăsită inde- 
pendent de către E. Mariotte [1], care a dat gi primele ei aplicaţii la pro- 
blema încovoierii barelor cilindrice (abordată încă de G. Galilei [1]). 
Astăzi, relația lui Hooke si Mariotte pare simplă si evidentă. Dar apariția ei 
a avut pentru mecanica solidelor deformabile importanța pe care legile lut 
AN ewlon. le-au avut peniru mecanică în ansamblu. 

O generalizare firească a legii lui Hooke din (0.2.5) se obţine luînd 
ca punct de pornire relațiile (1.1) si presupunind că funcţiile considerate 
sint desfásurabile în serii Taylor (cu coeficienţi ce depind in genere de æ şi 
T). Se poate ajunge la concluzii similare si pornind de la teorema lui Weier- 
strass asupra aproximării funcțiilor continue prin polinoame (vezi A. Green 
ŞI J. Adkins [1], $ 1.3). Pentru aceasta este necesar ca fie componentele 
=, lie coeficienții termenilor de grad superior, să fie suficient de mici, 
pentru ca să fim indreptátiti să reținem in aceste serii numai termenii 
liniari!). (Subliniem că nu se pune nici o problemă de convergență : aceste 
relații nu se determină teoretic sub formă compactă, ci experimental, 
şi in fapt tocmai sub forma unor polinoame in s, .) 

Dacă relaţiile (1.1) pot fi liniarizate, se spune că legea fizică este 
liniară, sau că problema este liniară din punet de vedere fizie. 


Se poate afirma cà liniaritatea fizicà este lavorizală de cea geometrică, dar ea nu se 
reduce la aceasta. Helatiille (1.1) pot fi liniare chiar In cadrul unei teorii neliniare geometric 
(mărimile g, inlocuindu-se atunci cu E£, , Și toate relaţiile trebuind să fie scrise intr-un sistem 
determinat de coordonale : cele inițiale, sau cele antrenate de deformalle), dacă termenii de 
grad superior au coeficienţi foarte mici. Invers, dacă acești termeni au coeficienli foarte mari, 
sintem siliţi să ţinem seama de ei chiar și in cadrul unei teorii liniare geomelric. Pentru rapor- 
turile dintre liniaritalea geometrică si liniaritatea lizică, vezi P. Germain [1], $ 5.1. Vezi 
și mai jos, $ 4.1, pag. 120. 


O teorie bazată pe relaţii liniare atit geometric, cit și fizic, se va numi 
pe scurt liniară. 


b) Legea lui Hooke 


Presupunind că la deformaţii nule corespund tensiuni nule (asadar 
nu există „tensiuni iniţiale” — care pot însă apare în unele probleme im- 
portante, de pildă în studiul metalelor călite), obţinem din (1.1) legea lui 
Hooke (generalizată) 


y = e Ert j i, $, h, k = 1, 2, 3, (1) 


unde mărimile (7 sint in genere funcţii de punct, de alegerea axelor si de 
temperatură. Dimensiunea lor este FL". 





1) Pentru unele obiecţii la acest mod de a rajiona, vezi de exemplu A. Clebsch si B. de 
Salnt-Venant [1], nota la pag. 39. 
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_ Aparent, în (1) intervin 3* = 81 coeficienți. În fapt, simetria ten- 
sorilor tensiune și deformatie conduce (făcînd uz si de un evident rațio- 
nament de simetrizare) la egalităţile 

ej = Cip = Cu = 6j, (2) 


astiel că numărul lor se reduce la 6 x 6 — 36. 
Condiţia de biunivocitate (1.3) se serie acum 


Det [e;]=£0 (3) 
Rezolvind relaţiile (1) în raport eu componentele deformatfiei, obținem 
Ey = Cj ou (4) 


cu egalitáti analoge cu (2) pentru mărimile C7. 

antităţile c!/ se numesc coeficienți de rigiditate (elastică) : cu cit 
ele sint mai mari, cu atit e nevoie de tensiuni mai mari pentru a realiza 
o anumită stare de deformat(ie. Cantitütile C77 se numese coeficienti de 
deformabilitate : cu cit ele sint mai mari, cu atit corpul se deformează mai 
mult là o stare de tensiune dată, 

Întrucît funcţiile (1.1) caracterizează pe deplin proprietăţile mecanice 
ale corpului, rezultă că, în cazul liniar, cunoaşterea coeficientilor de rigi- 
ditate echivalează cu cunoaşterea acestor proprietăți. Dacă coeficienţii 
de rigiditate sint funcţii de punct, corpul este neomogen din punct de vedere 
mecanic. Dacă ei sint constanti, corpul este omogen. 


c) Tensorul lui Hooke 


Natura dependenţei acestor coeficienți față de alegerea axelor este 
determinată nu numai de proprietăţile eventual diferite ale materialului 
după diferite direcţii, ci şi de proprietăţile tensoriale ale componentelor 
c, 8i £,,. (Din acelaşi punet de vedere se pot studia şi proprietăţile funetiilor 
din (1.1).) | 

Să considerăm relaţiile (1) transcrise într-un sistem de axe Oaza: 

gie tu. (5) 

Tinind seama de (1.6.6) si (2.5.5), obținem din (5) 

Tha Cag = C. Myn Hig Epi 
Amplificind această egalitate cu 7», n,,, obținem 
Tha H jm Mia Mig Cag = Fiu Ta, Map Terg 6^ Eq ! 
sau încă, finind seama de relaţiile de ortogonalitate (1.6.2) : 
Sia A mg Gaz = Üna = n Ta nip Has ej! ft 
de unde, comparind eu (1), deducem imediat 
Cim = a Pam Wap Mra 0j "a (6) 
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Coeficientii de rigiditate elastică formează deci un tensor de or- 
dinul patru : tensorul lui Hooke*). Acest rezultat depinde numai de caracte- 
rul tensorial al deformației și tensiunii si de caracterul liniar $1 omogen 
al relaţiilor (1). 


$ 3. CAZURI PARTICULARE ALE LEGII LUI HOOKE 


a) Anizotropie 


Corpurile pentru care relațiile (2,1) sint valabile se numesc liniar 
anizotrope, sau pe scurt anizotrope. Coefieilentii cj fiind independenți, 
comportarea corpului diieră de la o direcție la alta in jurul oricărui punet. 
Dacă însă corpul posedă anumite proprietăţi de simetrie mecanică, acesti 
coeficienţi rezultă legaţi prin anumite relaţii, si numărul celor independenți 
dintre ei se micşorează, 

Sub o tormă generală, această problemă (in teoria neliniară) este stu- 
diată de J. Adkins [1], [2]. (Vezi A. Green si J. Adkins [1], eap. 1.) Aci, 
ne vom limita numai la citeva cazuri simple de simetrie elastică, in teo- 
ria liniară. 


b) Un plan de simetrie elastică 


Dacă proprietăţile mecanice își păstrează forma după direcţii sime- 
trice față de un plan — pe care il vom alege drept plan s, = 0 — rezultă 
Că, trecînd la axele Oz, æ w, caracterizate de relațiile 

T = My 45 = pa à — — 4. (1) 
trebuie ca legea lui Hooke (2.1) sà-8i păstreze forma. 

În noile axe, în loe de (2.5) vom avea deci 

Gy = € Eu. (2) 

Întrucât (1) nu este o rotaţie de axe, formulele (1.6.6) nu pot fi 


utilizate. Avem însă usor, pornind de la definitia componentelor deforma- 
fiel : 


(3) 
și relații analoge pentru componentele tensiunii. 


gl In formula (6) sint concentrate 81 relaţii, fiecare continind cite 81 termeni, asa dar 1n 
total 6561 termeni, Avanlajeie notaliel tensoriale sint evidente. 


86 LEGĂTURA DINTRE TENSIUNI ȘI DEFORMATII Cap. 3 


Din (2.1) deducem pentru i =j=1: 

On = Cil Ess + CH Saa + Ci Ega + 200i cis + 20% epg fr 2€] c4, (4) 
in timp ee din (2) si (3) obţinem 

dii = €] Sy + Cit Ega F Ci Egg + 20] cup — 2620 cag — 2001 eu. (5) 
Egalitatea cj = c, (care decurge din relaţiile (3) scrise pentru tensiuni) 


este posibilă dacă si numai dacă elf = ci = 0. Repetind acelaşi raționa- 
ment pentru toate componentele tensiunii, obţinem pe rind 


i$. 4 0 08. 588. 18... 38 __ 3 d __ 
Cin = €jj = Cao — Ca = Op — C33 = Ca = €i; = 

Te E -— DE— cu p — 20 dă 

= (js = 0j = C = 0 = 4 = ha = Ca = 053 = 0, (6) 


astfel că un corp elastic (liniar) cu un plan de simetrie are 36 —16 —20 coe- 
licienti de rigiditate independenți. 


c) Ortotropie. Trei plane de simetrie triorlogonale 


Raționamentul de mai sus poate fi repetat şi pentru axe ce se obțin 
schimbind sensul pe axa £a respectiv z,. Relaţiile corespunzătoare decurg 
din (6) prin permutări circulare ale indicilor. În virtutea condiţiilor de 
simetrie (2.2), obţinem unele relaţii ce coincid eu (6), precum si relaţiile noi 


13 Il |. 43 . — AU e PLE S. ad — pif — ij 
di—ci—di-cdi-di-ed-d-d-o, (7) 


astfel că numărul coeficienţilor de rigiditate independenţi se reduce la 12. 
Corpurile de acest tip se numesc ortogonal-anizotrope, sau pe scurt, 
ortotrope. Legea lui Hooke se serie în acest caz sub forma 


= 1 d 35 

Gu = Cji £g t CH Eg CH Eass 

Ggg = Cai Epp F Căi Sag F Cheas, (8) 
2 a 
Ogg = Cis Eu + Cis Ege + C33 Egg) 
Gia = 26]; £2; — Ggg = 2033 Egs, Cg = 26j £g - 

Din (8) urmează că, dacă ze, = 0 pentru i j, atunci avem gi 
6, = 0. Așadar, într-un corp ortoirop, awele principale ale deforma[iei si 
cele ale tensiunii coincid. De aceea, în teoria liniară a corpurilor ortotrope 


se vorbește pe scurt despre axele principale într-un punct dat. 
Categoria corpurilor ortotrope este foarte importantă in practică, 


Similar celor de mai sus, se pol considera — în loc de corpuri cu plane de simetrie — 
corpuri cu diferite tipuri de axe de simetrie, 
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d) Izotropie 


În acest caz, proprietăţile elastice trebuie să rămină invariante la 
orice simetrie si orice rotaţie a axelor — deci la o permutare circulară a 
indicilor axelor, precum $i la o rotaţie în jurul unei axe oarecare. 

Luind mai întii 

Pi Pa, Pa = Ug, du = Fis (9) 
obținem evident 


F Za , mc P, -A Li ^I F NE Pr 
Su —7 Eaa, 335 Ea = Ep; Bu — Sag, Ea — Ego Eg — Ejro (10) 


si relații analoge pentru componentele tensiunii. Avem deci din (8) 


& x vod 22 D mA 
Di = Eu Eya + Cji Egg ci^ Ci Ens 


Dd 


astfel că relaţia c;; = Ga este posibilă dacă si numai dacă ej = c5, 
Cn = ct, CH = el. Considerind si transformarea 


&, m da " qu = UA. dia == "m (11) 


și ealeulind valorile tuturor componentelor e; in ambele transformári (9) 
şi (11) , obţinem 


E II . 2 498 2 4E | AE LL aes 7 
Gu — Caz = Cy = 0. ]p Ca» = Cj = b, (12) 
tt 23 3: : g^ ^ 088 oi 3 
Cu — Cis — or Wem C. eis r Cas i că! — d, 


astfel că legea lui Hooke (8) devine provizoriu, pentru corpuri ortotrope 
cu proprietăţi echivalente în lungul celor trei axe : 


Oi = üs t Dea 6834, 

Ogg = Cea F AEs + D Eg , (13) 
Gas = ben +F CEs + 6235 , 

Cj; = Zeja, Goa — des; — 044 = 2dseg. 


În fine, sá presupunem că axele se rotese de un unghi 9 in jurul axei 
à; componentele deformapiei sint date deci de formule analoge cu (1.7.17) 
(plus încă douá formule pentru ca Şi sẹ, de care nu avem însă nevoie). 
Componentele tensiunii se transformă în acelaşi mod. Avem deci mai intii 


Gaa == Taa tos? 0 OL Gag Sin 24 = 333 sin? 9 4 
de unde, tinind seama de (13): 
Gy = (684 + Geza + Vega) cos?9 -++ 2 deo sin 29 + 
22 "Sji Eaz 4s) "m 4 Spa i 


+ (ben + 0839 F 4235) sin” 9. (14) 
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Pe de altă parte, a doua relație (13) îşi păstrează forma în axele noi, 
astiel că, folosind dii nou (1.7.17), obţinem 


O59 = CE + Acs + beis = CE + ales C08* 9 + eag sin 29 + 
+ £35 Sin*9) + b(z,, sin? 9% — z,, sin 20 + Egg cos? 9). (15) 


| Comparind relaţiile (14) si (15), deducem b = e, 2d = a—b. Nici o 
altă rotaţie sau simetrie nu conduce la relații noi. Prin urmare, notind 





b—60— dy «4-—-Zu (16) 
și amintind (1.8.11), putem transerie (13) sub forma 
di = A0 --2Zuszu, Gaz = AU d-2yü£4, Cag — AU + 2u£gg, (17) 
Cip = Buss Cag — 2835; Om = ŽU Eg; 


adică, mai compact : 


Gy = AQåy + Zus (18) 
Din (12) şi (16) rezultà acum 
lo. ME ME aa 0 ESL CER Le VIS 
Ci — Ca = Ga = A -p 2p, Că = 6x = 63) — qu 
aao so 443 a pi — —T. dt = 
Cj — Cos = Cn = (yy = Cy = € = Ap 


ceilalți 24 coeficienți fiind nuli, sau, mai compact : 
eH ES A8, di; T H (3,, à "e UM 34) - (19) 


Este evident că existenţa a 3 plane si a 3 axe de simetrie trirectan- 
gulare e suticientă pentru a asigura izotropia. Prin urmare, formulele (18) 
dau legea lui Hooke pentru un corp elastic izotrop (eventual neomogen) 
in teoria liniară, (Aceasta se poate verifica si cu ajutorul relațiilor (2.6).) 

Putem privi aşadar în practică mărimile X, u drept mărimi scalare. 
De aci rezultă invarianta relațiilor (18) : în orice schimbare de coordonate, 
coeficienţii A, p rămîn neschimbati, iar mărimile cy, sj, y se trans- 
formă ca componente ale unor tensori. 

Transeriind (18) în axe principale, avem si 


8G, — AU d-2yg, $-1,42, 3. (20) 
Relaţiile (18) reprezintă cazul particular al relațiilor (2.1) pentru 


corpuri elastice izotrope. Pentru a căpăta si cazul particular al relaţiilor 
(2.4), să luăm i — j in (18); obţinem 





cy = 3X0 + 2yug,, (21) 
unde sumele in raport cu £ dau invarianfii liniari O si 0: 
© == (34 + 2u)9. (22) 
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În orice material şi in orice punct, putem evident realiza o stare de 
tensiune in care © = 0. De aci urmează că în orice axe și in orice punct, 
avem 


33 + 2y Æ 0. (23) 
Cu aceasta, putem transerie (18) sub forma 
| 
ZI — mui ecce: - Oy + — ti . (24) 
2u (8X + 2u) au 


Toate rationamentele precedente sint valabile si pentru corpuri 
neomogene. Pentru corpuri omogene, coeficienții A, u se numese constan- 
tele lui Lame. Constanta ua fost considerată anterior lui Lamé de către 
Coulomb în experienţele sale asupra torsiunii firelor cilindrice (vezi 
$ 5.15, pag. 239), şi e uneori numită constanta lui Coulomb. În literatura 
tehnică ea se notează adesea cu G — ceea ce dă totuşi un aspect dezagreabil 
formulelor (18) si (24). 


Ipoteza izotropiei este o ipoteză puternic timitativă. Totuşi, numeroase materiale uzuale 
o verilică : în primul rind corpurile amorfe, precum și cele alcătuite dintr-un mare număr de 
mieroeristale, dezordonat dispuse (metalele). Dimpotrivă, monocristalele sint întotdeauna 
anizotrope. Există sj materiale necristaline care sint anizolrope, ca de pildă lemnul. 

Proprielăți de anizolropie pot apare datorită anumitor procedee de prelucrare (de ex. 
după laminarea metalelor) sau pot fi admise pentru a descrie o structură geometrică ce favo- 
rizează anumite direcţii (de ex. plăci cu nervuri de întărire pe anumite direcţii). Se deo- 
sebeşte astfel o anizolropie de maulerial (anizotropie propriu-zisă) și o anizotropie constructivă. 

Pentru teoria corpurilor anizotrope, vezi indicațiile din 8 4.1, pag. 125. (Diferitele variante 
de simetrie elastică mai sus considerale sint însă prezentate mai ales pentru corpuri hiper- 
elastice — vezi mai jos $8 5— 7.) 

Studiul legii fizice se poate efectua si în cadrul neliniaritálii geometrice (vezi de ex. 
V. Novojilov [1], cap. 3 si [3], cap. 3). Dat fiind caracterul fizic al legii de legătură între 
tensiuni si deformalii, prezintă interes studierea ei cu ajutorul invariantilor tensiunii si defor- 
imatiei (inclusiv In cazul anizotrop, in teoria plasticității etc.). Pentru detalii, vezi de exemplu 
I Goldenblati [1], W. Prager [1]. L. Sedov [2]. 


$ 4. CONSTANTELE ELASTICE ALE TEORIEI LINIARE PENTRU CORPURI 
OMOGENE ȘI IZOTROPE 


a) Modulul lui Young; coeficientul lui Poisson 


Proprietăţile mecanice ale materialului omogen gi izotrop sint de- 
plin caracterizate de constantele lui Lame. Vom examina semnificația lor, 
modul în care ele pot fi obţinute experimental, contribuţia lor în apariția 
stării elastice. 
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Să considerăm mai intii un corp în care este realizată starea de 
tensiune 


C11 Emm s const., Toa == G33 => O12 i— Gag c Gai == 0. (1) 


Introdueind (1) in ecuaţiile statice (2.4.10), constatăm că acestea 
sint satistăcute dacă F = 0 (torţe de volum neglijabile), Componentele 
deformatiei corespunzătoare se obțin din (3.24) sub forma 
A+ À 


M e BD e En = fag = — 2u (32 4- 2u) c 





7 


(2) 


Întrucît acestea sint niște constante, ele satisfac banal condiţiile 
lui Saint-Venant (1.9.12) ; deci, starea (1), (2) este posibilă, si deplasarea 
u poate fi determinată. | 

Sá căutăm un model simplu de corp în care această stare se reali- 
zeazá. Pentru aceasta, să considerăm un cilindru de ax Oz,. Introducind 
(1) in (2.3.3, obținem 


a = 008,4, Om = Om = D. (3) 


Întrucît pe suprafața laterală 5^, a cilindrului avem n, = 0, iar pe 
bazele $?, avem n = + 1, relația (3) devine 


a, zer PEE 0, Ta loi = +0, Opa — Gaa — 0, (4) 


i 5 





| 

h Is, 
astfel că suprafața laterală rezultă a fi liberă, iar bazele sint supuse unor 
tensiuni uniform repartizate, egale și opuse. | | 

Dacă e — 0 (întindere), experienţa arată că cilindrul se alungeşte, 
iar secţiunea sa transversală se miegoreazá. Dacă c< 0 (compresiune) 
cilindrul se scurtează, iar secţiunea transversală creşte. Prin urmare, 
avem : 


pentru C => Ü * £t => 0, £aa T Eag — 0, (5) 


Se numeşte modulul lui Young raportul dintre tensiunea longitu- 
dinală e şi alungirea e, pe care ea o provoacă pe linia sa de acţiune. 
Din (2) şi (3) căpătăm deci 


E = c] = p (33 + 29)/(* + p) >0. (6) 


Semnificaţia sa e apropiată de cea a coeficientului de rigiditate cji (vezi 
(2.1)). Cu cît E este mai mare, cu atit materialul rezistă mai bine la intin- 
dere si compresiune. 

Mai departe, să notăm cu — v» (unde v > 0) raportul dintre efectul 
tensiunii e pe direcţii transversale si efectul ei pe direcţia liniei sale de 


R4 CONSTANTELE ELASTICE 91 


acțiune. Întrucît, în virtutea izotropiei, putem face uz in mod egal de 
componentele ec», sau £, din (2) gi (5) urmează 


y = — ggg = 5 AIA + gu) 2 0. (1) 


Mărimea v se numeşte coeficientul lui Poisson ?). 

Experiența de întindere-compresiune descrisă in $0.2 serveşte 
la determinare lui E. Coeficientul lui Poisson nu se determină din aceeași 
experienţă, întrucît măsurătorile cer o mare precizie gi există de altfel 
experiențe mai simple care due la calcularea sa pe cale indirectă (vezi 
pag. 95). 


b) Constanta lui Coulomb 


Fie acum un al doilea caz de solicitare: un corp în care 


Pentru starea de deformatie deducem ugor 
Eja = 02 En = Em = Ea = as = £3; — 0. (9) 


Starea (8), (9) este posibilă pentru F = 0. Constanta p apare a fi 
raportul dintre tensiunea de alunecare c, si deformația unghinlară 2ga 
pe care ea o provoacă. Din această cauză, y mai poartă numele de modul 
de rigiditale la alunecare, 

Cáutind — după modelul cazului precedent — să realizám starea (8), 
(9) în acelaşi cilindru de ax Ory obținem din (2.3.3) 

ap = Cs, 044 = Ohi Oa =Ù, (10) 


Prin urmare, suprafața laterală nu e liberă de tensiuni (vezi § 4.2 
pag. 128). Rezultatul era de aşteptat : în virtutea teoremei de reciprocitate 
(vezi finele $ 2.4), pe elemente paralele cu 
Oz, apar tensiuni tangen(iale egale cu cele 
de pe elementele de normală Oz,, asa dar 
de pe secţiuni. 


OBSERVAȚIE. Aceeaşi stare de Lensiune admile si 
o altă descriere, foarte sugestivă.  Considerind axele 
Ox; xa ce se obțin rolind axele Or,r, de 45° în jurul 
axei Or, = Or, si fácind uz de formulele (2.5.5), ob- 
ținem din (8): 


f - n 
6,; = (Da f, H t ng) e, 





unde mn; = cos (x; + X, (vezi (6.1). De aci căpălâm 


016, O= — €, O= Gg = Oy = Ga — O.. (11) Fig. 3.4.1 
1) Uneori se foloseşte notația o — care preleazü însă la confuzie. Si mai pulin corectă 
este nolalia p. Destul de frecvent se foloseşte inversul m = ijv, numit numărul lui Poisson. 
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Axele nou introduse sinl deci chiar axele principale în punctul considerat, și starea de 
alunecare pură (8) apare drept rezultat al suprapunerii unor Lensiuni egale (in valoare abso- 
lută) de întindere, respectiv de compresiune, pe direcţii perpendiculare. 


c) Modulul de compresiune hidroslatică 
Fie acum un al treilea exemplu de stare de tensiune 
cg = — 195, p >00. (12) 
Din (2.3.3) obţinem acum 


c, = o, Tt = — pn,, (13) 


iti 


astfel că vectorul tensiune este dirijat după normală. O astfel de stare se 
numeste presiune hidrostatică sau compresiune uniformë. Din (3.22) urmează 


p = = G ED (14) 


Întrucît pentru p > 0 trebuie evident să avem 0 < 0, deducem 


p. 


l = Ac L0. (15) 


Acest coeficient se numeşte modul de compresiune hidrostatică. 
Calcule elementare dau usor din (6), (7) şi (15): 
Ev E E 


A E e acaso Gy mm e y k A ae —— 16 
(1-- v) (1—2») " 2(1-F v) 3(1 — 2v) iu 





Întrucît mărimile E, v, k sînt pozitive, deducem imediat cá 


Tp A0, n0. (17) 


aid 


Din (6) rezultá cà modulul lui Young are dimensiunea FL ?; din 
(7) urmează că coeficientul lui Poisson este nul-dimensional; in fine, din 
(16) deducem că 2, u, k au aceeaşi dimensiune cu E — aşadar se măsoară, 
in kgt/em?. 

Dacă y ar fi nul, aceasta ar însemna că sarcina nu dă nici un efect de contracție pe 
direcții transversale liniei ei de acțiune. Pe de allă parte, dacă v — 0,5, din (14)—(16) ar 
rezulta cà pentru orice sarcină hidrostalicá 60 este nul, așadar deformația s-ar produce fără 
modificare de volum, la presiuni arbitrar de mari. Valorile v — 0, v = 0,5 nu sînt deci accep- 
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tabile. Totuşi, v = 0,5 poate fi admis ca valoare-limilă, pentru procese in care deformalia 
de volum este neglijabilă — ca de exemplu pe pragul trecerii la deformația plastică. (Vezi 
mai deparle pag. 94.) 


d) Legea lui Hooke rezolvată în raport cu deformatiile 


Constantele lui Lamé permit scrierea simplă a legii lui Hooke (3.18), 
în timp ce constantele E, v sint de preferat în relaţiile lui Hooke rezolvate 
in raport eu deformaţiile. Într-adevăr, (inind seama de (6), (7) si dea 
doua relație (16) in (3.24), obţinem 





l : 
s — > 984 n sii; (18) 
ceea ce se mai serie şi sub forma 
Ea = = |0 — Y (955 + 6 Egg = — | Gas — Y Oy + O 
11 E [ 11 ( 22 33) În 22 E [ 22 ( d3 T 31) ]; (19) 
l l +» " - 
E33 — F [933— » (Sn + 933)], £y = E 5, Æj) 


e) Tensori sferici si deviatori 


Pentru à clarifica rolul constantei k, să separăm din tensorul de 
deformatie E o componentă E? ce caracterizează deformația de volum, şi o 
componentă E care produce o deforma[fie de formă sau distorsiune. Vom 
scrie deci 


£jj = sf + €i, (20) 
și vom pune condiţiile 
= 0 Dx. (21) 
Considerind aşa-numita deformatie medie *) 
1 « 
E = r 0, (22) 


obținem descompunerea dorită (20), (21) dacă alegem 
£i = Ea à, €i; = Ei — E, 8s. (23) 


, Primul din tensorii astfel introdugi se numeşte tensorul sferic al defor- 
matiei (intrucit cuadrica corespunzătoare este o sferá). Al doilea se numeşte 


| 


4) A nu se confunda eu e, din (1.4.16) — (1.4.18). 
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deviatorul deformaţiei. Întrucît 0' = 0, euadrica corespunzătoare este 
evident un hiperboloid. 

O descompunere similară se poate realiza și pentru tensorul tensiune. 
Anume, se consideră tensiunea medie 


2,0, (24) 
și se ia pentru lensorul sferic Z" şi pentru deviatorul tensiunilor S 
Oi = 0,09, Și 8, = Oj — Ga 9,. (25) 
Relaţia (3.22) devine acum 
0, = (34 + 2u) en = 3k &,, (26) 


gi legea lui Hooke (3.18) conduce deci la 
Oy — 0, 9, = 92, 5, + Ipe, — (33. + 2u) En 9, 
sau incă 


8, = 2u 6p (27) 


Relaţiile (26), (27) exprimă faptul că tensorul sferic al tensiunii este 
proporțional cu tensorul sferic al deformaliei, iar deviatorul tensiunii este 
proporțional cu deviatorul deformaţiei. Aceasta se poate serie şi sub forma 


I = 3kE’, S=2uE. (28) 


Această formà a legii lui Hooke pune în evidenţă rolul lui k gi u 
ca coeficienți ce mäsoară rezistența opusă de corp la modificarea de volum, 
respectiv la cea de formă. 

Comparind (26) şi prima relație (25) cu definiția (12), se vede ugor 
că tensorii sferici descriu în fapt stări de tipul compresiunii hidrostatice 
(eventual cu p < 0). 


Întrucit este verificat experimental că deformația elasleplastică se desfășoară cu modi- 
ficări de volum neglijabile față de modilicările de formă, urmează că această scriere a legii 
lui Hooke este deosebit de importantă ca punct de pornire in teoria plasticității, unde pe 
primul plan apar nu tensorii tensiune sl deformalie, ci deviatorii corespunzători, 


f) Concluzii 


În definitiv, dispunem de trei forme echivalente ale legii lui Hooke 
pentru corpuri izotrope : relaţiile (3,18), (19) şi (28). Fiecare din ele pune 
în evidenţă o pereche de constante : (A, p), (E, v), (k, u). Pentru deter- 
minarea acestora este suficientá găsirea (pe cale teoretică sau experimen- 
tală) a două din ele. 
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Aceste raționamente rămîn valabile si pentru corpuri neomogene — 
caz în care mărimile 2, u, E, v, k sint însă funcții de punct gi determinarea 
lor experimentală este mult mai dificilă. 

Dacă corpul este omogen, se pot realiza experiențe simple pentru 
determinarea constantelor elastice. Astfel, problema întinderii cilindrului 
(primul exemplu de mai sus) furnizează valoarea lui E pentru materialul 
considerat. Rüsucirea (torsionarea) unui astfel de cilindru va da (vezi § 5.15, 
pag. 239) un model simplu de experiență pentru determinarea lui u. (Vezi 
81 $ 4.12, pag. 162). 

Putem deci determina valorile tuturor constantelor elastice pentru 
diferite materiale, executind epruvete (omogene) din aceste materiale gi 
efeetuind asupra lor anumite experiențe simple. Valorile obținute intor- 
mează complet asupra comportării materialului în chestiune, într-un corp 
de orice configuraţie, sub orice sarcină, Cunoasterea a doi parametri, obíi- 
nuti din două experienţe distincte, ne permite să cunoaştem modul de a 
reacționa al oricărui corp realizat din materialul considerat. Pentru aceste 
motive, teoria corpului izotrop si omogen, aflat in stare de deformaţie 
liniară $i realizat dintr-un material ce respectă legea lui Hooke, se numeşte 
uneori teorie biconsiantá. 

Reproducem aci un tablou al constanlelor pentru unele imaleriale uzuale, (Valo- 
rile pentru A, gu, E, k sint date în milioane kgf/em?.) Valorile reale pot prezenta 
mari abateri faţă de cele informative de aci (vezi 3 0.2, pag. 25—20). 








| A u E k v 
oțel 09 —1,39 05 —0,9 4 —2,22 1, —1,9 0,27—0,3i 
fier 1,00 0,8 2 1,6 0,28 
alamă 0,85 0,38 1.1 1,1 (0,33 
cupru 0,9 0,46 1,3 12 — 1, 0,3— 0,958 
plumb 0,35 0,05 0,16 0,37 0,43 
sticlă 0,227 —0,3 0,25 0,0 0,45 0,26 


Pentru date mai amánunlile, vezi de exemplu N. Beliaev [2], anexa 7; A. Love [1], 
$ 71; C. Mc Gregor [1]; P. Rieckert [1]. Vezi si K. Hillier [1]. 


$5, NOȚIUNI DE TERMODINAMICA DEFORMATIEI 
a) Formularea problemei 


După cum am arătat in introducere, ne limitàm la studiul proceselor 
pseudostatice ; toată informaţia de care dispunem relativ la starea unui 
corp deformabil se reduce deci la cunoaşterea mărimilor z, , c, $i (pro- 
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vizoriu) T, ca funcții de punct. (În virtutea condițiilor lui Saint- Venant, 
cunoaşterea deplasărilor nu este necesară.) 

Terecerea dintr-a stare (0) într-o stare (1) înseamnă deci înlocuirea 
unor valori (funcții de punct) s;;, aùh, T°, prin alte valori zl, cl, 
Ti. Considerind un spaţiu aritmetic (euclidian) cu 13 dimensiuni, de coor- 
donate z,, c,, T, este limpede că fiecărei stări posibile într-un punct al 
corpului deformabil, îi corespunde un punct in acest spațiu; iar fiecărui 
proces de deformatie, o curbă — pe care o vom numi un drum, ducind de 
exemplu de la un punct (0) la un punet (1). 

Dacă mărimile z;, sg, T sint legate prin anumite relaţii — ca de 
pildă cele ce rezultă din ipotezele din $ 0.4 — atunci procesele de defor- 
maţie se pot desfásura numai pe anumite drumuri, situate pe anumite 
varietăţi cu un număr de dimensiuni mai mie. (Vezi de exemplu cazul din 
$ 0.2.) În particular, în cazul corpului elastic, ne putem limita la consi- 
derarea unui spaţiu cu 7 dimensiuni, de coordonate sa, T. 

Mulțimea stărilor posibile într-un punct al corpului elastic ocupă un 
domeniu din acest spațiu, iar o stare este deplin cunoscută dacă cunoastem 
mărimile g;, T corespunzătoare. 

Cu toate că aceste functii nu depind de timp, putem totuşi imagina 
diferite procese de deformatie, diferite moduri de à trece de la o stare (0) 
la o stare (1). 

De pilda, putem presupune că inlr-un anumit proces, facem ca componenta gp Să 
treacă de là valoarea ră la valoarea APE: apoi efectuám aceeasi operație cu componenta £i, 
si asa mai departe. Schimbind ordinea de trecere a componentelor de la valorile initale la 
valorile finale, oblinem procese de deformatie — si deci drumuri — diferite, (În exemplul 
din $ 0.2 există numai un singur drum.) 


Evident că pentru o teorie care neglijează istoricul procesului de 
deformatie, aceste moduri diferite de trecere de la o stare la alta trebuie 
să fie echivalente. Să remarcăm însă că, spre deosebire de cazul solidului 
rigid, pentru a realiza o stare de echilibru elastic este necesară cheltuirea 
de lucru mecanic al forţelor exterioare : aceste forte îşi deplasează punctele 
de aplicaţie în asa tel incit lucrul lor mecanic total pe deplasările generate 
nu este nul. 

Considerarea acestui lucru mecanic, precum si a unui eventual 
aport de energie sub alte forme (termică, electromagnetică) sugerează, 
o cale energetică, principial diferità de cea care a condus la ecuaţiile 
2.4.10) si la condiţiile (2.4.12), pentru a stabili legătura dintre sarcină 
81 electul ei. 

Or, nimic nu ne asigură a priori (chiar în absenţa unor fenomene 
termice sau electromagnetice) că lucrul mecanic elementar al forțelor 
exterioare este o diferențială totală ; de aci rezultă că lucrul mecanic chel- 
tuit pentru deformarea corpului depinde nu numai de stările inițială si 
finală, ci şi de modul in care starea finală a fost atinsă, deci de drumul de 
la starea (0) la starea (1), așadar de istoricul procesului. 
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Informaţia asupra stărilor (0) şi (1) nu este deci suficientă pentru 
a calcula acest element evident esenţial, lucrul mecanic necesar pentru 
deformatie. În această situaţie, avem de ales între următoarele două cái: 

1” Fie să căutăm o formulare lărgită a problemei, în care informaţiile 
asupra stărilor inițială şi finală să fie indestulátoare pentru determinarea 
in mod univoc a unor parametri de acelaşi tip cu lucrul mecanic, dar mai 
generali ; 

2^ Fie să impunem corpului şi procesului de deformaţie condiții mai 
restrictive, care să permită determinarea univocă a lucrului mecanic ne- 
cesar deformafiei numai cu ajutorul datelor cunoscute pentru stările ini- 
țială si finală. 

Prima cale conduce la înlocuirea studiului pur mecanic (inclusiv 
chestiunea transmiterii de lucru mecanic unui corp deformabil) printr-un 
studiu asupra schimbului de energie între diverse sisteme materiale 
— şi este deci o problemă de termodinamică fenomenologică. A doua cale 
conduce la considerarea unei categorii particulare de corpuri, numite 
hiperelastice, pentru care lucrul mecanic elementar necesar pentru defor- 
maţie este diferentiala totală a unei funcţii ce depinde numai de stările 
iniţială si finalà. 

Vom aminti aci unele noţiuni de termodinamică, eu ajutorul cărora 
vom putea formula cazuri simple in care un corp elastic este şi hiperelastic 
— urmind să ne limităm apoi la studiul acestor din urmă corpuri. 


b) Noţiuni fundamentale 


Să considerăm un corp sau un sistem de corpuri a cărui stare la un 
moment dat este deplin caracterizată de cunoasterea unor parametri 
(independenţi sau nu) pi, ps,...,p,. Spaţiul £, al acestor parametri 
permite reprezentarea stărilor corpului şi a proceselor de trecere de la o 
stare la alta. 


Orice funcție care depinde numai de starea corpului la un moment 
dat şi nu şi de modul în care această stare a fost atinsă, se numeşte func- 
[ie de stare. Întrucit putem măsura sau calcula cel mai adesea numai 
variații ale anumitor funcții în trecerea de la o stare la alta, trebuie să 
considerăm gi o stare-reper (cel mai adesea, arbitrar aleasă), pe care o vom 
numi stare normală (sau naturală, sau nulă). 


Prezintă interes evident reducerea numărului parametrilor p,, ceea 
ce este posibil dacă unii din ei pot fi exprimati prin intermediul altora, 
care rámin independenţi. 

Evident, astfel de legături pot fi universal valabile, şi atunci unii din 
parametrii p, pot fi definitiv eliminaţi din raționamente (afară de cazuri 
in care prezența lor este utilă din considerente de comoditate a scrierii, 
de simetrie a formulelor etc.). Dar chiar presupunind că parametrii p, 
sint în general independenţi, se poate totuşi ca pentru (sau între) anumite 
valori ale acestora să existe relații de dependență, relaţii care, într-un 
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anumit cadru precis, permit reducerea numărului total de parametri. 
Astfel de relaţii se numesc ecuații de stare gi stabilirea lor echivalează cu 
stabilirea unui model al unei categorii particulare de corpuri în raport cu 
cele dintii. 

Parametrii independenţi se numese coordonate generalizate, corespun- 
zătoare unei anumite stări, şi se notează gi, Q2; ... Qa- Ecuațiile de stare 
se pot scrie exprimind parametrii neindependenti p, prin intermediul 
parametrilor g,. Spaţiul aritmetic al coordonatelor generalizate se numeşte 
spațiul figurativ. 

Punctele sale reprezintă stări ale sistemului, în cadrul de valabili- 
late al ecuațiilor de stare considerate ; iar drumurile sint — în acelaşi cadru — 
procese de trecere de la o stare la alta. 

Evident, orice funcţie de stare se poate scrie acum sub forma 


=] (da das = dm) (1) 


unde se presupune că funcţia f are numărul de derivate continue necesar 
în raționamente, 
Pentru orice funetie de stare avem desigur 


dj—jidq, (2) 
si de aci 


Jai > a (3) 


141] 
Pentru orice funcţie de stare, integrala | df este independentă 
[a 
de istoricul trecerii de la o stare (0) la o stare (1), si depinde numai de 
valorile inițiale si finale gf, gl. 
Dacă mulţimea stărilor posibile ocupă un domeniu simplu conex in 
spaţiul figurativ, atunci condiția necesară gi suficientă pentru ea o formă 
diterenţială liniară 


SP — o, (fs des ---, dm) d q,. (4) 


să fie diferentiala unei funcţii de stare, este ca pe orice drum închis «€? din 
spaţiul figurativ, să avem 


EL = 0, (5) 


Această condiţie integrală este echivalentă cu condiţiile diferenţiale 
T = Qe. (6) 


Dacă acestea din urmă nu sint verificate, dar avem cel puţin 


Pi (Pia — Qui) H qi (Pra — Qui) H qu (Pui — Piu) = 0, (7) 
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(pentru i jk) atunci există o funcție I (qd, d5,...9,), Numită factor 
integrant, aga fel ca I 30 să fie o diferenţială totală. Altfel spus, există 
o funcţie de stare ' definită de relația 


d'Y -I50, (8) 


Subliniem că atita timp cît nu sîntem siguri de existenţa unei funcții 
de stare O, expresia 30 nu are sensul unei operaţii 3 aplicate asupra unei 
funcții O, ci trebuie înțeleasă numai ea definită de membrul al doilea 
din (4). 

Se poate face uz de aceste noţiuni pentru a studia corpuri pentru 
care drept parametri p, putem alege poziţia particulelor, forţele ce 
acționează între particule, si temperatura — aşadar corpuri deplin carac- 
terizate de mărimi mecanice şi termice (uneori pot interveni și mărimi 
de natură electromagnetică). 


Orice corp continuu (sau sistem) care poate primi sau ceda mediului 
ambiant lucru mecanic, căldură, sarcini electrice sau magnetice, eventual 
şi materie — se numeste sistem termodinamic, 

Un sistem termodinamic eare nu schimbă cu mediul ambiant nici 
energie, nici materie, se numește izolat. Un sistem care schimbă cu mediul 
ambiant energie, dar nu si materie, se numeşte închis. Un sistem care 
schimbă atit energie eit şi materie, se numeşte deschis. 

Márimile a căror cunoaştere la un moment dat echivalează cu cu- 
noașterea stării sistemului, se numese parametri termodinamici. Orice 
fenomen care duce la modificarea valorilor lor se numeşte proces termo- 
dinamic. 

Un proces de trecere de la o stare (0) la o stare (1) se numeşte rever- 
sibil, dacă el se poate desfásura si in sensul de la starea (1) la starea (0), 
trecînd prin aceleasi stări intermediare. Un proces care nu are această 
proprietate, se numeste ireversibil. 

O condiție suficientă (dar nu necesară) pentru ca un proces să fie 
reversibil, este ea el să fie cvasistatic. Tot ca reversibile pot fi privite şi 
procese de tipul vibratülor, dacă la capătul fiecárei perioade se reproduce 
starea inițială, 

Stabilirea unor ecuații de stare revine la precizarea unui model al 
unui anumit tip de corpuri, model valabil între anumite limite ale para- 
metrilor. În virtutea acestor ecuaţii, numărul parametrilor independenți 
se reduce. Parametrii independenți rămaşi se numesc coordonate termo- 
dinamice generalizate. 


Astfel, de exemplu, gazele ideale au ecuația de stare pu = nRT (unde p este pre- 
siunea; p — volumul; n — numărul de molecule-gram de substantä: R — constanta univer- 
sală a gazelor; T — temperatura absolută), Această ecuatie — valabilă numai între anumite 
limite ale parametrilor — stabileşte o legătură simplă intre presiune, volum si temperatură şi 
permite să reținem drept coordonate generalizate, numai două din aceste trei mărimi. 

Alt exemplu Îl constituie studiul solidului deformabil. Chiar în cazul unidimensional 
din $ 0.2, rezultă limpede cá pe diferite porţiuni ale curbei caracteristice în diferite procese 
(incărcare sau descărcare), legătura dintre tensiune şi deformatie este alta. 
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În general ecuaţiile (1.1) — (1.3) au deci sensul unor ecuații de stare 
ale corpului elastie, valabile atit la încărcare, cit şi la descărcare. Ele permit 
să reținem drept coordonate generalizate mărimile ,;, T sau cy, T. Odată 
cu trecerea in zona plastică (adică dacă se depágese anumite limite pentru 
ansamblul parametrilor — ceea ce nu e tot atit de uşor de stabilit ea în 
$ 0.2; vezi $ 4.3), aceste ecuații își pierd valabilitatea. 

n starea elastică, orice funcţie de stare se scrie deci sub forma (1), 
unde rolul mărimilor 4, îl joacă componentele deformaţiei (sau tensiunii) 
şi temperatura. 


(Amintim că însăși temperatura este o funcție de stare. Ea poale fi aleasă drept una din 
coordonatele generalizate — dar aceasta nu este obligatoriu. Temperatura absolută T se 
măsoară în grade Kelvin, iar (^C = 2715K.) 


Un sistem termodinamic este în echilibru termic, dacă între punctele 
sale nu au loe schimburi de căldură. Pentru aceasta este necesar şi suficient 
ca T să fie o constantă (independentă de punct). 


c) Principiile termodinamicii 


Aceste noţiuni permit formularea celor două principii ale iermodi- 
namicii. Toate mărimile cu care operăm vor fi înțelese ca mărimi unitare 
sau specifice (raportate la unitatea de volum). Evident, ele sint funcții 
de punct. Valorile lor globale (pentru întregul corp) se vor obtine prin in- 
tegrare pe domeniul7^. Variafiile elementare de la o stare la alta se vor 
nota cu d sau cu 9, după cum avem de-a face cu o funcţie de stare, sau 
nu. Variatiile neelementare se obțin integrind variațiile elementare cores- 
punzátoare pe drumuri din spaţiul figurativ (sau din cel al parametrilor 
„termodinamici). 

Primul principiu al termodinamicii: există o funcție de stare U, 
numită energie internă; în orice proces termodinamic, creşterea elemen- 
tară a energiei totale (energia internă U, plus energia cinetică K a mişcării 
macroscopice, plus energia potenţială E a aceleaşi mişcări) se compune 
din suma lucrului mecanic elementar å © efectuat asupra sistemului, a apor- 
tului elementar de căldură Q, şi a aportului elementar de energie neme- 
canică gi netermicá (de exemplu energie electromagnetică) d Q”: 


dU dK-EdE 39894 8Q*. (9) 


Mărimile 5, 8Q, 8Q* sint negative dacă ele reprezintă lucru me- 
canic, căldură etc., furnizate de corp — mediului ambiant. 

În cele ce urmează, ne vom márgini la cazul proceselor evasistatice, 
pentru corpuri aflate în echilibra macroscopic și pentru care aportul de 
energie nemecanică si netermieá este neglijabil. În acest cadru, relația 
(9) ia forma, 
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iar pentru intregul corp 


W avav = Wsoar + soar. (11) 
y y y" 
În particular, pentru un sistem izolat, din (11) urmează cá pentru 
orice proces elementar avem W dU dV = 0, aşadar că energia internă nu 
y 


variază. Rezultatul rámine valabil pentru un proces neelementar, așadar 
după integrare pe un drum oarecare (închis sau deschis) în spaţiul figurativ : 


| javay — o. 


€ F 


Primul principiu al termodinamicii este principiul conservării energiei : in orice proces 
termodinamic în care este posibilă revenirea la starea iniţială, această revenire se face fără 
variaţia energiei (vezi (5)). Dacă procesul este ireversibil, sau dacă drumul considerat din spațiul 
figurativ este deschis, principiul își păstrează valabilitatea : faptul că U este o funcţie de 
stare înseamnă că valoarea energiei interne în orice punet nu depinde de „drumul parcurs 
de sistem de la o stare (0) la o stare (1) în acel punct, ci numai de coordonatele generalizate 
corespunzătoare. 

Dacă procesul conduce la valori pentru care ecuaţiile de stare initiale lrebuiesc înlocuite, 
variația de la starea (0) la (1) trebuie calculată nu în spaţiul coordonatelor generalizate (ce 
corespund unor anumile ecuaţii de stare), ci in spațiul parametrilor termodinamici, 

Relația (9) prezintă energia ca misură comună a diferitelor forme de mişcare ale materiei, 
În (10), rolul esenţial este jucat de mişcarea mecanică şi cea termică. 

Primul principiu constituie baza experientelor permitind stabilirea echivalentului 
mecanic al căldurii, Amintim că 1 kcal = 427 kgm. Prin urmare, in (9) sau (10), mărimea 8€) 
trebuie exprimată în unităţi mecanice, ținind seama că 1 callem? = 42,7 kaf/cm?, 


Al doilea principiu al termodinamicii: există o funcție de 
stare 5, numită entropie ; în orice proces termodinamic, variaţia entropiei 
este cel puţin egală cu variaţia cantităţii de căldură raportată la tempera- 
tura absolută : 


ds > 8Q/T, (12) 
unde egalitatea caracterizează procesele reversibile, 
Pentru întregul sistem avem de aci 


W ds dV > W (8Q | T) dV. (13) 


» y 


. Faptul că 5 este o funcție de stare echivalează cu afirmația cá in 
orice proces reversibil, cantitatea de căldură elementară 3Q are un factor 
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integrant, funcţie numai de temperatură — si tocmai acest autor e ales 
pentru a defini temperatura absolută. 


Al doilea principiu al termodinamicii stabilește un sens de desfăşurare a proceselor 
ireversibile ; eel corespunzător creșterii entropiei in orice sistem izolat, În particular, aceasta 
se vede uşor In cazul unui proces ireversibil în regim izotermic (T — const. In. punctul consi- 


derat) Într-adevăr, într-un sistem izolat avem W BÜdV — 0, astfel că din (13) urmează 
y 
Wosav- 0. Relaţia d5 — 0 e posibilă numai pentru sisteme neizolate (sau — ceea ce 
n^ 
e acelaşi lucru — numai in porțiuni ale sistemului dal). 
Peniru microsisteme, sau pentru perioade de timp mari din punct de vedere cosmogonic, 


al doilea principiu își poate pierde valabilitatea, (Vezi observaţiile lui V. Semencenko în J. 
Gibbs [2], pag. 455.) 


Atit entropia cit şi energia sint caracterizate abstracţie fàeind de o 
constantă aditivă S', respectiv U’, (Valoarea 5 poate fi principial deter- 
minatá eu ajutorul ri mei ui Nernst.) În practică, e suficientă cunoaşterea 
diferențelor U,—U, si S,—$,, astfel încît constantele U', $' dispar din 
calcule, 

Orice proces termodinamic se desfășoară în general cu variaţii de 
temperatură si deci cu schimburi de căldură. Procesele in care àQ = 0 
se numesc adiabatice (în punctele respective). Ceie în care dT — 0 se numesc 
izolermice. După cum se vede din (12), un proces reversibil si adiabatic 
este totodată si izentropic: d5 = 0. 

Limitindu-ne la cazul proceselor reversibile, obținem din (12) 


$ Q = T d$, (14) 
ceea ce permite să transeriem (10) sub forma 
dU = 8o + Tds. (15) 
Să considerăm funcţia de stare, numită energie liberă : 
F —Uc-Ts. (16) 


(Produsul T5 se numeşte energie legată.) Din (15) și (16) deducem 
lF == 80 — SAT. (17) 
Relaţiile (15) şi (17) constituie forme echivalente ale primului prin- 
cipin pentru procese reversibile. Din (10) şi (17) rezultă că in orice proces 
adiabatic, precum şi într-un proces reversibil si izotermic, lucrul mecanic 
elementar este o diferenţială totală si prin urmare există funcţiile de stare 


uu mU pentru 5 = const., (18) 
Dua = F pentru T = const. (19) 
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Ambele relaţii sint scrise pentru procese reversibile : relaţia (18) 
are cena pentru S= const., ceea ce e posibil numai într-un proces 
reversibil; iar relația (19) a fost dedusă cu ajutorul egalității (14). 

Posibilitatea unui sistem de a efectua lucru mecanic este deci carac- 
terizată în cazul unui proces izentropie de energia sa, iar în cazul unui 
proces izotermic, de energia sa liberă. 


d) Indicaţii bibliografice 
Pil 


Pentru detalii asupra celor de mai sus, vezi mai intii tratatele lui M. Leontovici [i], 
M, Planck [1], M. Roy [3], A. Sommerfeld [2]. Pentru stadiul actual al cercetării, vezi 
E. Guggenheim [1] (inclusiv notele istorice, cap. Hì}. Pentru axiomatica termodinamicii, 
vezi G. Falk [1]. Pentru raporturile sale cu teoria generalà a cimpului (inclusiv probleme de 
mecanica mediului continuu) vezi A. Freudenthal şi H. Geiringer [1], cap. A, III şi C. Tru- 
esdell şi R. Toupin [1], cap. E. Pentru termodinamica proceselor ireversibile, vezi S. de Groot 
[1], J. Prigogine [1] şi — cu aplicație specială la mecanica mediilor deformabile — M. Biot 
[2], [3], H. Ziegler [2]. 

Studii si expuneri aprofundate privitoare la aplicaţiile — din diferite puncte de vedere — 
ule termodinamicii la mecanica mediilor continue deformabile, aparțin lui P. Chadwick [1]; 
l Galdenblatt [1] ; Ch. Platrier [1], vol. 2, partea B; M. Roy [1], vol. 1, partea I; L. Sedov 
[2]. Vezi si G. Grioli [3], cap. 2, 3 si 10 (acesta din urmă, pentru problemele asimetrice) ; 
C. Pearson [2]. cap. 8; de asemenea unele paragrafe din L. Kaceanov [1] şi D. Kutilin [1]. 
Pentru problemele de termoelasticitate, vezi B. Boley şi J. Weiner [1]. Pentru probleme in 
care intervin cimpuri electromagnetice, vezi K. Belov [1]; W. Cady [1]; J. Nye [1]. 


A. Pipkin si R. Rivlin [1] precum si R. Rivlin [2] au studiat chestiunea ecuaţiilor 
de stare în teoria neliniară, Pentru diferite probleme speciale, vezi articolele lui A. Akopian 
[1]; B. Coleman [1], |2]; B. Coleman si W. Noll [1], [2]; S. Grigorian [1]; M. Gurtin [5]; 
J. Serrin [1]; A. Vakulenko [1]— pentru a nu cita decit o foarte mică parle. Mai amintim 
In fine lucrările [fundamentale ale lui lord Kelvin [4]; J. Gibbs [1], [2]; E. şi F. Cosserat [1]; 
E. Jouguet [i]. 


e) Exemplul experienței de tracțiune si compresiune 


Pentru a clarifica noțiunile de mai sus In legătură eu mecanica mediului solid deformabil, 
să reluăm examinarea experienței descrise in $ 0.2. 

Epruveta supusă întinderii este un sistem termodinamic neizolat, dar inchis, care pri- 
meste lucru mecanic și o cantitate de căldură permițind menţinerea unei temperaturi constante, 
Pe porţiunea o < c,, procesul este cvasistalic, și reversibil; pentru a `> G,» cl este numai 
pseudostatic şi ireversibil. 

Parametrii Lermodinamici ai problemei sint mărimile e, c, T, a căror cunoaștere 
echivalează cu cunoașterea stării epruvetei, Ecuatia de stare e dată de familia curbelor carac- 
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teristice pentru diferite valori ale lui T. În general avem E = E(T). Presupunind pentru 
simplitate că 0, = g,, avem peniru incărcare 


| Ets peniru 0 sese,; 
gg = ETE pentru e & £& 6, ; (20) 
e(g. T) pentru e, & e. 


(e, este delormalia elastică maximă — corespunzătoare aici limitei de plasticitate ; e, este 
acea valoare a delormaţiei dincolo de care Incepe fenomenul de ecruisaj.) 





Curba de descărcare este un segment de dreaptă de pantă E (T) ce trece prin punciele 
(&. e și (z,, 0). Pentru e < e, deducem deci 


E (T) e dacă 0 & e € c; 
8 =j c, + E(T) (s — £j) dacă e, ££, & &,; (21) 
| a (e, T) + E(T) (s — ae) pentru e, & £,. 


Relaţiile (20), (21) sint ecuațiile de stare care permit ca, in diferite faze ale procesului, 
să reducem cei trei parametri termodinamici la două coordonale generalizate. 

Experimental se constată că la temperaturi mai mari, metarialul cedează mai ușor, 
așadar E esle o funcție descrescătoare de T. Se constată de asemenea că In cazul unei delor- 
mări de încărcare cvasistatice adiabatice {epruveta izolată termic), temperatura materialului 
scade ; pentru a se realiza o asemenea deformare în regim izotermic, este necesar aport de căl- 
dură 5). Vom vedea că aceste faple sint legate între ele. 

Să presupunem că epruveta de lungime ! și de secțiune de arie D este solicitată de 
o forță care creşte lent de la zero la X. Prin definiţie avem (vezi $ 0.2): 

d = XID, e€—(I* —DI , I*—1l--le. (22) 


Forţei X + 8X li corespunde o lungime /* + &l*, iar lucrul mecanic elementar necesar pentru 
a realiza această nouă alungire este 81 = (X + 8X) BI* œ= X 8l*, Întrucit din (22) urmează 
8I* = l8e, deducem L = Dloâe, si prin urmare lucrul mecanic elementar pe unitatea 
de volum este 

50 = ae. (23) 


5) În cazul unui proces care nu este pseudostatie, lucrurile nu se petrec așa, şi tempera- 
tura poate crește mult. l 
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Lucrul mecanic total necesar pentru a aduce epruveta de la starea naturală {ey = 0) 
la starea finală (e — e,) este dat de integrala expresiei (23) între O $i ep așadar de suma 
dreptunghiurilor elementare de baze 8e si înălțimi c(z, T) pe figura 3.5.1; aceasta este deci 
aria cuprinsă intre curba caracteristică, axa e şi verticala e = e. (Dacă ce,-- 0, se scade 
desigur aria corespunzătoare.) Prin urmare curba caracteristică poate [i privită ca o diagramă 
a lucrului mecanic (unitar) de încărcare. 

Mărimea 


80, = eĝo (24) 


poartă numele de lucru mecanice elementar complementar (unitar). Pe porțiunea rectilinie de pantă 
E( T) a curbei caracteristice, acesta este egal cu lucrul mecanic elementar. 

Să presupunem acum că starea (0) este starea normală ; că starea (1) este caracterizată 
de o valoare e, sí de ecuațiile (20),; iar o stare (2) este caracterizată de valoarea e, a defor- 
matiei care se obţine la descărcarea completă (aşadar pentru c4, = 0) pornind de la starea (1), 
si de ecuațiile de stare (21). 

Fie de pildă că e, > e. Din (21) deducem pentru o, = 0 valoarea 


£j = £1 — sie„T)E(T). (25 
Pentru procesul de incăreare avem deci din (20) si (23) 
E, 


il) E 1 ih 
| o i gde = —E(T)e; + E(T)e, (e, — ej) a a (e, T) de, (26) 
di 0 2 





bë 


iar pentru procesul de descărcare, folosind (21) şi (23): 


] rē 1 l 
| 8q = | cde = — — E(T) (e, — &)* = — — [s (e, D]? : E (T). (27) 
i 2 2 


= 113 


Dacă notăm cu G' punctul de abscisă e, şi cu G" punctul de abseisă £j, lucrul me- 
canice de incürcare se obține Insumind aria triunghiului OB e, (lucrul de încărcare elastic), 
aria dreptunghiului e, BDe, (lucrul deformaţiei de Tuaj), şi aria trapezului curbiliniu e, DGG”. 
Lucrul mecanic pe care corpul Îl cedează la descărcare este reprezentat de aria triunghiului 
G'"GG', 

Pentru € = e, corpul nu mai efectuează lucru mecanic : energia acumulată in procesul 
de deformatie nu s-a „pierdut, dar o mare parle a ei nu mai poate fi recuperată sub formà 
de lucru mecanic. Integrala (27) reprezintă deci (cu semnul schimbat) energia liberă F a corpu- 
lui În starea (1), care coincide — după (19) — cu lucrul mecanic recuperabil (funcţie de stare |). 
Restul energiei furnizate in procesul de încărcare (lucrul mecanic (26), plus cantitatea de căldură 
necesară pentru mentinerea temperaturii) reprezintă creșterea energiei legate T (5, — 55) — (vezi 
(16)) ; valoarea ci permite calcularea creşterii entropiei în trecerea de la starea (0) la starea (1). 

“În fond, o mare parte din lucrul mecanle de încărcare (26) a fost deci cheltuit nu pentru 
ü acumula in epruvetà lucru mecanic, ci pentru a modifica proprietăţile fizice ale materia- 
lului acesteia — ceea ce se exprimă prin modificarea ecuaţiilor de stare Indată ce depășim 
limita c, . 
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Să ne mărginim acum la cazul e, $ &,, in regim cvasistatic izotermic. Întrucit in acest 
caz este valabilă relația (19), urmează că dF = a de, $i deci 


5, 
F- | c de. (28) 
Es 


Introducind aci prima relaţie (20) — identică cu prima relație (21) — obtinem 


1 3 a 
F, — F= — E (T) {e} ~ ep). (29 
2 


Din (17) deducem 5 = — àF[OT (intrucit 8D. nu depinde de T); cu aceasta (16) 
devine 


U= F — T(FJ83T), (30) 


si prin urmare avem 
M Bs di | 
Ü,—U,- TRM — T E'(T)] (s; — ea), (31) 


unde al doilea termen este deci aportul de căldură necesar pentru a mentine temperatura 
constantă. Întrucit ET) < 0 pentru e, > Ey, acest aport este intr-adevăr poziliv. 

Relaţiile de mai sus sint valabile pentru orice gy, e. 2 0. Alegind e= 0, e = £, 
obtinem 


1 
[E(T) - TED] «*, F—Fm—Et(T) et. (32) 


U—-U- 
2 


B3 | 


Prin urmare, intr-un proces de incárcare cu tensiuni pozitive sub limita de proportiona- 
litate, avem U — U, > F — Fo si entropia crește. La descărcare, dimpotrivă, entropia revine 
la valoarea sa inițială. (Evident, aceasta este cu putinţă numai pentru cà epruveta nu consti- 
tuie un sistem izolat.) 

Trebuie să remarcăm că in cazul unui proces de descărcare ee incepe de la £, > &,, 
entropia nu revine la valoarea sa inițială : procesul nu este reversibil, si deci varialia entro- 
piei se datorește nu numai variației cantității de căldură, 

Chiar dacă in procesul de descărcare deformația trece printr-o valoare E < £,, (vezi 
linia CCC de pe fig, 3.5.1), entropia nu mai este cgală cu cea corespunzătoare aceleiași 
valori e (şi T) la încărcare : într-adevăr, e şi T sint coordonate generalizate, a căror cunoaș- 
tere epuizează cunoașterea stării corpului numai pentru o ecualie de stare dată; or, ecuațiile 
de stare corespunzătoare încărcării si descărcării, pe porțiuni diferite ale curbei caracteristice, 
sint si ele diferite. 

Dacă insă corpul trece a doua oară prin aceleaşi valori pentru e, c şi T, atit energia 
cit şi entropia trebuie desigur să revină la valorile iniţiale. Astfel, descăreind corpul pină 
la c -0 pornind de la o valoare e; > e, și Incárcindu-l apoi din nou plañ la revenirea 
la valorile £,, c, (notate acum £p c4), obținem o buclă de hysteresis ale cărei capete definesc 
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un segment de pantă E(T) Întrucit avem e, = £j 3G, = Gay trebuie să avem şi U, = Us, 
$, = Sa. Întrucit curba de descărcare este situată sub cea de încărcare, rezultă că aria buclei 
de hysteresis măsoară lucrul mecanic pierdut In cursul acestui proces, care nu esle un proces 
reversibil: drumurile de la starea (1) la (2) si apoi de la (2) la (3) = (1) nu pot fi parcurse 
trecinu prin aceleasi stări intermediare, Din relaţia (12) deducem 


LA 
| 8(9/T«—5,—5,— 0. (33) 


Intrucit T = const., urmează ëQ < 0, astfel cà in cursul acestui proces, corpul cedează căldură . 

Bucla de hysteresis oferă deci un exemplu simplu de degradare a energici: energia 
rimine constantă, dar o parte a lucrului mecanic cheltuit pentru realizarea acestui ciclu se 
transformă în căldură, cedată exteriorului. Tinind seama de valoarea echivalentului mecanice 
al căldurii, aria buclei de hysteresis permite calcularea acestei cantităţi de căldură In calorii. 
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În paragratul precedent am prezentat cazuri simple în care există 
o funcție de stare a cărei diferențială totală este lucrul mecanic elementar 
(vezi (5.18), (5.19)). În astfel de cazuri, lucrul mecanic de încărcare nu 
depinde de drumul de deformare, și este în întregime recuperat la descăr- 
care. Să stabilim legătura dintre aceste rezultate şi problema comportării 
corpului elastic. 


aj) Lucrul mecanic de deformafie 


Fie că starea corpului elastic, caracterizată de mărimile u,, Ey, Gy 
la o temperatură T, este determinată de aplicarea unor forțe de volum F 
gi a unor forte superficiale f. Procesul evasistatie ducind de la starea nor- 
mală la starea de echilibru elastic deformat poate fi descompus într-o 
succesiune de treceri de la o stare de echilibru la altă stare apropiată, co- 
respunzătoare unor forţe F + èF, f + èf care produc deplasări, defor- 
madtii gi tensiuni Vu, -f Su; Ejj + de, Gij -ļ- Ô Gij- (Subliniem că aci 8 nu este 
un simbol de diferențiere, ci reprezintă numai variații elementare ale má- 
rimilor considerate în procesul de încărcare.) În cazul stării elastice, ace- 
leagi relații rămîn valabile si pentru descărcare. În particular, deplasarea 
Su poartă numele de deplasare (elemntară) virtuală, intrucit ea nu cores- 
punde cu necesitate unei deplasări reale în corp. 

Dat fiind un domeniu 7" C 7^, de frontieră F’, să evaluăm lucrul 
mecanic elementar virtual 8L' al tuturor forțelor exterioare în raport cu 7" 
(forţele de volum, si tensiunile pe frontiera S’) cheltuit în trecerea de la 
starea u la starea u + u. 
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Márginindu-ne la cazul liniarilății geometrice (nu neapărat şi fizice), 
vom raporta toate cantităţile la coordonatele inițiale, şi vom integra pe 
domeniul nedeformat. Obtinem astfel 


= V (e, + be) buds 4- Wu + 8F)-8udY 
e? i au 

sau încă, neglijind termenii de ordin superior : 

il a W a,- Sud + IAS dV. (1) 

gr y" 
(Amintim că in definiţia lucrului mecanic intervine produsul scalar al 
forţei cu deplasarea finală a punctului ei de aplicaţie, astiel că modul în 
care variază Su în timp nu ne interesează.) 
Dimensiunea acestui lucru elementar este desigur [òt] = FL. 


Introdueind (2.3.3) în (1) si utitizind formula lui Gauss — Ostrogradski 
(1.2.9), obtinem 


oL = | Cand dS + W F ŝu ady = i) (cu), + F,.6u,]d V = 


ip 


= Wi (ci; + F)) 6u,dV + "o ci; (91). (2) 


ger 


de unde, in virtutea ecuaţiilor statiee (2.4.10) : 


s = W 6; (Bu,) ; dV. (3) 
vd 
Vom nota 
SD = cu(6u)y, (4) 


astfel că 8 are semnificația unui lucru mecanic elementar virtual unitar 
al fortelor exterioare, pe deplasările virtuale elementare corespunzătoare. 
Evident, [50] = FL 2 

Datorită liniarităţii geometrice, avem desigur z;(u -+ 6u)=— syfu) 4 
-+ 2u(5u), de unde urmează 


i 8 dtu es -> [(3w)., -- (30,1. (5) 
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Întrucît s; = ou, obţinem din (4) şi (5) expresia (compară cu 
(5.23)) : 


Sp — 9 ERP (6) 
astfel că lucrul mecanic elementar virtual căutat este 
3L. W au Seg dY. (1) 
y 


Lucrul mecanie $4 este deci egal cu produsul contractat al tenso- 
rului tensiune eu tensorul variaţiei deformstiei. Din această cauză, el 
poartă şi numele de lucru mecanic elementar virtual unitar al tensiunii 
în cîmpul variațiilor deformaţiei, sau încă, pe scurt, lucru (mecanic) 
elementar de deformatie. 


OBSERVATIE Rezultatul poate fi extins si la cazul deformaltiei geometric neliniare, si 
ia cel al deformatiei plastice. 


Compararea relațiilor (1) si (7) este sugestivă. 

Subliniem că 5 nw conține variaţia 8T. Nu avem nici un motiv 
să presupunem că 40 ar fi o diferenţială totală: într-adevăr, absenţa 
termenului în ôT arată că în acest caz din (5.6) ar trebui să urmeze 
0c,/0T = 0, ceea ce în general este fals. Din această cauză nu putem încă 
vorbi despre lucrul mecanic de deformatie, ei numai despre lucrul mecanic 
elementar de deformatie, subintelegind caracterul elementar al deformafiei. 

Simbolul 5% este definit de membrul al doilea din (6) si această ex- 
presie a lucrului de încăreare rămine valabilă pentru orice stare a corpului 
(inclusiv starea elasto-plastică). 

Expresia duală lui (6): 

BO, = ej boy (8) 


nu are deocamdată nici un sens fizic. Întrucit însă este evident că 
8D + 86, — d (ci ej), (9) 


unde c;; şi e; sint priviți ca parametri independenți, vom spune că mărimea 8. definită 
pe (8) este lucrul mecanic elementar complementar da deformalie. (Compară cu (5.24).) 


b) Energia elastică 


Să reducem acum nnmărul de parametri, presupunind că există 
relaţii 


gu ~ Gl Ene T» i, j, h,k = 1, 2,3, (10) 
ceea ce repetă (1.1) — argumentul æ fiind subinfeles — şi corespunde 


ipotezelor dependenței locale, elastieității ideale si liniaritütii geometrice. 





nu e posibilă.) Spre deosebire de relația (6), rationamentele ce urmează 
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sint deci valabile numai în cazul unui proces de deformatie elastică (cu 
liniaritate geometrică). Ne vom limita la procesele cvasistatice (cazul 
dinamic va putea fi studiat ulterior, făcind uz de principiul lui d'Alem- 
bert) și vom presupune că nu există cimpuri electromagnetice de 
atură să influențeze parametrii mecanici. 

Introducind (6) în (5.15) si (5.17), obținem primul principiu al ter- 
modinamicii pentru procese de deformatie elastică coasistatied (deci rever- 
sibilă) sub tormele echivalente 


dU = e,8c, TaS,  dF = oben —SdT, (11) 


unde există numai 7 variabile independente, astfel că termenii pentru 
i = j apar eu coeficientul 1, iar ceilalți, cu coeficientul 2. 

Prezintă adesea avantaj să considerăm ca argumente toate cele 
nouă componente ale deformaţiei. Pent:u aceasta, dată fiind de exemplu 
o funcție G (su), î<j, vom delini o prelungire a ei G(z;) (pentru i,j = 
= 1,2,3) supusă condițiilor 


A 


G(s;)-—Q(su),  9GJâe = PG Jðen. (12) 


Vom folosi accentul circonilex p»ntiu a indica prezența a 9 argu- 
mente (renunfind ulterior la această convenţie, cînd numărul argumen- 
telor rezultă din formule, sau e indiferent). Vom proceda analog si pen- 
tru funcţii de componentele tensiunii. 

În felul acesta găsim 


3GJas,, = Alde, i=j; 
„A „A 1. p ADe (13) 
0G]Oe, = 0GlOs,, = * 0GlOz,, Æj. 


Pentru un proces elastic evasistatie, avem mai intii din (11): 
WE" l "UM ' 
s, OUR, du po cum Uey îmi; Te AUas, 
si relaţii similare pentru funcția F. Tinind seama de (13), putem serie 


Su = 0U[óeg, T=  8U/8$, - 


Gu = OF[Oe4, S = — QFJaT. 


Întrucit 3 nu este o diferențială totală, atit lucrul mecanice cit 
şi cantitatea de căldură absorbită de corp depind in general de istoricul 
procesului. Din (5.18), (5.19) — sau din (11) — urmează că, pentru ca 
8 să fie, într-un anumit punct, o diferenţială totală, este suficient ca 
procesul să se desfăşoare adiabatic sau izotermie în acel punct, În aceste 
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două cazuri-limită există deci cite o funcţie de stare, a cărei diferențială 
totală este 8D: anume, avem 


Daa = U(£5,..., £3 5 39), (15) 
Ou = F (Ejes Eu; To), (16) 


unde Sẹ, respectiv T, sint valorile constante ale entropiei, respectiv 
ale temperaturii, la care se desfăşoară procesul. 

Primul caz este cel al proceselor suficient de rapide pentru ca schim- 
bul de căldură să nu fie posibil (de pildă cazul vibrafiilor elastice, cind 
8K = Q = 0 pe un cielu). Al doilea caz este cel al proceselor cvasistatice, 
cînd există timp suficient pentru absorbție sau degajare de căldură, astfel 
ca temperatura să rămină constantă. 

În ambele cazuri există deci — la regimul S = S, sau T — T, — o 
funcție de stare O, denumită energie potențială unitară de deforma(ie 
elasticá, sau, pe scurt, potențial elastic, sau încă energie elastică. Dimensiu- 
nea ei este [Ù] = FL '*. 

Ca stare-reper se alege (ca gi în $2), starea in care atit detormaţiile 
cit şi tensiunile sint nule, la o anumită temperatură T = T,. 

Aparent, orice proces de deformalie necesită cheltuire de lucru mecanic; aşadar, dacă 
considerăm că în starea naturală d = 0, In orice stare diferită de aceasta urmează (p > 0, 
În fapt insă, pot exista procese izotermice in cursul cărora corpul primeşte din mediul ambiant 
lucru mecanic si căldură. Pentru atingerea unei arumile stări este deci cu putinţa ca pentru 
30 > Ü să avem 8 — 0. În cele ce urmează, ne vom limita însă la cazurile In care delor- 
malia se face cu cheltuire de lucru mecanic, astfel că pentru orice stare diferită de cea natu- 
rală, vom presupune (p > 0. 


c) Corpuri elastice si corpuri hiperelastice 


Corpurile pentru eare sint satisfăcute relaţiile (1.1) — (1.3) sint 
corpurile elastice. Corpurile elastice pentru care — in condiţii date — există 
un potenţial elastic, se numesc hiper-elastice. 

În cazul unidimensional de la finele $ 5, distincția nu are sens: lucrul elementar AD 
este diferenţiala arici definite de curba caracteristică, axa e, şi verticala corespunzătoare, 
Dimpolrivă, in cazul a 6 sau 7 variabile independente, cind sint deci posibile diferite drumuri 
din starea naturală intr-o anumită stare finală, această deosebire este esenţială : condiţia (1.3) 
asigură numai corespondenta biunivocă între tensiuni și deformaţii, nu însă și reversibilitalea 
procesului ca proces termodinamic, inclusiv posibilitatea de a recupera după descărcare [nfreg 
lucrul mecanie cheltuit la încărcare, 


Prin urmare, în cazul deformafiei elastiee, putem alege drept 
coordonate generalizate mărimile z,, T sau mărimile c,, T. Defor- 
maţia elastică este reversibilă, sint deci posibile cicluri (drumuri în- 
chise) în spaţiul parametrilor gj, ci, T — asadar procese cu revenire 
la valoarea inițială a energiei si entropiei. Aceste cicluri pot îi reprezentate 
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tot ca cicluri in spaţiul figurativ al coordonatelor generalizate alese. Sensul 
de parcurs pe orice drum (închis sau deschis) este indiferent, 

Dacă procesul de descărcare se desfisoará pe acelasi drum cu cel de 
încărcare, atunci variația lucrului mecanic pe întregul ciclu este nulă. 
În general însă, pentru procese de descărcare pe alt drum decit, cel de 
încărcare avem, in virtutea primului principiu al termodinamicii si à 
faptului că 36 nu este o diferenţială totală: 


NS € NL (11) 


Aci este posibilă atit transformarea unei părți din lucrul mecanic 
în căldură, cit şi procesul invers, de transformare a căldurii in lucru mecanic 
(spre deosebire de cazul gazelor, deocamdată cel puţin fără utilitate 
practică). 

Odată cu depăşirea limitei de valabilitate a relaţiilor (1.1)—(1.3), 
reducerea la numai 7 coordonate generalizate nu mai este posibilă, defor- 
mafia nu mai este reversibilă, drumurile din spaţiul parametrilor z,, 
c,, T nu mai pot fi parcurse în orice sens, şi orice drum închis în spaţiul 
celor 7 coordonate z,, T sau c, T e inevitabil însoţit de creșterea entro- 
piei, aşadar de scăderea energiei libere, de transformarea unei părţi din 
lucrul mecanic de încărcare, în căldură (disipația energiei). 

În cazul deformatiei hiperelastiee în schimb, existența funcţiei de 
stare O arată că pentru orice ciclu avem, mai particular decit (17): 


k 30 = y. 3Q = 0, (18) 


și procesul poale fi descris numai în termeni mecanici, desigur identici 
pentru încărcare și descărcare. 

Ca şi starea elastică, starea hiperelastică depinde atit de material, 
cit si de condiţiile procesului de deformaţie. 

Unele rezultate importante ale teoriei elasticităţii sint valabile 
pentru corpuri în stare elastică ; totuși, în forma ei actuală, leoria elastici- 
lății este încă o teorie a corpurilor în stare hiperelasticá. 

OBsERvAŢIE, Se cera fi mentionate aci si cazurile de relații mai generale intre factorii 
geometrici şi cei statici (sau dinamici). Notàm astfel importanţa corpurilor hipoelastice (carac- 
terizate de o dependenţă biunivocă între variațiile tensiunii si deformaliel în fiecare moment), 
precum si a corpurilor anelaslice (pentru care deformalille sint reversibile și legate liniar de 
tensiuni, dar în care, datorită prezenţei factorului timp, corespondența dintre tensiuni si 
deformatii nu este biunivocă). Indicaţii bibliografice pentru astfel de tlipuri de corpuri vor 
fi date in 5 4.1. 


Existenţa potențialului E permite scrierea efectivă a relaţiilor (10) 
sub forma sub care ele rezultă din (14). Întrucît O, = O., urmează că 
şi reati fizice (10) diferă de la un caz la celălalt. Chestiunea a fost 
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abordaiă experimental de lord Kelvin [2] (retipărit în [4], vol. 3). Vezi 
i L. Brillouin [2]; A. Love [1], $65, nota 3 

Dacă procesul nu e nici adiabatie, nici izotermie în fiecare punct, 
nu se poate afirma existenţa potenţialului elastic. Dacă însă variațiile de 
temperatură si entropie au o contribuție mică în raport cu termenul 50, 
se admite existența potenţialului chiar dacă condițiile de integrabilitate 
ale formei 540 nu sint riguros îndeplinite. De asemenea, atunci cînd ter- 
menul 75S e mic în raport cu U, se admite F œ U, identificindu-se po- 
tentialul adiabatic cu cel izotermic și admitindu-se că fenomenul nu de- 
pinde de factorii termici. Spre deosebire de cazul gazelor, în cazul defor- 
mării corpurilor solide ordinul de mărime al erorii astfel comise nu de- 
püseste 1%, 

Dacă insă procesul de deformaţie nu este cvasistatic, sau nu are 
caracter adiabatie ori izotermie, fiind însoţit de aporturi importante de 
căldură sau de schimbări mari de temperatură, problema nu mai poate 
fi studiată în termeni pur mecanici, ci trebuie abordată ca o veritabilă pro- 
blemă de termodinamică. 


d) Notă istorică 


Ideea considerării potențialului elastic aparține lui G. Green [1] (vezi si A. Clebsch 
şi B. de Saint-Venant [1], notă finală la $ 16). Primul care a folosit mijloacele termodina- 
micii pentru a dovedi existența unei funcţii de stare © a fost Kelvin [2]. Este semnificativ 
faptul cà Kirchoff, unul din creatorii termodinamicii, dar mecanicist convins, construiește 
potenţialul P pe o cale pur formală, pornind de la postularea dependenţei liniare Intre tensiuni 
şi deformaţii (vezi G. Kirchoff [3], $ 11.7; vezi şi A. Clebsch şi B. de Saint-Venant [1], 
pag. 61). Elaborarea amănunțită a problemelor termodinamicii delormaţiei incepe în fapt cu 
J. Gibbs [1], [2] — şi este încă departe de o soluţie definitivă. 


$ 7. CORPURI HIPERELASTICE 


a) Formulele lui Green 
În cele ce urmează, ne vom limita la cazul în care există un poten- 
tial O care depinde numai de componentele deformaţiei si de punct : 
P = OD (ej, Eas, Eggy 5125 £235 Em} Tis Pas 23). (1) 
Acesta se numeste potențialul lui Green. Forma obținută subliniază 
caracterul reversibil al deformatiei si implică ipoteza dependenţei locale. 


Utilizind (6.12), (6.13) şi introducind (1) in (6.14), obţinem formulele 
lui Green : 


8, = Dlie, (2) 
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sau încă 


Og = 0] 0c., ul na 00s, (i Æj). (3) 


ta |= 


Formulele lui Green dau deci conţinutul legii fizice (1.1) pentru 
corpuri hiperelastice, in teoria deformaţiei liniare. (Relaţii similare se 
obţin in teoria deformatfiei neliniare : vezi A. Green şi J. Adkins [1]; 
V. Novojilov [1], (3].) 

Întrucit O este funcție de cele 6 componente ale deformatiei, avem 
in fiecare punct (aşa dar pentru m, = const.) : 


d$ = (a/s dey Lj; (4) 


condiția îi <<] arată că aci apar numai diferentialele celer 6 variabile 
independente. 'Ţinind seama de (6.13) si (2), obţinem 


do = m de, (5) 


unde suma se face pentru toate valorile 7, j. Obtinem astfel din nou ex- 
presia (6.6), de data aceasta însă pentru o funcție de stare O. 

Din (5) se deduc uşor relaţiile (2) — sau (3) — mărimile c, fiind 
pur gi simplu coeficienții diferentialelor de,,. 

Întrucît cunoaşterea componentelor c, este echivalentă cu cea a 
invarianţilor deformatiei si a poziţiei axelor principale (vezi finele § 1.8), 
putem pune (1) sub forma?) 


Q = Q(E,, Ea, E; Yis Yar Usi Tis Vas 23), (6) 


valabilă pentru o temperatură sau o entropie constantă. Dacă funcția 
(6) nu depinde explicit de coordonatele z,, corpul este omogen (din punct 
de vedere elastic); dacă ea nu depinde explicit de unghiurile y,, el este 
icolrop. 


b) Constantele elastice 


Legea (3) ia forme diferite după natura funcţiei O. Ne putem da 
astfel de funcţii sub formă de serii de puteri ale componentelor £,,, con- 
centrind deci eventualele proprietăţi de neomogenitate in coeficienții 
seriilor, Evident, o astfel de dezvoltare nu poate contine termeni cu expo- 
nenti negativi (care ar conduce la energii infinite pentru deformalii 
infinit miei); luînd d, = 0 în starea naturală, urmează că nu pot apare 
nici termeni liberi ; în fine, dacă nu există tensiuni iniţiale, din (3) con- 
chidem că aei nu pot apare nici termeni liniari 7). 


5 În genere, păstrăm acelaşi simbol b pentru potentialul lui Green, oricare ar fi varia- 
bilele ce intervin explicit în expresia sa. Semnul ^ nu va fi nici el folosit, cind nu există 


risc de confuzie, l | 
7) În caz contrar, funcţia © trebuie construită altfel (vezi de ex, H. Poincaré [1], cap. 2; 


M. Biot [4], cap. 2 gi 5). 
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Dezvoltarea in serie începe deci cu termeni patratici, cărora le cores- 
pund în expresiile tensiunilor termeni liniari. Coeticienţii care inmultese 
diverşii termeni patratiei, cubici etc., se numesc — ca si in 82 — cocfi- 
ecienli de rigiditate elastici (pentru un corp omogen : constante elastice). 
Nu are rost să vorbim despre coeficienţi hiperelastici — distincţia este 
evidentă. 

Se vede imediat că există 21 coeficienți ai termenilor patratici, 56 
ai celor eubici ete. Ca şi în $ 2, determinarea acestor coeficienţi echivalează 
cu cunoaşterea deplină a proprietăţilor materialului din punctul de vedere 
al teoriei elasticitátii. 

Dacă ( este o funetie patratică, problema este cu liniaritate fizică, 


Să ne limităm acum la cazul unui corp hiperelastie eu liniaritate 
fizică ; relaţiile ce se obţin trebuie să constituie deci cazuri particulare ale 
celor din $$2 si 3. 

Intrueit există 21 termeni patratiei în O, rezultă că in cazul hiper- 
elasticitátii cei 36 coeficienți e? din (2.1) nu pot fi independenţi. Într- 
adevăr, din (6.6) — care ia acum forma (5) — rezultă cá 


Ü Cyl En = dou deus 
astfel că, introducind aci (2.1), obținem 


e = ei. (T) 


Aceste relații reduc numärul de coeficienți exact la 21. 
Pentru coeficienții de deformabilitate avem, analog eu (7): 


I ou. (8) 


Întrucit starea hiperelastică depinde nu numai de material, ci şi 
de condiţiile procesului de deformare, este evident că pentru acelaşi ma- 
terial, condiţiile (7), (8) pot fi uneori satisfăcute şi alteori nu. 

OssEkRVATIA 1. Presupunind că forţele de interacţiune sint forţe centrale şi că parti- 
culele se deplasează analog punctelor unui mediu continuu, A. Cauchy [6] a obținut relaţii 
de dependență care reduc numărul coeficientilor elastici la numai 15 în cazul general. În 
jurul acestei teorii, numită rariconstantă (a constantelor rarefiate), s-au purtat in secolul trecut 
discuții inverşunate. Astfel, Saint-Venant a susținut — cu anumite rezerve — punctul de vedere 
al lui Cauchy (vezi A, Clebsch şi B. de Saint-Venant [1], notă finală la $ 16), în timp ce 
Green se situa pe poziția Leoriel mullicons'ente (a celor 21 coeficienţi). 

Teoria rariconstantă a fost infirmată de datele experimentale, Într-adevăr, în cazul 
unui corp izotrop, ea conduce la egalitatea A = p, de unde din (4.7) ar urma v = 0,25. 
Or, se constată că acest coeficient oscilează intre limite destul de largi, și destul de depărtate 
de această valoare (vezi finele $ 4), Rămine totuşi de cercetat dacă există condiții speciale 1n 
care relațiile suplimentare ale lui Cauchy sint valabile. Pentru unele detalii, vezi L. Bril- 


louin [3], $ 10.9; A. Love [1], anexa B; W. Voigt [2], $ 278; mai recent problema a fost 
reluatà de I. Stakgold [1]. 
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c) Teoria liniară. Formulele lui Casiigliano 


În condiţiile teoriei liniare, existența potenţialului lui Green este 
asigurată numai în virtutea condiţiilor (7) — şi desigur și (2.2). În acest 
caz, forma 50 se integrează uşor. Anume, intrucit (P este acum o funcție 
patratică şi omogenă de e,, teorema lui Euler asupra funcţiilor omo- 
gene dă 


(90/de,) cs, =20, i<j, (9) 
(unde i <j, intrucit avem 6 variabile). Utilizind (6.13), obţinem 
(00/02,) e, = 20, (10) 
(condiţia i <j a dispărut), şi deci, folosind formulele (2) : 
20 = cuc. (11) 


Prin urmare, în cazul teoriei liniare pentru corpuri hiper-elastice, 
in locul relației diferențiale (5) obținem forma întreagă (11). Introducind 
aci (2.1), respectiv (2.4), căpătăm încă si 


20 = ej tu Sys (12) 
20 = Ci Gra 001 (13) 
relații care dau expresia potențialului elastie ca funcție patratică si omo- 


genă de componentele deformafiei, respectiv tensiunii. (Întrucit i, j = 
= 1,2, 3, derivatele cantităților din (11)—(13) se calculează pent:u 


funcţia 0.) 

n formula (11) există — spre deosebire de (6.6) si chiar de (5) — 
deplină simetrie in ce priveşte rolul tensiunii şi deformatiei. Aceeași teo- 
remă a lui Euler dă, analog cu (9) şi folosind din nou (6.13): 


20 = (90/0 oy) = (00/0 6) cu, (14) 
igj 
de unde, prin comparație cu (11), urmează formulele lui Castigliano 
en = 0/0 o,,, (15) 


duale formulelor lui Green (2). 
Seriind acum 50 — d«4 sub forma (compară cu (4)): 


do —(06/0c,)de,, i&j, (16) 
căpătăm cu ajutorul formulelor (13): 
db = c, do, , (11) 


asadar toemai lucrul complementar (6.8), pentru cazul particular al corpu- 
lui hiperelastie în teoria liniară. În acest caz, avem deci 


30 = 80, = do. (18) 
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Atit formulele lui Green cit şi cele ale lui Castigliano se pot obține 
prin derivare din (11) — sau din (12) şi (13) — tinind seama că între 
mărimile c,, e, există relaţiile (2.1), (2.4). Privite împreună, aceste 
formule alcătuiesc un sistem de „ecuaţii canonice” ce aminteşte ca aspect 
şi semnificație de ecuaţiile lui Hamilton. 


Onsenvaţia 2. Forma (6.6) a lucrului mecanic elementar este valabilă pentru orice 
proces de deformatie (cu liniaritate geometrică, dar susceptibilă de generalizare la cazul geo- 
metric neliniar) ; forma (5) precum şi formulele lui Green (2), sint valabile (tot in cadrul linia- 
rității geometrice) pentru un proces de deformatie hiperelastic, dar altfel oarecare ; forma (17) 
şi formulele lui Castigliano (15) sint Insă valabile numai In cadrul teoriei corpului hlperelastic 
cu liniaritale attt geometrică, cit și fizică. 

OnskRVATIA 3. Condiţia de natură fizică Ọ > 0 (vezi 5 6, pag. LILI) impune anumite 
condiții coeficienţilor ae, Într-adevăr, aceasta revine la a afirma că forma patratică «p trebuie 
să fie poziliv definitá. Condiția necesară si suficientà pentru aceasta este dată de criteriul lui 
Sylvester (vezi de exemplu V. Smirnov [2], volumul 3, partea l-a, pct. 36): minorii dia- 
gonali ai matricii coeficientilor formei (12) (sau (13)) trebuie să fie pozitivi, de unde rezultă 
anumite inegalităţi care trebuie satisfăcute de coeficienții elastici. În teoria neliniară, chestiunea 
este studiată de C. Truesdell și R. Toupin [2]. 


Ca şi în cazul general, existenţa potenţialului elastic în cazul unor 
corpuri cu anumite proprietăți de simetrie elastică trebuie să ducă la 
micsorarea numărului coeticienților corespunzători. 

Pentru corpurile hiperelastiee «nizotrope liniare, numărul coefi- 
cienților de rigiditate variază între 21 (cristale din sistemul triclinic) şi 
3 (sistemul cubic). 

În cazul unui corp eu un plan de simetrie, relaţiile (3.6) se reduc la 
8 condiții distincte gi numărul de coeficienți independenţi este 21 —8 —13. 

Pentru corpuri ortotrope, relaţiile (3.7) dau 4 condiţii distincte, si 
coeficienţii independenți rămîn în număr de 21—8—4 = 9. 

În fine, pentru corpuri elastice izotrope, relaţiile (3.19) arată că 
condițiile (7) sînt automat satisfăcute: prin urmare, în cadrul teoriei 
liniare, orice corp elastic izotrop este si hiperelaatie. Pentru astfel de corpuri, 
distincția dintre corpuri elastice și hiperelastice nu are deci sens. În acest 
cadru, vom vorbi deci pe viitor numai despre corpuri elastice (izotrope). 

OBSERVAȚIA 4. Condiţiile din $ © sint condiţii suficiente, dar nu şi necesare, de hiper- 
elasticitate. Totuşi, ele arată că dacă procesul de deformatie nu se deslăşoară nici adiabatic, 
nici izotermic, este de aşteptat că starea elastică a corpului, în condițiile date, si nu poată 
fi privită ca liniară şi izotropă. 


d) Potențialul elastic al corpurilor izotrope 
Potențialul elastice al corpurilor izotrope eu liniaritate geometrică 
şi fizică se va nota în general cu W. Expresia sa se obține introducind 
(3.19) în (12) sau (3.18) în (11), de unde: 
2W = 10? + 2uei,, (19) 
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ceea ce — tinind seama de (1.8.11) — se pune uşor sub forma 
2W = (A + 2p) Ej — 4uE,. (20) 


După cum era de așteptat, W (formă patratică) nu depinde de E,. 
Introducind relaţiile (4.18) in (11), obţinem si 


wait, (21) 


Este vizibil că dacă introducem (19) în formulele lui Green (2) sau 
(21) în formulele lui Castigliano (15), obţinem din nou legea lui Hooke 
sub forma (3.18), respectiv (4.18). (Întiurit in (19), (21) avem i,j} = 
= 1,2,3, e limpede cá W trebuie înţeles ca W.) 

Prezintă interes scrierea potențialului elastic cu ajutorul legii lui 
Hooke sub forma (4.28). Pentru aceasta, să remarcăm că 


0? —3 (ei + ££ £53) — (Eu — Egg)” — (Ea — &g3)* — (£33 — ex). (22) 
| 2 . 
Intrueit din (4.15) avem X = k — 4 p, Şi intrucit din (4.23) urmează 


desigur £j — Ess = £4, — 653, Eja = Cap, Și încă patru relaţii similare, ex- 
presia (19) devine : 


Wm WW, (23) 


unde W° depinde numai de deformația de volum, iar W' numai de cea 
de formă : 


We = n k02, 
1 (24) 
W = 3 [C1 — Ega)? -+ (exa— aa)? + (Caa — tn)” + 6615 + Geza -+ Geil. 
'Tinind seama in (24) de relațiile (4.28), obţinem gi 
9 (1381)02 
W9 — (1/18 k) O2, mm 


W“ = (1/125)[(334 —552)* + (822—833)? + (833 — 811)? + 6981s + 6525 + 685, ]. 


Astfel de expresii sint deosebit de importante in teoria plasticităţii 
(vezi și $4, pag. 94). | | 

Pentru a găsi condiţiile necesare și suficiente pentru ca W să fie 
o formă pozitiv-definitáà, să considerăm matricea corespunzătoare a coefi- 
cientilor 
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(unde coeficientul 4u apare datorită faptului că in (19) indicii i, j iau 
toate valorile 1, 2, 3). Minorii diagonali succesivi au valorile : 


A= A du A = 4u(A-d-uh A; = 12Ap" + 8p?, 
A, = ua, — As = 4u a, Ag = 4g As. 


Toti aceşti minori sint pozitivi, dacă si numai dacă 
2 
uc 0, k—ÀtI&m0 (26) 


Or, din (4.15) şi (4.17) urmează că condiţia (26) este întotdeauna 
satisfăcută, — astfel că potenţialul elastie W este o formă patratică 
pozitiv-definitá. Acest fapt va juca în cele ce urmează un rol esențial 
(vezi 8 4.5). 

Cazul unui corp hiperelastie izotrop, dar eventual cu neliniaritate fizică, se poate obtine 
considerind că potențialul lui Green (6) este independent de unghiurile p: 


Q = (E, E, Ej; zr, Tg m) (27) 


Dezvoltind in serie această funcție, deducem că există numai doi termeni palratici : 
ET şi E; trei termeni cubici: E, E,E,, E,; ș.a.m.d. De aci rezultă din nou că un corp 
hiperelastic izotrop poate îi caracterizat — în cadrul teoriei liniare — prin numai doi coeficienți 
elastici. Introducind expresia potenţialului patratic W în formulele lui Green (3), regăsim 
legea lui Hooke (3.18) pentru corpuri izotrope. 

Retinind in © şi termeni de grad superior, obţinem legi neliniare fizic pentru corpuri 
izotrope hiperelastice. 

Toate cele de mai sus rámin valabile pentru eorpuri neomogene, 
determinarea efectivă a coeficienţilor elastici fiind însă considerabil 
îngreunată, 

În cele ce urmează, ne vom limita la cazul teoriei liniare a corpurilor 
omogene si izotrope. Ori de cite ori va fi vorba de un cadru mai general, 
vom specifica aceasta. 


CAPITOLUL 4 


SISTEMUL COMPLET DE ECUATII AL TEORIEI 
ELASTICITÁTII LINIARE 
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a) Ecuațiile elasto-stalicii liniare 


Piná aci am examinat comportarea corpului elastic din trei puncte 
de vedere diferite, ceea ce a condus la a considera 3 componente ale de- 
plasării, 6 componente ale deformaţiei și 6 componente ale tensiunii. 
Aceste funcţii sint legate prin 6 ecuaţii geometrice, 3 ecuaţii statice, si 
6 ecuaţii fizice. În total, dispunem acum de 15 ecuaţii pentru 15 funcţii 
necunoscute. 

În cele ce urmează, ne vom limita la studiul deformației liniare 
crasi-statice a corpurilor hiperelastice alcătuite din maleriale omogene si 
izotrope care se supun legii lui Hooke, aşadar la ceea ce se numeste curent 
elasto-statica liniară. (Vezi in partea a doua a paragrafului indicaţii asupra 
unor probleme cu caracter mai general. Vezi de asemenea $ 0.4, pag. 30—31.) 

Avem deci de a face cu cantităţile w,, £,, c,, raportate la coor- 
donatele iniţiale si legate prin ecuaţiile 


1 
Bj 3 (2, F 9,4) (1) 
+ P, =, (2) 
0, = Cip £i (3) 
sau ineá, in loe de (3): 
Et — oN Gigy (4) 


(ceea ce include gi cazul corpurilor anizotrope gi neomogene, in teorie 
liniară). Condițiile la limită vor fi prezentate ulterior (vezi § 2). 

Sistemul (1)—(3) se numeşte sistemul complet de ecuații ale teoriei 
elasticității (statice si liniare). (Vezi $5, pag. 139.) Acesta este un sistem de 
ecuaţii cu derivate parțiale, liniar, de primul ordin, eu coeficienți constanti 
pe lingă termenii diferențiali. Relațiile (1) si (3) sint omogene, 


OERERVATIA 1, Structura acestui sistem este foarte apropiată de cea a sistemului ecua- 
{iilor descriind miscürile lente ale unui fluid vistos (vezi de ex. C. Iacob [5], $8 4.21— 4.33). 


$1 ECUAȚIILE TEORIEI ELASTICITATII 121 


OBSERVAȚIA 2. Sistemul (1) — (3) poale fi studiat eu ajutorul mijloacelor analizei tenso- 
riale, tehnică folosită sistematic pentru prima oară de câtre L. Brillouin [3] si F. Murnaghan 
[1], [2]. Vezi si V. Bloch [2]; A. Green și W. Zerna [1] (cap. 1 şi 2 pentru relaţiile gene- 
rale și toată cartea pentru utilizarea lor); M. Haimovici [1], capitolul 1; N. Kilcevski [2]; 
N. Kotin (1], capitolele 3 şi 4; Iu. Krutkov [1]; A. Lurie [4], capitolul 1; W. Prager [2]; 
I. Sneddon şi D. Berry [1], partea A; o expunere modernă a aparatului matematic de folosit 
este dată de J. Ericksen [1], iar aplicaţii profunde sint prezentate de C. Truesdell şi R. 
Toupin [1] si C. Truesdell și W. Noll [1]. 

Aceste metode sint cu deosebire utile In problemele neliniare, $i în probleme In care 
însăşi configurația corpului impune folosirea altor coordonate decit cele carteziene ortogonale. 
Dar nu trebuie uitat niciodată cà In definitiv atenţia trebuie concentrată asupra rezolvării 
unor anumite probleme la limită pentru anumite sisteme de ecuaţii cu derivate parţiale — și 
nu asupra aparatului, care nu serveşte decli la scrierea lor, este drept, sub o formă compactă 
si elegantă. 


Pentru evaluarea importanţei metodelor tensoriale, vezi recenzia lui F. Pohle la cartea 
lui M. Biot [4] (Applied Mechanics Reviews, no. 4/1965). Chiar examinarea structurii cărții 
lui A. Green şi W. Zerna este instructivà In acest sens. 

In cele ce urmează, metodele tensoriale nu vor fi folosite. 


OBSERVAȚIA 3, Prezintă adesea interes scrierea ecuaţiilor elasticităţii in coordonale 
curbilinii, legate de configurația frontierei (de obicei, în asa fel incit fronliera să fle suprafaţă 
de nivel pentru una din coordonate — ceea ce ușurează mult formularea condițiilor la limită 
şi rezolvarea efectivă a problemei). ALUL în cazul coordonatelor curbilinii ortogonale, clt şi in 
cazul celor neortogonale, este desigur inutil să se stabilească din nou ecuaţiile elasticitátii : 
proprietă! ile tensoriale deja examinate permit transcrierea In orice sistem de coordonate a tuturor 
cantităților şi relațiilor necesare, odată ele stabilite In axe carteziene. 


Pentru detalii, vezi de exemplu G. Lame [2]; E. si F. Cosseral [1]; P. Germain [1], 
capitolul 17; C. Iacob [5], $$ 4.34 şi 4.35; N. Kilcevski [2], capitolul 4; N. Kocin [t]. 
$ 2.18; A. Lurie [4]. $$ 1.6 şi 1.7; V. Novojilov [3], capitolul 4 si $$ 5.21, 5.22; W. Pra- 
ger [2], capitolul 1; I. Sneddon şi D. Berry [1]. $$ 52, 53 si 68; I. Sokolnikoff [2], § 4.48 ; 
S. Timoshenko si J. Goodier [1], capitolul 13. Rezultate utile In numeroase cazuri parti- 
culare sint date de V. Bloch [2] şi P. P. Teodorescu [4]. Vezi si articolele lui I. Beju [i] 
si M. Vahitov [1]. 


Menţionăm in particular utilitatea coordonatelor curbilinii în studiul corpurilor de 
rotație — unde e firesc să considerăm coordonatele z (In lungul axei de rotaţie), p (distanta 
la axă într-un plan z = const.) şi e (unghiul măsurat în acest plan, de la o direcție de 
referință). 

În studiul problemelor plane și antiplane, subliniem importanța coordonatelor curbilinii 
atașate reprezentării conforme a domeniului dat pe cerc sau pe o coroană circulară (vezi 
$ A.T). 

Într-un sistem de coordonate a, B, y, componentele deplasării se notează t, us, ui 
componentele deformuţiei se notează £,, £,3 elc, lar cele ale tensiunii aj, Sp Ste. (sau 


încă ax, af etc.). Sensul acestor notații rezultă din interpretarea componentelor respective 
ca componente ale deplasării, deformației şi tensiunii In azele carteziene locale atașate coor- 


Pi 
donatelor a, B, y. Astfel, de exemplu ax -este proiecția după axa locală x a tensiunii pe 
elementul de normală x etc. 
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Introducind acum (1) în (3) si mai departe in (2), se obţine un sistem 
de trei ecuații pentru cele trei funcții necunoscute u, numit sistemul 
ecuațiilor în deplasări. Odată rezolvat, acest sistem, relaţiile (1) și (3) dau 
valorile deformatiei si tensiunii. 

Pe de altă parte, ecuaţiile (2) alcătuiesc un sistem de ecuaţii în 
tensiuni — insuficient totuşi pentru a da soluția. Într-adevăr, chiar dacă 
am găsit o soluţie a lor c, ne rămîne să aflăm componentele e, — ceea 
ce este totdeauna posibil — şi să calculăm pe u, din ecuaţiile (1) — ceea 
ce e în general cu neputinţă. 

Ecuațiile (2) sint valabile si in solidul rigid, dar starea de tensiune 
rămîne nedeterminată, Posibilitatea de a alege dintre stările de tensiune 
statie posibile în corpul continuu, pe aceea care corespunde echilibrului 
elastic (vezi $ 2.2), ne-o dă tocmai condiţia ca starea de tensiune găsită 
să corespundă unei stări de deplasare posibile în corpul elastic. Condiţia 
necesară si suficientă pentru aceasta constă în verificarea condiţiilor lui 
Saint-Venant. 

Sistemul static nedeterminat (2) trebuie deci completat cu ecuaţiile 
(1.9.12), transcrise în tensiuni cu ajutorul lui (4). Aceasta echivalează 
cu introducerea ecuațiilor geometrice în cele statice, dar în alt mod decit 
la deducerea ecuaţiilor în deplasări. Sistemul de 9 ecuaţii astfel obținut 
(3 ecuaţii statice si 6 ecuaţii de compatibilitate) se numeşte sistemul 
ecuațiilor în tensiuni. 

Ambele sisteme vor fi explicitate în $8 7, 8 pentru corpuri omogene 
și izotrope. 


OBSERVAȚIA 4, Pentru sistemul în deplasări, problema verificării condițiilor lui Saint- 
Venant nu are sens. 


Componentele deformafiei sint singurele funcţii necunoscute ce 
intervin în sistem numai sub formă întreagă, si deci pot fi calculate ele- 
mentar. În afară de aceasta, este ugor să imaginăm condiții la limită in 
deplasări sau tensiuni, dar nu în deformaţii. De aceea, în centrul atenţiei 
se vor situa numai componentele deplasării si tensiunii. 

Eliminind componentele deformatiei din ecuaţiile (1) — (3), putem 
serie sistemul sub forma ce provine din (2.4.10) si (3.7.2): 


Cans HF, — 0, (5) 
^ 1 | 
o, = oôla |, " ta): (6) 
sau incă din (2.4.10) si (3.7.15): 
0,,, +F, = 0, (T) 
u., + up, = 2 ôD ðo, (8) 


Ecuațiile (5) — sau (7) — sint ecuațiile statice. Ecuațiile (6) si 
(8) — sau oricare altele echivalente lor — vor purta numele de ecuaţii 
fizico-geometrice. 
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OBSERVAȚIA 5. Raţionamentele precedente sint valabile şi pentru corpuri neomogene 
si anizotrope. Forma (5), (6) rămine valabilă şi in cadrul neliniaritátii fizice. Ambele sisteme 
pol fi generalizate la cazul neliniaritâţii geometrice. 


b) Alte tipuri de corpuri si probleme 


Sistemul considerat descrie un anumil tip de comportare a corpului solid deformabil. 
Este util să indicàm aci citeva alte calegorii importante de probleme, în strinsă conexiune cu 
cea de care ne ocupăm, şi să sugerüm cel puțin o bibliografie minimală. 

Să presupunem că avem de-a face cu o problemă a cărei soluție depinde de determinarea 
unei anumite mărimi abstracte s (funcție, vector, matrice etc.) apartinind unei multimi "v. In- 
formaţiile pe care le detinem asupra lui e permit să scriem o ecuaţie 


Bo = g, (9) 


unde 3B este o lege de corespondenţă (un operalor) care asociază elementului necunoscut e, un 
anumit element cunoscut g. Foarte adesea, 3B reprezintă o succesiune de operaţii de derivare 
şi integrare, aplicate funcţiilor componente ale mărimii s (inclusiv, eventual, anumite condiţii 
la limită, condiţii de normare ete.). 

Din păcate, posibilitatea de a construi relaţii de acest tip, descriind deci un fenomen 
mecanic, fizic ete, nu e decit arareori Insopită de posibilitatea de a rezolva ecuaţia (9), 
adică de a găsi un operator invers DL, care, aplicat celor doi membri din (9), să permită scrierea 
soluției problemei sub forma 


v = 371g, (10) 


In acelaşi timp cu necesitalea de a se stabili ecuaţiile exacte (9) ce regizează un anu- 
mil fenomen, este deci de majoră importanţă de a se găsi şi descrieri simplificate, mai ușor 
shordabile, ale fenomenului. Aceasta Inscamná că » trebuie să fie Inlocuità cu o altă necu- 
nosculà u (care dà eventual o descriere mai sumară a fenomenului); lui V) i se substituie 
un all operator Y (care nu mai ţine eventual seama de toate conexiunile inițial considerate) ; 
In fine, q este si el inlocuit cu un alt element f (eventual mai uşor de măsurat, de evaluat 
ete). În felul acesta, ecuaţia (9) este Inlocullà cu o ecuație aproximativă 


H cărei soluție este 
wm CT gr (12) 


Se inlilnese adesea cazuri in care operatorul invers exact W1 nu există, suu in care 
existenţa sa nu poate fi demonstrată decit pentru clase de funcţii puţin interesante sau rău 
adaptate problemei, sau în fine cazuri In care el nu poate fi construit efectiv, Înlocuirea ecua- 
Viel (9) prin (11) se justifica în primul rind 1n măsura 1n care problema construirii operatorului 
9(7! este mai simplă. 

Astfel de raționamente se intilnesc în Loate ramurile mecanicii, fizicii ete. In definitiv, 
ele conduc la a neglija anumite aspecte ale fenomenului real (inlocuirea lui o prin w, gi 
a lui q prin f), ceea ce conduce de asemenea si la inlocuirea anumitor raporturi mai complexe 
prin altele mai simple (inlocuirea lui H prin M). 
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Această simplificare se poate rcaliza pe două câi: sau se consideră numai cazuri 
parliculare ale unui fenomen (de ex.: se studiază numai corpurile elastice omogene si izo- 
trope), sau se admit anumite descrieri simplificate ale raporturilor dintre diferitele aspecte 
ale fenomenelor (de ex.: se admit relaţii de dependenţă liniară intre deplasări și deformatii, 
sau intre deformalii și tensiuni). Se înţelege de la sine că între aceste două puncte de vedere 
simplificatoare nu există o separație neti. 

Să remarcăm totuşi că inlocuirea ecuaţiei (9) prin (11) este principial justificată numai 
In cazul in care mărimile u si © se güsesc într-un raport permilind să se afirme că « este 
într-un anume sens apropiat’ de v, Pentru acest motiv, este de dorit ca, desemnind prin 
P, “| mulțimile în care sint situate mărimile », w, aceste două mulțimi să poată fi incluse 
intr-o mulțime mai cuprinzătoare AN, care să fie un spațiu melric. În acest caz, se va putea 
considera o dislanță p(w, v) între cele două soluţii, şi se va putea spune că u este accep- 
labil, dacă avem g(u, v) € e, cu un e suficient de mic. (Este inutil să pretindem ca e să fie 
arbitrar de mic : metoda de calcul nu trebuie så încerce să depăşească în precizie erorile posibile 
de măsurătoare, variațiile aleatoare ale fenomenului etc.) 

Apoi, va trebui pusă chestiunea realizării unui algoritm pentru determinarea operatorului 
Ri, a convergentei sale, a stabilităţii sale etc. Acestea sint chestiuni de analiză funcţională 
recent abordate de către P. Bondarenko [1]. 

În ce ne priveşte, sistemul (1) —(3) joacă aci rolul ecuatiei simplificate (11), unde necu- 
nosceula 4, este ansamblul functillor Us Eus Ou. Ecuația exactă (9) ar descrie fenomenul 
In termenii din § 0.3, pag. 28 — care sinl deocamdată cu totul inabordabili. În schimb, se pot 
considera diferite probleme 


A s, | (13) 


reprezentind, Loate, puncte de vedere intermediare între cel din (9) si cel din (11). 

Vom da aci unele indicaţii asupra unor astfel de probleme, ,,urcind'' de la (11) la (13). 
Se vor putea distinge Leorii mai generale din punctul de vedere al fenomenului fizic examinat, 
precum $i teorii mai generale din punctul de vedere al descrierii matematice adoptate. 


În ce priveşte aspectul fizic, se vorbește despre comportare inelaslică a mediului, cu 
referire la orice Incálcare a schemei considerale în capitolul 3. Chestiunea este tratată In detaliu 
în importantul articol de sinteză al lui A. Freudenthal si H. Geiringer |1]. Vezi şi B. Lazan 
[1]; C. Zener et al. [1]. 

În general, trebuie să distingem Între deformația anelastică (caracterizată prin disipare 
de energie mecanică datorită interacțiunii cu un flux de energie nemecanică sau cu un flux 
de particule materiale), deformația visco-etastică (disipatie datorată interacțiunii cu compo- 
nente fluide viscoase), în fine, deformația plastică (disipatie provenind din frecarea internă). 
Combinații de astfel de fenomene complică incă mai mult tabloul final, 

Cu privire la fenomenele anelastice, vezi indicațiile date de A. Freudenthal și H. Gei- 
ringer [1], $$ 15—16. Un loc important revine teoriei lermo-elasticitá(ii (vezi B. Boley şi J. 
Weiner [1]; o expunere clemenlară este dată de S. Timoshenko si J. Goodier [1], capitolul 
14; vezi incă indicaţiile din J. Goodier [4], $ 8), precum şi teoriei corpurilor poroase gi a 
corpurilor granulare, cu prezență a mai multe faze (solidă, fluidă) (vezi M. Biot [1]; H. De- 
resiewicz [3], [4]; A. Lubinskii [1]; R. Mindlin [5]). 

Teoria corpurilor visco-elastice (A. Freudenthal si H. Geiringer [1], $$ 17—20; $$ 27— 
29; $$ 32—34) consideră scheme 1n care fiecărui istoric al deformaţiei i se asociază um istoric 
al tensiunii. Istoricul imediat al fenomenului conduce la introducerea derivatelor de primul 
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ordin al mărimilor studiate; mai general, se pol considera derivate de diferite ordine, si in 
definitiv operatori integro-diferentiali. Printre lucrările recente, vezi M. Biot [4], cap. 6; 
B. Coleman [2]; M. Gurtin si E. Sternberg [4]; M. Misicu [7] (pentru teoria asimetrică); 
J. Radok [2]; E. Sternberg si S. Al. Khozaie [1]. 

În fine, cu privire la teoria (sau teoriile) plasticitàiii, vezi $ 0.3, pag. 28. 

Apropiindu-ne de cadrul teoriei elasticităţii, citàm mai intii studiul corpurilor in stare 
hipo-elastică (vezi $ 3.6, pag. 112; pentru detalii vezi G. Grioli [3], capitolul 9; W. Prager 
[2], $8 8.1—8.3; C. Truesdel si W, Nol [1], cap. D, partea IV.) Să remarcăm aci că, 
pentru corpurile in stare hipo-elastică, nu există stare nulă, iar componentele variației Lensiunii 
depind de cele ale variației deformaltiei, dar nu și de sileza de variaţie a acestora; aceasta 
conduce la concluzia că materialele hipo-elastice nu sint viscoase. Deformafia hipo-elastică 
este reversibilă si, dacă se consideră numai mici deformalii in vecinătatea unei stări fără 
tensiuni, se ajunge pur și simplu la cazul corpurilor elastice. 

Pentru raporturile inire corpurile hipo-elastice, elastice, si hiper-elastice (in teorie neli- 
niară), vezi B. Bernstein [1]; W. Nol [2]; W. Prager [2], capitolele 8—10; C. Truesdel 
[2]; C. Truesdell si W. Noll [1], cap. D. 

Metode apropiate de cele ale teoriei elasticităţii sint folosite in feoria dislocaliilor, care se 
dovedeşte a fi un domeniu de contact important între leoria elasticităţii şi teoria plasticitátii. 
Vezi B. Bilby [1]; J. Friedel [1]; E. Kroner [4]— [7]; E. Kroner şi A. Seeger [1]; L. Lan- 
dau şi L. Lifsit [1]. capitolul 4; A. Seeger |1]. capitolul G; V. Volterra si E. Volterra [1]. 
Vezi de asemenea indicaţiile din $ 6,10, pag. 407. Pentru studiul mediilor cu microstructurá 
(cu modificare a ipotezei mediului continuu) vezi L Kunin [1]; R. Mindlin [6]; M. Misicu 
[8], [9]. 

O imensă literatură este consacrată teoriei neliniare a elasticitütii. Citám, ca un mini- 
mum de indicaţii, monografiile lui A. Eringen [1]; I. Goldenblatt [1]; A. Green si W. Zerna 
[1]. capitolele 3 și 4; A. Green si J. Adkins [1]; G. Grioli [3], capitolele 4, 5 şi 7; D. Ku- 
tilin [1]; F. Murnaghan [2]; V. Movojilov [i], [3]; C. Pearson [2], capitolul 10; W, Pra- 
ger [2], capitolele 9 și 10; L. Sedov [2]; A. Signorini [3]; marile arlicole ale lui C. Truesdell 
[1]; C. TruesdeH şi W. Noll [1], cap. D; C. Truesdell si R. Toupin [1] ; articolele de sinteză 
ale lui J. Adkins [3]; T. Doyle si J. Ericksen [1]; R. Rivlin [1]; lucrările lui V. Bondar 
[1]; R. Hill [1]; M. Mișicu [1]; B. Seth [1]; A. Signorini [1], [2]; S. Zahorski [1]; etc. 

Pentru leoria asimetrică a elasticitátii ($ 2.1, pag. 63), vezi E. si F. Cosserat [4], capi- 
tolul 4; A. Green si R. Rivlin [1], [2]: G. Grioli [3], capitolul 10; R. Mindlin [7]; R. 
Mindlin si H. Tiersten [1]; M. Mişicu [7]; V. Palmov [4], [6]; G. Savin [2]; R. Toupin 
[1]. [2]. 

Pentru studiul corpurilor elastice anizolrope, vezi indicaţiile din J. Goodier [4], 5 7; 
articolul de sinteză al lui M. Fridman [1]; monografiile lui A. Green şi W. Zerna [1], capi- 
lolele 6, 7 şi 9; S. Lehnitki [1], [2]; A. Love [1], capitolul 6; J. Nye [1]; W. Voigt [2] 

Pentru corpurile elastice neomogene, vezi articolul informativ al lui Z. Hashin [1]; 
vezi şi lucrările lui J. Eshelby [1]; V. Lomakin [1]; J. Molyneux si M. Beran [1]; 
J. Nowinski si S. Turskii [1]; W. Olszak [2]; W. Olszak si J. Hychlewski [1]; V. Palmov 
[3]; N. Rostovtev [7]. 

Mai menționăm aci problemele speciale ale aero-elasticității — care se ocupă de corpuri 
și solicitări de tipul celor ce intervin in mişcarea avioanelor; vezi articolul informativ al 
lui R. Bisplinghoff [1]. 

Pentru a termina, mai amintim că problemele generale ale mecanicii mediilor continue 
deformabile sint tratate pentru diferite tipuri de corpuri, din puncte de vedere diferite şi la nive- 
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luri diferite de complexitate, în lucrări ca cele ale lui M. Biot [1]; P. Germain [1]; W 
Prager [2]; Iu. Rabotnov [2]; L. Sedov [2]; C. Truesdell şi W. Moll [1]; C. Truesdell si 
B. Toupin [1] (vezi nci clasificatia 5i analiza din $5 203—305). 

În ce priveşte toate indicațiile de mai sus, s-ar putea remarca faptul că ipotezele a—e 
din $ 0.4, pag. 29, sint comune aproape tuturor acestor tipuri de probleme; generalizárile 
provin în primul rind din renunțarea la ipotezele d $i e; in ce priveşte ipotezele de la f la j, 
unele din ele depind de schema fizică aleasă, pe cind allele reflectă numai simplificări de 
natură matematică (cum este de ex. cazul celor două ipoteze de liniaritate; pentru această 
din urmă chestiune, vezi P. Germain [1], $8 5.1—5.4). 


$2. PUNCTE DE VEDERE. METODE DE STUDIU, 
PROBLEME FUNDAMENTALE 


a) Puncte de vedere asupra studiului sistemului de ecuații 
ale elasto-staticii 


Pentru studiul sistemului (1.1)—(1.3), se pot lua in considerare 
(deocamdată) două metode. (O a treia va fi examinată in $6.) 

Metoda directă, Se cunose : configurația corpului, coeficienții elastici 
ai materialului, si datele acţiunii exterioare (forte de volum, gi forte sau 
deplasări sau alte date la limită). Se cere să se determine starea elastică 
a corpului (vectorul u, tensorii E si 2). 

Metoda inversă. Se cunosc : starea elastică a corpului și — în parte 
— configurația sa, coeficienţii elastici, datele acţiunii exterioare. Se cere 
să se determine elementele încă necunoscute relative la actiunea exterioară, 
coeficienţii elastici, forma corpului. 


Trebuie spus că şi acest mod de a privi lucrurile este încă destul de depărtat de realitate, 
Într-adevăr, ceea ce cere practica, este de a putea determina dintr-un punct de vedere opti- 
mal forma corpului destinat a suporta o anumită solicitare, materialul de utilizat, tehnologia 
de adoptat. În etapa actuală, aceasta este adesea o chestiune de intuiție si imaginaţie ingi- 
nerească, care este numai urmală de o verificare a proprietăților mecanice garantate de solutia 
propusă. 

Lucrări tinzind spre adoplarea unor criterii precise de alegere oplimală sint datorate scoli- 
lor lui W. Prager (criteriul greutății minimale a corpului), I. M. Habinovici (criteriul egalei 
rezistenţe a părților corpului), Z. Wasiutinski (criteriul energiei de deformalie minimale pentru 
un volum dat). Din păcate, majoritatea rezultatelor existente pină azi se referă numai la teoria 
sistemelor de bare. Discuţii critice ale chestiunii, urmate de indicaţii bibliogralice vaste, apar- 
țin lui M. Reitman si G. Sapiro [3]; Z. Wasiutinski gi A. Brandt [1]. Vezi $i |. M. Habinovici 
[1]; V. Komarov [1]; T. Mura et al. [1]. 


O „teorie optimalá" a elasticităţii este azi încă numai un ideal 
îndepărtat. Ceea ce se poate totuşi face, este de a se evita ca o parte a 
corpului elastic să „lucreze” în condiții de suprasarciná, în timp ce altă 
parte să nu fie decit prea puţin solicitată. Întrucit este evident că proprie- 
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tátile de rezistență ale ansamblului sint, in mare măsură, determinate de 
rezistenţa părților sale cele mai slabe, cele mai solicitate, — se vede cá 
este foarte important să ştim să determinăm, cel puţin pentru un corp de 
formă dată si alcătuit din materiale cu proprietăţi prescrise, zonele de 
crestere importantă a tensiunilor faţă de anumite valori medii. Aceste 
zone se numesc zone de concentrări ale tensiunilor şi ele apar adesea in 
vecinătatea punctelor de aplicare ale unor sarcini concentrate, şi à punc- 
telor de modificare bruscă a configurației geometrice sau mecanice a 
corpului (de ex. în vecinătatea cavităţilor interioare, a discontinuități- 
lor tangentei sau planului tangent la frontieră, a suprafețelor sau curbelor 
de discontinuitate a proprietăţilor mecanice ale materialului eto.). 

O evaluare cantitativă a fenomenului poate fi dată cu ajutorul 
coeficientului de concentrare a tensiunilor, care este raportul dintre o mă- 
rime caracteristică (de ex., tensiunea tangentialà maximalá, sau energia 
de distorsiune maximală etc.) în zona de concentrare — și o valoare medie 
4 mărimii corespunzătoare în ansamblul corpului, sau într-o anumită 
parte caracteristică a acestuia, sau în fine în corpul considerat în absenţa 
factorului care a cauzat apariţia fenomenului de concentrare a tensiunilor 
(de ex., în absenţa unei cavităţi sau discontinuități a tangentei la frontieră 
ete.). 


Pentru studiul acestei importante probleme, vezi monografia lui H. Neuber [2] si arti- 
colul informativ al lui E. Sternberg [2]. Vezi de asemenea indicaţiile din $ 7.1, pag. 512, Vom 
examina chestiunea in anumite exemple din capitolele 5, 6 şi 8. 


Cercetarea sistemului de ecuații din punctul de vedere al metodei 
inverse este elementară. Nu se pun probleme de existență sau unicitate 
a soluției. Această metodă prezintă uneori utilitate practică : de pildă, 
in determinarea experimentală a coeficienţilor elastici. 

Dacă ne-am putea da toate tipurile de funcții u, toate domeniile 
ocupate de corpuri cu coeficienţi elastici aleși în toate modurile posibile 
— am putea regăsi toate cazurile de încărcare imaginabile. Desigur, aceasta 
este cu neputinţă. Dar chiar şi cunoaşterea unui număr restrins de soluţii 
obținute pe linia metodei inverse, a jucat în teoria elasticităţii un rol 
analog celui al „dicţionarului” de funcții primitive în calculul integral. 


b) Metoda directi, Probleme fundamentale 


Kezolvarea sistemului (1.1) — (1.3) pe linia metodei direete constituie 
chestiunea esențială a teoriei. Pentru a o putea aborda, trebuie să cu- 
noaștem configuraţia geometrică a corpului *', coeficienţii elastici c, 
forțele de volum F, si anumite condiții la limită. Vom reţine aci numai 
cele mai simple şi mai importante condiţii la limită, cărora le vor cores- 
punde cele patru probleme fundamentale : 

1° Problema lui Dirichlet : date fiind configuraţia geometrică, coefi- 
cienţii elastici, forțele de volum şi valoarea la limită (pe frontieră) a vec- 
torului deplasare, se cere să se determine starea elastică a corpului. 


128 ECUAȚIILE ELASTICITĂȚII LINIARE Cap. 4 
Notind cu u! - valorile la limită pe F ale lui w, avem deci 


ui, = 9 (1) 


unde g este un vector, funcție de punct, cunoscut pe S. Porţiunile de pe 
5 pe care g = 0 se zic a fi fice. 

2° Problema lui Neumann : date fiind configuraţia geometrică, coefi- 
cienfii elastici, forțele de volum şi valoarea la limită a vectorului tensiune, 
se cere să se determine starea elastică a corpului. 

Introducind relațiile (1.1) in (1.3) 8i pe acestea în (2.3.3), rezultă 
că m, poate fi obținut prin aplicarea unui operator diferenţial liniar de 
primul ordin asupra lui w: de aceea vom scrie e&,(u). Pentru expresia 
sa explicită, vezi (7.1.9). 

Cu aceasta, condiţia la limită a problemei lui Neumann devine 


e. (wu), = f, (2) 


unde f este un vector, funetie de punct, cunoscut pe frontieră, Por- 
fiunile de pe F pe care f = 0 se zica ti libere. 
3° Problema mixtă: date fiind configurația geometrică, coeficienţii 
elastici, forțele de volum $i valoarea la limită a vectorului deplasare pe o 
parie F’ a frontierei, și valoarea la limită a vectorului tensiune pe restul 
S" al frontierei, se cere să se determine starea elastică a corpului. 
Condiţia la limită se scrie deci 


uj, = g, elu) =f pentru 9'|J 9" — 9, F'NF"=0. (3) 





ie 


Este vizibil cá (3) contine drept cazuri particulare pe (1) şi (2). 
4^ A patra problemă fundamentală : date fiind configurația geome- 
tricá, coeficienţii elastici, forţele de volum și valoarea la limită a expresiilor 


0, Gg, (w), + d, v, = €, (4) 


unde a,, b,, ec, sint funcţii de punct, cunoscute pe frontieră — se cere 
sä se determine starea elastică a corpului. 

În mod evident, cea de a patra problemă fundamentală conţine 
drept cazuri particulare pe primele trei. În afară de aceasta, ea cuprinde 
şi alte cazuri — de mare importanţă — în care de exemplu pe anumite 
porțiuni ale frontierei sint date unele din componentele tensiunii și unele 
din cele ale deplasării. | 

În (1) —(4), valorile la limită se înțeleg în sensul din (1.1.6) —(1.1.8). 
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OBSERVAȚIA 1, În numeroase lucrări se vorbeşte despre ,,prima" și „a doua” problemă 
fundamentală. Preferám denumirile date, similare celor folosite în teoria ecuaţiilor de tip eliptic. 
Totuşi, denumirea de „problemă Neumann" e abuzivă : operatorul e, (te) nu este nici măcar un 
operator de derivare oblică, astfel că (2) nu este o generalizare nemijlocită a condițiilor curente 
din teoria ecuațiilor de tip eliptic. (Vezi (7.1.9). Vezi şi C. Miranda [1], $ 1.4.) 

OBSERVAȚIA 2. Condiţiile (1)—(4) sint condiţiile la limită ale problemei |n ansamblul ei, 
Cunoașterea altor date la limită ar fi sau superiluă, sau contradictorie (vezi $ 5). Dacă se 
rezolvă ecuaţiile în tensiuni, componentele deformaţiei se obțin prin operații aritmetice, după 
care componentele deplasării se găsesc prin integrarea ecuaţiilor geometrice. Acest sistem se 
integrează fără nici un fel de noi condiții la limită : într-adevăr, componentele deplasării se 
deduc sub forma unor integrale definite, independente de drumul de integrare. 

Aceeași observație rámine desigur vulabilă și pentru ecuaţiile fizico-geometrice. 


c) Liniaritate. Superpozilia ejectelor 


Să considerăm — pentru un acelaşi corp — două sisteme de solicitări 
exterioare (forțe de volum, si date la limită). Sá atribuim tuturor canti- 
tátilor (date şi necunoscute) relative la aceste stări, cite un indicet", res- 
pectiv'2, Sá considerăm acum datele (problemă mixtă) 


F, == a, Ft e a, Ft, h ir a, f?" T taf, g,-— a, + dag”. (5) 


Tinind seama de faptul că sistemul (1.1)—(1.3), precum 8i condițiile 
(1)—(4), conţin numai operaţii limiare (intregi sau diferențiale) asupra 
componentelor stării elastice, se vede ugor că cantităţile 


PE altă (2 2 1 (2) PENE t) 2 
Ww. = au; A- 4M, ty £g = a sj’ F aE u = 040, + daci; (6) 


formează un sistem coherent de mărimi caracterizind o stare elastică 
(adică, sumele e, sint tocmai deformafiile ce corespund deplasárii-sumá 
u, ș iar sumele c, sint chiar tensiunile ce corespund deformafiilor-sumá 
£,) 8i anume chiar starea corpului supus solicitării-sumă din (5). 
Rezultatul constituie teorema superpoziției efectelor. El este de ace- 
laşi tip cu principiul superpozitiei deformatiilor (vezi $ 1.3, pag. 40), 
care apare acum drept un caz particular al acesteia. Importanţa sa prac- 
tică este considerabilă : ea permite să se obțină soluţia în numeroase pro- 
bleme prin descompunerea solicitării (de volum şi superficiale) în compo- 
nente mai simple şi prin studierea separată a problemelor parţiale obținute. 


d) Regularitatea soluţiilor 


Însăşi structura ecuațiilor elasticitátii obligă să căutăm soluţii 
u e C* (7) (vezi ŞA.1), pentru a se asigura continuitatea forțelor de vo- 
Ium, condiţie cu sens fizic uşor de înţeles. Mai departe, pentru ca condiţiile 
(1)—(4) să aibă sens, trebuie ea componentele c, şi w, să poată fi pre- 
lungite prin continuitate pe F . (Prezenţa cosinuşilor directori ai normalei m 
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în expresia componentelor c, poate genera discontinuități în punctele 
singulare ale frontierei.) 


În cele ce urmează, vom căuta în general soluţia în clasele 
u, e CUP f| OP +7), s, e Cr NC +); (7) 


pentru aceasta vom admite numai date la limită continue pentru deplasări, 
sau avind cel mult discontinuități de prima speţă pentru tensiuni. Astfel 
de soluții se vor numi regulate, iar relaţiile (7) vor fi presupuse a priori 
verificate. 

Dacă y nu este mărginit, datele (1)—(4) si presupunerea (T) nu sint 
indestulátoare, si trebuie completate prin anumite condiţii la infinit. 
Chestiunea a fost examinată în detaliu de M. Gurtin şi E. Sternberg 
[2]; V. Kupradze [2], capitolul 3. (Pentru problema similară în studiul 
ecuaţiei lui Laplace, vezi de exemplu A. Tihonov și A. Samarskii [1], 
$ 4.2.) 

Din punct de vedere mecanic, este de asteptat ca deplasările şi ten- 
siunile produse de o sareiná ee aetioneazá pe o portiune finità a corpului 
să tindă la zero atunci cînd distanţa la un punct fix oarecare tinde la infinit. 
Natura comportării la infinit a acestor mărimi rezultă din necesitatea 
respectării si în cazul domeniilor infinite, a anumitor teoreme fundamen- 
tale. Pentru corpuri omogene și izotrope, condiţiile corespunzătoare vor 
fi precizate in (7.6.18). 


Condiţiile de regularitate se dovedesc adesea prea restrictive : ele elimină posibilitatea de 
a studia efectul fortelor concentrate, al modificărilor bruşte de configurație a frontierei, al 
discontinuitàlilor proprietăţilor elastice ete, Ca si în teoria ecuației lui Laplace (vezi de ex. S. 
sobolev [2], capitolul 2, si [3], $ 22.2), se pot studia soluţii generalizate ale ecuațiilor elasti- 
cităţii, definind operatorii difereniiali într-un sens generalizat, acceptind condiţii la limită 
mai puțin restrictive, sau renuntind la unele din condițiile de regularitate. Pentru indicaţii, 
vezi de exemplu S, Mihlin [31], $8 33 si 34. 

În fine, rezultatele teoriei distributiilor, care-și găsesc deja aplicații esenţiale în teoria 
ecuatiilor cu derivate parțiale (vezi L. Schwartz [1], [2]; vezi şi I. Gheltand si G. Silov [1], 
volumul 1, $$ 2.4 $i 3.2: volumul 3, 8 4.8; vezi mai departe indicaţiile din $ A.2), pot fi 
utilizate pentru studiul ecuațiilor elasticitátii. 

În etapa actuală, acestea nu sint încă probleme specifice de teoria elasticității ; de aceea, 
in cartea de față ne vom ocupa în principiu numai de soluţii regulate in sensul din (7), eventual cu 
condițiile suplimentare (7.6.18); vom considera de asemenea unele soluţii cu singularitáti, care 
pot fi obținute pe căi relativ elementare (vezi de ex. 88 7.8 si 9.5). 


e) Metode experimentale si altele 


Lipsa de soluţii exacte a problemelor fundamentale, sau câraclerul greu utilizabil în prat- 
lică al acestora, obligă adesea in tehnică la folosirea unor melode aproximative insuficient jus- 
tilicate, ceta ce duce inevitabil la coeficienți de siguranţă exagerati, la scluţii insuficient de fine 
tic. Totodată, aceasta obligă la dezvoltarea — în paralel cu studiul teoretic exact — a meto- 
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delor experimentale si aproximative tinzind spre abordarea aceloraşi probleme. (Vezi D. Dru- 
cker [1].) 

Studiul teoretic al ecuaţiilor elasticităţii este de aceea strins legat de diferite aspecte 
experimentale : încercări de materiale, măsurători directe ale tensiunilor si delormatiilor pe 
corpul supus cercetării (sau pe un model convenabil redus), analogii mecanice sau electrice ete. 
(Orice fenomen descris de aceleași ecuaţii si aceleași condiţii la limită ca o anumită pro- 
blemă de teoria elasticităţii, constituie un analog pentru aceasta din urmă. Existenţa de astfel 
de analogii dovedeşte forta unilicatoare a metodelor matematice. Totodată, acela dintre 
fenomenele analoge care permite o cercetare experimentală mai simplă, joacă rolul de etalon 
pentru studiul celorlalte). 

În ce priveşte tehnica experimentală, maşinile de încercări mecanice, indicaţii bibliogra- 
fice de experiențe, — vezi de exemplu N. Beliaev [1]; C. Me. Gregor [1]; A. Iliusin și 
V. Lenskii [1], capitolul 8; .J. Marin [1]. 

Pentru diferitele metode experimentale, analogii, modele, vezi A. Durelli et al. [1], şi 
mai ales M, Hetenyi [1] (unde — printre altele — notăm articolele lui J. Goodier [2]; 
M. Hetenyi [2], [3]; R. Mindlin si M, Salvadori [1]; J. Wilbur si C. Norris [1]) Vezi 
$i monografia lui M. Kirpicev [1] şi articolul de sinteză al lui W. Soroka [i]. 

În chestiunea modelării electrice, vezi L. Gutenmaher [1]; G. Puhov [1]; B. Volin- 
skii şi V. Buchman [1]; vezi şi Th. Higgins [6] (cu o bogată bibliografie). 

Asupra analogiei membranei si a metodei fotoelasticimetrice, ne vom opri in $8 5.16 
şi 5.20, respectiv 8 6.13. 

Pentru chestiunea coelicienților de siguranță, vezi V. Bolotin [2]. 

Pentru diferite metode aproximative vezi indicaţiile de la finele $ 4. 
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Formularea problemelor fundamentale reprezintă desigur o schemă 
puternic abstractizată a chestiunii. Telurile nemijlocit aplicative ale 
mecanicii cer însă răspuns la alte întrebări : ele cer să se clarifice dacă, 
date fiind anumite informații asupra unui corp, tensiunile, deformaţiile, 
deplasările ce apar în urma aplicării sarcinii nu periclitează în ansamblu 
construcția, maşina ete. în alcătuirea căreia el intră. 

Pentru aceasta, este necesar să se verifice mai întii dacă tensiunile, 
in porțiunea si după direcţia cea mai primejduitá, nu depágese anumite 
limite — ceea ce reprezintă verificarea la rezistenţă, din punctul de vedere 
al tensiunilor admisibile. 

Adesea, chiar dacă aceste limite sînt depășite (mai ales prin apariţia 
de deformafii plastice), corpul în ansamblu continuă să-şi îndeplinească 
rolul. De aceea se poate adopta punctul de vedere al calculului sarcinilor 
admisibile pentru corpul dat (sau un ansamblu de corpuri),verifieindu-se 
astfel capacitatea portantă a acestuia. Rezultatele obţinute în acest mod 
conduc la o proiectare mai judicioasă — dar pretind o analiză foarte 
exactä. 

In fine, întrucît se poate ca un corp deformabil să înceteze de a-şi 
mai juca rolul, nu datorită distrugerii sale, ci prin apariția de deformatii 
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sau deplasări incompatibile cu acest rol, trebuie avut in vedere si calculul 
deformaţiei admisibile, ceea ce constituie verificarea la rigiditate, 

Dacă soluţia problemelor fundamentale este cunoscută, aceasta 
permite să se dea răspuns şi problemelor aplicative enumerate. Dar ches- 
tiunea criteriilor după care trebuie să apreciem dacă un corp rezistă sau 
nu sarcinii, este desigur independentă de faptul dacă dispunem sau nu de 
soluţia matematică a problemei considerate, 

Ne vom mărgini la a considera aici unele puncte de vedere referi- 
toare la chestiunea rezistenței locale a corpurilor. Cunoscute sub numele 
de criterii de rezistență, acestea au, sub aspectul fundamentării lor, un 
pronunțat caracter fizic. Desi nu aparţin în fapt teoriei elasticitátii, pre- 
zentăm aci pe scurt unele din aceste criterii, pentru a da o idee asupra 
chestiunii si a preciza limitele de valabilitate ale soluţiilor pe care teoria 
elasticităţii le poate furniza. 

Toate aceste criterii conduce la a stabili anumite combinaţii de com- 
ponente ale stării elastice (în special componente ale tensiunii) şi anumite 
valori critice ale acestora. Dacă într-un punct valoarea critică nu este 
atinsă, corpul se află în acel punet in zona elastică ; dacă ea este atinsă 
sau depăşită, corpul trece în acel punct în zona plastică (în acest caz 
vorbim despre criterii de plasticitate) ; dacă corpul este casant, atunci apar 
fisuri şi alte indicii de distrugere (în acest caz vorbim despre criterii de 
rezistenţă), 

Chestiunea prezintă interes nu numai din punctul de vedere al apli- 
caţiilor, ci si pentru stabilirea unor căi de generalizare la cazul tridimen- 
gional a noțiunii atit de simple de limită de plasticitate sau de limită de 
rezistenţă din cazul unidimensional (vezi $ 0.2). 

1° Criteriul tensiunii normale maximale. Se propune drept stare- 
limită, acea stare în care cea mai mare (în valoare absolută) dintre com- 
ponentele normale ale tensiunii atinge o valoare critică dată. Acest punet 
de vedere îşi găseşte justificare mai ales la distrugerea prin separare 
(smulgere) a corpurilor casante supuse la întindere. 

2° Criteriul deformaţiei mazimale. Se propune drept limită, atingerea, 
unei anumite valori critice de către deformația de alungire. Pentru un 
corp izotrop, tinind seama de legea lui Hooke sub forma (3.4.19) si notind 
cu c, pe cea mai mare (în valoare absolută) dintre tensiunile principale, 
aceasta revine la a stabili anumite limite pentru „tensiunea redusă” 


0€4— 9 (6, + 63). 

Aceste două criterii intră frecvent in contradicție cu datele experimentale, mai cu seamă 
pentru că ele nu pot tine scama de faptul că majoritatea materialelor rezistă în bune condițiuni 
la solicitări hidrostatice extrem de mari, răminind totuși în zona elastică. Este de aceea firească 
trecerea la utilizarea unor criterii care să țină seama — sub diferite forme — nu de componentele 
tensiunii, ci de diferențe de astfel de componente; aceasta elimină automat eventualele pre- 
siuni hidrostatice, aduce pe primul plan deviatorul tensiunii, şi leagă chestiunea rezistenței de 
chestiunea distorsiuni, si nu de cea a deformaţiei în ansamblul ei. 


£3 CRITERII DE REZISTENȚĂ 133 


3° Criteriul tensiunii tangenţiale maximale (H. Tresca, B. de Baint- 
Venant). Se stabileşte drept limită atingerea unei valori critice e de către 
tensiunea tangențială maximală în punctul considerat !); (inind seama de 
(2.6.11), aceasta conduce deci la o relație de forma 


Să punem condiția ca această relaţie să rămină valabilă şi în cazul 
întinderii epruvetei cilindrice, punctul de pornire al oricărui studiu al 
proprietăţilor mecanice ale materialelor. Întrucât în acest caz oa = c= 0 
(vezi (3.4.1)), de aci decurge e = 0,5 a, și relaţia de mai sus devine 


G,— 03 & OG, (1) 


Acest criteriu presupune deci cunoscute în fiecare punct tensiunile principale (dar nu si 
direcțiile principale). El nu prezintă deza vantajul menţionat relativ la criteriile precedente 
și este în linii mari confirmat de datele experimentale, Trebuie totuși subliniat faptul cà el ne- 
plijează rolul componentei mediane o a tensiunii, precum si faptul că cercetarea experimen- 
talà la torsiune duce pentru constanta e nu la valoarea 0,5 6, ci la valori cuprinse în genere 
între 0,55 c, şi 0,6 o, 

Necesitatea de a |ine seama de loale componentele tensiunii a condus pe E. Beltrami 
la formularea unui criteriu care stabileşte drept limită de rezistenţă, atingerea unei valori 
critice de către energia unitară de deformalie acumulată în material, Acest criteriu este infir- 
mal — ca si primele două — de comportarea materialelor sub presiune hidrostatică, dar deschide 
drumul spre formularea unui criteriu bazat pe evaluarea acelei părți a energiei de deformatie 
care nu depinde de presiunea hidrostatică. Astfel, se ajunge la 


4^" Criteriul energiei de distorsiune maximale (M. Huber, E. von 
Mises, H. Hencky). Se stabileşte drept limită atingerea unei valori critice 
č de către energia unitară de distorsiune W* din (3.7.25). 

Această relație trebuind să rămină valabilă si în cazul epruvetei 
cilindrice supuse la întindere, din (3.7.25) se deduce imediat c' = 2c?, 
și criteriul considerat se serie 


($11 — 823)* F (Baa — Saa)? + (Sas — $11)* H 6 (sitesi 4-8) «20; (2) 
(unde mărimile s&, pot fi evident înlocuite cu s,). 


Această formulă este simetrică si poate fi imediat transerisă în axe principale, În cazul 
lorsiunii sau alunecării pure (vezi (3.4.8)), se obține pentru starea-limità c = a,l|/3 = 0,577 c, 
ceea ce concordi mai bine cu rezultatele experimentale decit valoarea € = 0,5 c, obținută 
cu ajutorul criteriului tensiunilor tangentiale maximale (vezi (1) şi (3.4.11)). 


1) A nu se confunda cu e din $ 3.4, 
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Din ultimele două criterii rezultă limpede că în cazul tridimensional 
componentele tensiunii pot depăşi considerabil limita de plasticitate sc, 
— datorită prezenţei componentelor hidrostatice — fără ca prin aceasia 
corpul să iasă din zona elastică. Dar de îndată ce valorile critice din (I) sau 
(2) sînt depășite, este un nonsens a mai face uz de ecuatiile teoriei 
elasticitdtii. 


Pentru detalii asupra criteriilor de rezistență menţionate, precum şi pentru studiul altor 
variante (in special cea a lui O. Mohr), vezi A. Nadai [1], (cap. 15 — în special $ 13 — si 
cap. 16). Vezi de asemenea N, Beliaev [2] (cap. 8 si 38); M.  Filonenko-Borodici [3]; 
M. Filonenko-Borodici et al. [1] (vol 1, cap. 12); A. Iliusin și V. Lenskii [1], $ 3.6; Iu. 
Rabotnov [2] ($8 3.46 — 3.50; cap. 5; cap. 17). Vezi şi I. Goldenblatt si V, IKopnov [1] (cor- 
puri anizotrope). Rezultatele recente in această direcție sint prezentate de R. Irwin [1]. Pentru 
importanța lor istorică, vezi şi consideratiile lui A, Clebseh si B. de Saint-Venant [1], 35 37 
şi 38 (inclusiv Notele finale). 

Pentru problema foarte importantă a oboselii materialelor (rezistență la sarcini alternate, 
după un mare număr de cicluri), vezi A. Freudenthal [1], 4. Freudenthal şi E. Gu mbel [1]. 


$4. DESPRE TEOREMELE DE EXISTENŢĂ 


Prima întrebare ce se pune în legătură eu problemele fundamentale 
este următoarea : cum trebuie să fie domeniul, coeficienţii elastici, forțele 
de volum, si datele la limită, pentru ea soluţia sistemului de ecuații să 
emiste ? 


Această intrebare e departe de a proveni din dorința unei pure satisfacţii logice : fără 
a i se da răspuns, nu putem şti dacă pentru un corp dat, solicitat într-un mod dat, starea 
descrisă de ecuaţiile pe care le studiem este posibilă sau nu ; şi în această din urmă eventua- 
ditate, este evident că orice metodă de ,rezolvare" a ecuațiilor elasticității cu ajutorul unui 
algoritm oarecare, e un nonsens. 

Amintim că in general problema teoremelor de existență este legală de cea a clasei 
de functii, domenii ete., în care se caută soluția unei probleme. Incepind cu rezolvarea ecuației 
4 + x= b în numere intregi și pină la teoria soluţiilor generalizate ale ecuaţiilor cu derivate 
parțiale, această problemă stă pe primul plan al cercetării teoretice. 


Cu titlu de exemplu, se poate observa că dacă Y^ este mărginit, 
F — 0, si forţele superticiale (date pe întreaga frontierá) au rezultanta 
sau momentul rezultant diferite de zero, atunci corpul nu poate fi in 
echilibru. 

În cazul problemei lui Dirichlet şi al problemei mixte, acţiunea for- 
elor exterioare este echilibrată de apariția unor reaetiuni in reazime 
(acea parte a frontierei pe care deplasarea are valori prescrise). Întrucît 
în cazul problemei lui Neumann astfel de reaetiuni nu există, o condiție 
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necesară (nu si suficientă !) de existență a soluției pentru un domeniu 
márginit si pentru F = 0 este 


(e. a8 =o, (jæ x e. 48 = 0. (1) 
F g 

Evident, pentru 7^ nemárginit, aceste condiţii nu mai sint necesare, 

Imposibilitatea de a demonstra teorema de existenţă intr-un anumit 
cadru poate proveni din metoda de lucru — dar poate constitui şi un in- 
diciu asupra faptului că pentru corpul dat, în condiţiile de solicitare date, 
ecuaţiile considerate nu descriu corect fenomenul. Vom da exemple edifi- 
catoare în acest sens in 85.15, pag. 287 si 294. 

Aci ne mürginim la a spune că pentru a obține soluţii regulate care 
veritică ecuaţiile (1.1) —(1.3) si condiţiile la limită (2.1)—(2,4), este ne- 
cesar ca frontierea domeniului să fie suficient de regulată, fárá puncte 
sau linii singulare; de asemenea să nu existe puncte sau linii de aplicare 
a unor sarcini concentrate, sau de discontinuitate a proprietăților mecanice 
ale materialului. (Probleme de acest tip pot fi totuşi uneori studiate cu 
ajutorul unor procese de trecere la limită, al prelungirii soluţiilor la tra- 
versarea suprafețelor de diseontinuitate a proprietăților mecanice ete.) 

Pentru clase mai generale de frontiere, sarcini ete., teoremele de 
existență pot fi demonstrate numai eu ajutorul mijloacelor analizei func- 
tionale. 


Prablema teoremelor de existenţă este una din cele mai dificile ale teorici. Chiar cazul cel 
mai simplu — echilibrul corpurilor izolrope şi omogene — este de o considerabilă complexitate. 
Metodele de demonstrare au urmat in mare drumul istorie al studiului ecuaţiei lui Laplace 
(luncţia lui Green, metoda ecuaţiilor integrale, principiul lui Dirichlet). 

Din imensa bibliografie a chestiunii, vezi lucrările Jui I. Fredholm [1] — [3]; A. Korn 
[1]— [3]; G. Lauricella [3] — [5] ; N. Mushelisvili [5] (cap. 5); D. Serman [1] — [5]; — pentru 
metoda ecuaţiilor integrale (vezi în legătură cu aceasta si F. Odqvist [1]); H. Weyl [1] — 
pentru metoda funeliei lul Green (incluzind si eritica punctului de vedere al lui Korn). Printre 
lucrările recente, vezi J. Ericksen [2], [3] (care stabileşte raporturi noi intre problema existen- 
ei şi cea a unicităţii); G. Fichera [1], [2]; G. Grioli [3] (cap. 5 — unde chestiunile de existen- 
tā si unicitate sint considerate pentru cazul neliniar, cu ajutorul rezultatelor corespunzătoare 
din teoria liniară) ; şi In special V. Kupradze [2], [3], vaste studii cuprinzind si cazul dina- 
mic, unele medii neomogene şi anizotrope etc. 

Lucrarea fundamentală a Iui D. Hilbert [1] a deschis drumul spre utilizarea mijloacelor 
analizei funcţionale ; acestea au permis obținerea de rezultate definitive prin metode profunde și 
relativ simple, care conduc totodată la algoritme de calcul efectiv. O amplă expunere a ches- 
iunii este dată în monografiile lui S. Mihlin [2] — [4], pentru lectura cărora sint necesare unele 
rezultate ale lui K. Friedrichs [1] si S. Sobolev [2]. (Același punet de vedere a fost reluat 
ulterior de B. Naimark [1].) Vezi si D. Eidus [1], [2] (problema mixtă); L. Sobolev [1] 
(algoritmul lui Schwarz In problema lui Dirichlet) şi lucrările legate de aceasta : S. Mihlin 
[3], $ 36; S. Kogan [1]; E. Nikolskii [1] (pentru problema lui Neumann); vezi şi — pentru o 
formă extrem de generală a algoritmului — I. Babuska [1]; in fine, H. Weyl (metoda proiec- 
\iilor ortogonale) si generalizarea dată acestui punet de vedere de către S. Teleman [1]. 
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Indicim «le asemenea un punct de vedere absiract-functional mai nou, în lucrărilor lui 
W. Prager şi J. Synge [1], J. Synge [1], reexpus de C. Pearson [2], capitolul 6. 

Aplicatiile si critica posibilităților diferitelor metode aproximative (a lui Ritz, a lui 
Galerkin, a celor mai mici pátrate etc.) sint — dintr-un punct de vedere modern —strins legate de 
chestiunea existenței soluţiilor, de posibilitatea aproximării si evaluării erorii etc. 

Printre monografiile consacrate special metodelor aproximative, indicăm (în afara lucră- 
rilor lui S, Mihlin deja citate) Chi Teh Wang [1] (cap. 6 si 7); L. Kantorovici şi V. Krilov [11, 
(cap. 4); H. Langhaar [2] (cu o analiză detailată a chestiunilor privitoare la ecuaţia lui Reis- 
sner — vezi mai jos, 8 7); L. Leibenzon [2] (destul de imprecis din punct de vedere teoretic, 
dar continind un mare număr de exemple). Chestiunea convergentei diferitelor metode de tip 
Ritz, Galerkin ete, utilizate în asemenea probleme, este examinată de W. Polski [1], [2]. 
A se vedea încă si lucrările indicate în $ 7, pag. 150, cu privire la metodele variationale, Pentru 
diferite metode numerice, a se vedea B. A. Bondarenko [1]; D. Vainberg si A. Siniavski [1]. 

Trimitem încă la indicaţiile din $ 8, paz. 150—151, si pentru problema plană, la cele din 
$ 6.20, pag. 431; $ 6.21, pag. 487; $ 6.25. 


Atit din punctul de vedere clasic, cit gi din cel abstract-funefional, 
chestiunea teoremelor de existență si a metodelor aproximative depăşeşte 
cadrul acestui volum. 


85. TEOREMA DE UNICITATE 


Sá presupunem că pe o cale oarecare am obţinut un sistem de funetii 
Mi £,, co, care satisfac atit ecuaţiile (1.1)—(1.3), eit şi anumite condiții 
la limită. Este firească întrebarea dacă aceasta este singura soluţie posi- 
bilă a problemei. Un răspuns negativ ar însemna că sistemul considerat, 
împreună cu condiţiile la limită insotitoare, nu descrie complet fenomenul, 


Problema unicitátli nu este banală. În special pentru corpuri care nu sint masive (coloane 
zvelte, plăci plane şi curbe), se poate ca, pentru anumite solicitări, două sau mai multe conti- 
guratii de echilibru să fie posibile. Acest fenomen e legat de pierderea stabilității unei anumite 
contiguraţii de echilibru. 

Importanţa teoretică și practică a teoremei de unicitate este foarte mare. Toate metodele 
ce duc la soluția unor probleme prin suprapunere de funcții astfel alese incit in definitiv să fie 
satisfácule atit ecuaţiile cit şi condiţiile la limită, se bazează tocmai pe valabilitatea ei. În 
particular, orice soluție găsită prin îmbinarea de soluţii după metoda inversă, sau cu ajutorul 
așa-numitei metode semi-inverse (vezi $ 6) va fi — în acest cadru — singura soluţie posibilă, 
Chiar metodele analizei funcţionale, care duc la construirea soluției ca sumă a unei serii de 
„funcţii coordonate”, au sens (printre altele) datorită acestei teoreme. În fine, există numeroase 
demonstrații de existenţă bazate pe aplicabilitatea alternativei lui Fredholm — aşadar in 
ultimă instantá tot pe teorema de unicitate, 


Teorema de unicitate : primele trei probleme fundamentale ale teoriei 
elasticității liniare pentru domenii mărginite au soluție unică, dacă poten- 
fialul elastic este o formă patraticá pozitiv-definitä (G. Kirchhoff [2] si 
[31, 827.9). 
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Să presupunem că avem de-a face cu problema mixtă și că această 
problemă ar avea două soluţii, notate respectiv cu (1) gi (2). Tinind 
seama de teorema superpozifiei efectelor (vezi $2, pag. 129), soluția-dife- 
rență care se obţine din (2.5), (2.6) pentru a, = —a, = 1, verifică ecua- 
tiile omogene ale elastieitátii, pentru date la limită nule, Notind cu w,, 
£,, 0, componentele acestei stári-diferen(á, avem deci 


: 9,4 = 0 (1) 
m 
ulg. = c, (t) lp — 0. (2) 
Să evaluăm pentru această soluţie integrala 
2 W PAY = W o, 5, V. (3) 
y 7 


Tinind seama de simetria tensorului tensiune şi de formula lui Gauss- 
Ostrogradskii (7.2.9), avem pe rind 


[je ar eon ar pt mar 


y y y 
(4) 
= if 7,4, nds — W G,;; 4, d V, 
i Ti 
adică, in virtutea relațiilor (2.3.3), (1) si (2): 
2 Wear = W a (uj uds — W c,,;u, dV = 0. (5) 
y i 


Dacă O este continuă (pentru aceasta, este suficient ea v, E CY), 
1 eC0(%)) si pozitiv-delinită, urmează O = 0, si deci 


£j £30, a;=0 în Y. (6) 
Bolufia-diferentá descrie deci o deplasare rigidă, și avem 

il) — £1) d). UI 

Ejj = Eg, O,j = Org. (T) 


Eventuala deplasare rigidă este de asemenea nulă în cazul problemei 
Dirichlet si al problemei mixte. Dimpotrivă, in problema lui Neumann, 
soluția este unic determinată numai abstracție fácind de o roto-translatie 
rigidă infinitezimală, caracterizată de 6 parametri. Putem asigura gi aci 
unicitatea, impunind condiții sup mentare care să permită reținerea, 
uneia din soluțiile posibile. Aceste condiții pot fi de exemplu de forma, 
apropiată de (4.1): 


jer = yj x wdV - 0. (8) 


138 ECUATIILE ELASTICITATII LINIARE Cap. 4 


Teorema de unicitate rámine valabilă pentru orice condiţii la limită 
pentru care solutia-diferentá satisface egalitatea 


le, ()-ullg = 0. (9) 


Cu referire la a patra problemă fundamentală, aceasta impune anumite 
condiții coeficientilor cj, by. 

Teorema îşi păstrează valabilitatea pentru 7^ nemărginit, pentru 
soluții care satisfac anumite condiții suplimentare la infinit (vezi M. 
Gurtin si E. Sternberg [2]; R. Knops [1]). 


Teorema de mai sus constituie în fond un caz particular de teoremă de unicitate pentru 
sisteme de ecuații eliptice oarecari, sisteme pentru care soluția problemei omogene, cu anumite 
date la limită omogene, rezultă a fi nulă. (Vezi de ex. C. Miranda [1], cap. 1.) Caracterul de 
elipticitate al ecuaţiilor elasticităţii poate fi demonstrat pornind tocmai de la faptul că poten- 
țialul elastic P este o formă patratică pozitiv-definità. (Vezi şi mai departe $ 12.) Aceasta im- 
pune În general anumite condiţii coeficienţilor ctt (vezi $ 3.7; vezi şi — într-un cadru 
mai general — M. Gurtin [1]). 


În particular, din rezultatul din $ 3.7, pag. 119, decurge următorul 
eorolar : primele trei probleme fundamentale ale elasticitátii liniare pentru 
corpuri, izolrope (eventual neomogene), aw soluții unice, 


Teorema lui Kirchhoff a fost generalizată (pentru corpuri izolrope) de T. Boggio [1]. 
Hecent, M. Gurtin şi E. Sternberg [1] au obţinut rezultate noi. Astfel, pentru problema lui 


i 1 
Dirichlet, unicitatea este asigurată dacă u = 0, v& F |. Rezultatele au fost extinse de 


aceiaşi autori, în [3], la cazul problemelor dinamice (vezi si M. Gurtin şi R. Toupin [1]). Ches- 
liunea a fost reluată de J. Bramble şi L. Payne [1] — [3], care ajung la concluzia că, pentru 


l 
unele proprietăţi speciale ale frontierei, unicitatea este asigurată, dacă mÆ 0, si y & E 1] 


(problema lui Dirichlet); ve ]— 1, 1—0,5 K (1 + K) ^! ], unde K este o constantă a domeniu- 
1 

lui, nulă dacă Z^ e stelat (problema lui Neumann); ve | = nl (problema mixtă), 

Menţionăm și rezultatele speciale ale lui R. Knops [2], [3] si extinderea teoremei de unl- 


citate dată de E. Sternberg si R. Eubanks [2] pentru cazul prezentei de forte concentrate. 


Pentru corpuri visco-elastice, vezi lucrările lui W. Edelstein şi M. Gurtin [i], 
F. Odeh si I. Tadjbaksh [1]. Problema unicităţii si non-unicitátii (bifurcatiel) soluțiilor în 
cazul teoriei neliniare este amánuntit studiată de R. Hill [2] — [5]. Vezi si C. Truesdell şi 
R. Toupin [2], § 8. 


Existenţa a diferite configurații de echilibru posibil pentru bare, 
pláei plane $i curbe ete., nu contrazice teorema de unicitate. Într-adevăr, 
configurația curbilinie de echilibru, caracteristică pentru fenomenul de 
flambaj care apare la depăşirea unei anumite sarcini critice nu poate fi 
descrisă de teoria liniară, deoarece unghiurile de rotaţie nu mai sint mici gi 
de acelaşi ordin de mărime cu deformatiile (vezi $ 1.10, pag. 61). Teorema 
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de unicitate arată numai că nu pot exista două soluţii distincte în cadrul 
teoriei liniare. 


Problema multiplicării configuratiilor de echilibru are o mare insemnătate practică, 
intrucit copurile la care ea se observă (in special corpuri nemasive) sint frecvent utilizate; 
fenomenul apare la sarcini cu mult sub cele ce produc trecerea In zona plastică sau distrugerea — 
şi el are totdeauna efecte catastrofale, 

Problemele siabililății echilibrului elastic şi ale flambajului sint studiate de N. Beliaev 
[2], capitolul 33 si 34; V. Bolotin [1]; M. Filonenko-Borodici et al. [1], volumul 1, ca- 
pitolul 14; volumul 2, capitolele 20 şi 21; A. Love [1], capitolele 18 şi 19; Iu. Panovko și 
I. Gubanova [1], partea 1; E. Popov [1]; 5. Timoshenko si J. Gere [1]. Vezi şi articolele lui 
A. Dinnik [2] ; B. Galerkin [2], volumul 1; L. Leibenzon [2], volumul 1; studiile de sinteză 
ale lui J. Geckeler [1], capitolul 10; H. Langhaar [1]; H. Ziegler [1]. Printre lucrările mai 
recente, indicăm M. Beatty [1|]; M. Biot [4], capitolele 3—5; J. Holden [1]; V. Manea [5]; 
C. Truesdell şi W, Noll [1], $$ 68 bis si 89, — privitor la teoria generală, precum si articolele 
lui L. Ersov şi D. Ivlev [1] şi A, Islinskii [1]. Vezi si indicaţiile din W. Prager [2], $ 10.4. 


În cadrul de valabilitate al teoremei de unicitate, fenomenul defor- 
matiei elastice este deci deplin descris de cele 15 ecuaţii (1.1)—(1.3) : 
alte relaţii independente care să lege între ele mărimile ce caracterizează 
starea elastică, nu pot exista. Acest fapt justifică denumirea de sistem 
complet dată sistemului (1.1)—(1.3). În cadrul teoriei liniare, orice soluţie 
a acestui sistem pentru condiţii la limită de tip (2.1)—(2.3) (s! unele 
condiții de tip (2.4)), este deci soluţia unică a problemei. 


$6. PUNCTE DE VEDERE SIMPLIFICATOARE 


Cu ipotezele din $ 0.4, ne aflăm deja la acea limită dincolo de care 
noi presupuneri ar duce la o descriere cu totul deformată a fenomenului 
real. Si totuși, rezolvarea problemelor fundamentale ale teoriei elasticitátii 
rămîne dificilă și nu a putut fi obţinută efectiv decit pentru destul de 
puţine cazuri. 

Dificultăţile provin atit din marele număr de funeţii gi relaţii, cit 
și din complexitatea condiţiilor la limită. Examinind posibilitatea de a le 
depăşi, B. de Saint-Venant a fost condus la formularea a două puncte de 
vedere simplificatoare extrem de fertile : metoda semiinvertă si principiul 
lui Saint- Venant. 


a) Metoda semiinversá 


În perioada de elaborare a bazelor teoriei elastieitütii (începutul 
secolului al XIX-lea) fuseseră neglijate metodele mai simple ale lui Euler, 
Bernoulli si alţii. Aceştia puseseră temeliile Rezistenței Materialelor por- 
nind nu de la relații generale verificate în masa corpului, ci de la anumite 
schematizări ale acestuia şi de la evaluarea (adesea inspirată de practică) 
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a mărimilor ce caracterizau starea sa. Desigur, puteau fi studiate astfel 
numai corpuri de formă destul de simplă (bare, plăci), supuse unor sarcini 
destul de simple, pentru a putea reduce problema la studiul comportării 
anumitor linii sau plane în care e presupusă concentrată toată masa corpu- 
lui, pentru a ,intui" aspectul anumitor componente ale deplasării sau 
tensiunii etc. 

Saint-Venant a reluat această tehnică în modul următor, Să presu- 
punem că datele de care dispunem ne permit să neglijăm unele componente 
ale stării elastice a corpului, sau să facem unele presupuneri asupra valorii 
lor. Dacă aceste presupuneri simplificatoare sint compatibile cu sistemul 
complet de ecuaţii si condiții la limită, atunci numărul funcţiilor și al ecua- 
țiilor poate fi redus in mod corespunzător. Soluţia sistemului astfel redus, 
împreună cu funcţiile a căror valoare am stabilit-o dinainte din alte con- 
sideratii, dă — în virtutea teoremei de unicitate — însăşi soluţia pro- 
blemei. 

Metoda a fost elaborată de Saint-Venant în studiul problemei tor- 
siunii și încovoierii barelor cilindrice (vezi A. Clebsch și B. de Saint-Venant 
[1], notă finală la $22). Aceasta a constituit prima aplicare importantă 
a ecuațiilor generale ale elastieitá(ii. 


Faptul că relaţiile astfel introduse trebuiesc verificate din punctul de vedere al compati- 
bilităţii lor cu ecuaţiile si cu condițiile la limilà (si eventual corectate In urma acestei verificări) 
deosebeşte meloda semiinversă de metodele de simplificare curent folosite în rezistența ma- 
Lerialelor. 

Utilizarea de soluții eventual aproximative, partial cunoscute, uneori cu precizarea și 
modificarea lor ulterioară, dă continutul concret al metodei şi o deosebește de simpla idee de 
rezolvare a ecuaţiilor .din aproape În aproape”. 

Privitor la chestiunea metodelor inverse şi semiinverse vezi şi P. Nemenyi [2]. 


b) Principiul lui Saint-Venant 


Se poate intimpla ca soluția sistemului (1.1)—(1.3) să fie relativ 
uşor de găsit pentru anumite date la limită, gi dimpotrivă, să nu poată 
fi obținută pentru alte date, numai cu puţin diferite de primele. 

Ideea firească a dependenței continue a soluţiei față de condițiile 
la limită (vezi $ 7.4) sugerează ca probabil faptul că modificări infinite- 
zimale ale datelor la limită sint permise; dar astfel de modificări nu ne 
sint aci de mare utilitate. 

Sá presupunem însă că moditicăm finit fortele superficiale aplicate 
pe o porțiune a frontierei, păstrind totuşi aceeaşi rezultantă şi moment rezul- 
tant. Evident, o astfel de operaţie nu este in general permisă *). 


3) Astfel, nu este indiferent dacă o sarcina de intindere e aplicată pe baza unci eprus 
vele, pe suprafața ei laterală, sau aproape de cealaltă bază. Vectorii tensiune sint vectori 
legaţi, şi operaţia ,,torsor'' nu are In teoria elasticitátii importanța exhaustivă din mecanica 
rigidulul. 
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Experiența arată însă că: 

Un sistem de forțe static echivalent cu zero aplicat pe o porțiune a 
frontierei, de diametru comparabil cu cea mai mică dintre dimensiunile 
corpului, produce deplasări, deformaţii si tensiuni apreciabile numai la 
distante de acelaşi ordin de mărime cu diametrul considerat, 

În aceste condiţii, putem deci înlocui un sistem de sarcini super- 
ficiale eu alt sistem statie echivalent lui, provocind perturbări numai 
local sensibile ale stării elastice. Altfel spus, principiul lwi Saint- Venant 
poate fi privit ca wn fel de teoremă de unicitate generalizată. 

Principiul a fost elaborat de către B. de Saint-Venant tot în studiul 
problemei torsiunii şi încovoierii barelor, presupunind că dimensiunile 
bazei solicitate sint mici în raport cu lungimea barei (vezi A. Clebsch şi 
B. de Saint-Venant [1], $28, si notele finale la 88 22 şi 28). 


Saint- Vernant sugerează si următoarea experienţă simplă : trasind pe un cilindru de cau- 
ciuc un sistem de generatoare si cercuri paralele şi stringind acest cilindru cu un cleşte (sistem 
statie echivalent. cu zero), obținem tensiuni locale mari (putind duce la sectionarea cilindrului), 
în timp ce la distante relativ mici de zona de aplicare a sarcinii, reteaua de cercuri şi genera- 
toare rămine vizibil nedeformală. 


O formulare a principiului, depăşind cadrul problemei cilindrului 
lung, este datorată lui J. Boussinesq [2]: „Un sistem de forte exterioare 
statie echivalent cu zero acționând asupra unui corp elastic si avind punctele 
de aplicaţie situate în interiorul unei sfere date, nu produce deformalii sensi- 
bile la distanţe de această sferă, suficient de mari în raport ew raza ei." 

Nu există încă o ,demonstrafie" a principiului — dar verificările 
experimentale par să-l confirme sistematic. (Vezi de ex. M. Frocht [1], 
vol. 2, $ 1.16.) Pentru diferite încercări de demonstrare a principiului 
sub forma sa clasică, vezi de exemplu C. Biezeno şi R. Grammel [1], 
$ 2.2, pet. 7; J. Goodier [1]; lord Kelvin şi P. Tait [1], pet. 728—729; 
M. Lévy [1]; S. Timoshenko şi J. Goodier [1], 88 18 81 47 ; O. Zanaboni [1]. 


R. von Mises [1] a dat o critică şi o formulare mai precisă a principiului; in particular, 
el a atras atenția asupra faptului că, în cazul unui corp mărginit, pentru a se putea compara 
efectul unei sarcini static echivalente cu zero cu cel al unei sarcini ce nu posedă această proprie- 
tate, trebuie să considerăm cel puţin două regiuni solicitate pe frontieră, Ulterior, E. Sternberg 
[1] a dat o demonstraţie a principiului, formulat astfel : ,, Sá presupunem că sarcinile care actio- 
nează asupra unui corp elastic sint aplicate numai asupra anumitor porliiuni ale frontierei, 
fiecare din acestea fiind interioară unei sfere de rază p, şi că densitálile acestor sarcini rámin 
finite pentru p — 0. În acest caz, tensiunile în orice punct fix interior corpului sint de un ordin 
de mărime mai mic în raport cu p, pentru p—>0, dacă sarcina pe fiecare porțiune solicitată a 
frontierei formează un sistem echivalenl cu zero — decit in cazul în care sarcina nu posedă 
această proprietate." Mai precis, Sternberg demonstrează că, în timp ce în general deplasările, 
deformaţiile $i tensiunile tind spre zero ca p* pentru p—0, — ele tind spre zero ca p? dacă rezul- 
tanta pe regiunea de solicitare de pe fontierá este nulă, respectiv ca pt dacă momentul rezul- 
tant e şi el nul. Un raționament similar conservă validitatea rezultatului chiar si în prezenţa 
sarcinilor concentrate; in acest caz, toţi exponentii amintiţi se micşorează cu 2, 
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Recent, R. Toupin [3] a reluat chestiunea, tinind seama de analiza sugerată de C. 
Truesdell [3]. Punctul sáu de pornire e constituit de teoria corpurilor cilindrice, cu posibili- 
táli de generalizare pentru corpuri oarecari. Rezultatele sint de tipul următor: energia 
(unitară) acumulată intr-un punet la distanța z de baza pe care este aplicat un sistem de sar- 
cini static echivalent cu zero descrește după o lege W(z) x. Wy exp [— (2 — D/z,], unde z, 
depinde de material si de forma cilindrului, iar | este lungimea cilindrului. (Material anizo- 
trop.) Pentru norma” tensorului E se obține o relație similară, (Corpuri izotrope.) Un studiu 
asemănător pentru cazul plan aparține lui J. Knowles [1]. În tine, H. Keller [1] obţine eva- 
luări oarecum analoge celor ale lui Sternberg, dar intr-o formulare mai generală, si studiuză 
şi comportarea in vecinătatea punctelor singulare. 

Mai sint incă de menţionat lucrările (contestate) ale lui G. Horway [1], [2] si W. 
Schumann [1], [2], precum si notele lui L. Donnell [1] si H. Matschinski [1]. Vezi de aseme- 
nea E. Deutsch [7]. 


Articolele de sinteză ale lui G. Djanelidze [3] și Z. Klebowski [1] 
furnizează o bogată bibliografie. Pentru indicaţii referitoare la cazul 
anizotrop, vezi E. Sternberg [4]. Rezultate pentru problema dinamică 
sînt date de B. Boley [2], [3]; V. Novojilov si L. Slepian [1]. O im- 
portantá generalizare la cazul corpurilor víseo-elastiee aparţine lui E. 
Sternberg şi 5. Al-Khozale [1]. 


Aplicarea principiului la corpuri care nu sint masive cere o prudenţă specială : astfel 
de exemplu, într-o placă subțire plană sau curbă solicitată de un sistem de sarcini static echi- 
valent cu zero aplicat pe supralața laterală, se pot pune în evidență efecte ce se propagă in inte- 
rior la mari distanţe. (A. Goldenveizer [1], 4 6.11; V. Vlasov [3], $ 12.6.) Pentru o analiză a 
principiului eu aplicatie la astfel de corpuri, vezi P. Naghdi [1]. 


În cazul problemei antiplane, vom reveni asupra acestei chestiuni 
în $ 5.10. (Pentru torsiunea barelor de secţiune variabilă, vezi si G. Polojii 
[1].) Pentru cazul problemei plane, vezi $6.11. 

Principiul lui Saint-Venant a condus la ideea mult mai generală a 
satisfacerii aproximative a condiţiilor la limită (inclusiv a celor formulate 
altfel decit în tensiuni): verificare numai în unele puncte ale frontierei, 
verificare integrală, sau în medie patratică ete. Pentru unele exemple, 
vezi L. Leibenzon [2] („Metode variationale", cap. 6). 


Metoda semiinversá şi principiul lui Saint-Venant, avînd iniţial 
un cîmp de aplicare restrins, ocupă acum, sub diferite forme, o poziţie 
dominantă în toate problemele privitoare la rezolvarea efectivă a ecua- 
fillor elasticitátii. 


$ 7. ECUATIILE VARIATIONALE ALE ELASTO-STATICII 


Numeroase fenomene pot fi descrise atit prin ecuaţii diferenţiale, 
cît si prin ecuaţii variationale (adesea reprezentind condiţii de extremum 
pentru anumite integrale), Amintim în acest sens exemplul principiilor 
variationale ale mecanicii analitice. 
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Aceasta conduce la studiul anumitor funcţionale (de obicei, integrale 
ce depind de anumite funcţii) şi al ecuaţiilor lui Euler corespunzătoare 
(vezi de ex. R. Courant si D. Hilbert [1], vol. 1, 5 4.10). 

Cele mai importante ecuaţii variationale clasice ale teoriei elasti- 
citátii sint cele ale lui Lagrange si Castigliano. Vom studia aci ecuaţia 
lui E. Reissner [4], [8], [9], care le cuprinde drept cazuri particulare. 


a) Ecuația variaţională a lui Reissner 


Să considerăm ecuaţiile (1.5)—(1.8) unde, peniru simplitate, vom 
serie e; în loc de HOT + w;,). Sistemul complet de ecuații este 


Cai + F, = 0 (1) 
si 

9, — 00/32, (2%) 
sau încă 

ay = Oli Sj (27) 


unde F, sint funcții de punct, iar ÔÊ este o functie cunoscută de derivatele 

lui « in (2^, respectiv de 2 în (2') (eventual, și funcţie de punct). 
Ne limităm aci la cazul liniar (d — funcţie patratică şi omogenă), 

dar amintim că ecuaţiile (2') sînt valabile si în cazul neliniaritátii fizice. 
Ecuațiile (1), (2) trebuie integrate pentru valorile la limită 


V. | ge = is (3) 
Oni | get = fi k (4) 


Sá presupunem că nu cunoaştem cele 9 funefii w,, o, care verifică 
toate aceste relaţii, dar cunoastem o familie de funcții &,, G, care satis- 
fac numai unele dintre ele 3). Se cere să găsim o metodă pentru a alege 
dintre aceste funcții, pe acelea care satisfac toate relaţiile (1)—(4). 

Vom admite numai că toate functiile t, Sa sint destul de apropiate 
de soluţia w, cy, pentru ca să putem serie 

U = U F dy 6, = Gy + 80, (5) 


unde variațiile ŝi, oy sint mici, şi în niei un fel legate între ele. 
Dacă am cunoaşte o expresie depinzind de u,, cy — asadar o 
funcțională % — J(u, 2) — în aşa [fel încît pentru 47 = th, 9, = o, 





*) Semnul — are desigur cu totul alt sens aci decit în $ 1.10, 


144 ECUATIILE ELASTICITATII LINIARE Cap. 4 


ea gà posede anumite proprietăţi staţionare, problema (1)—(4) ar fi redusă 
ja o problemä de calculul variațiilor. Scriind po 5$ sub forma 


3-30, 3) = = 939 + a, (6) 


unde 53 este termenul liniar în 3w,, Soy, iar i 52% este cel patratie, 


urmează că pentru 4, = Wi, Gu = c, và trebui să avem §9 — 0. Dacă 
punctul staționar este chiar un extremum, 52 va trebui să păstreze un 
semn constant în vecinătatea sa. 

Să începem prin a căuta prima variaţie 53 sub forma — evident 
nală pentru soluţia problemei (1)—(4) — 


My = hi W [9,4 tF] bu AV HS [s —99/ó cu ] Boy dV + 
y y " 
(1) 
dde (| Lw, — 94] 80,48 + X, J [ou — f] 8u d8, 

g' g" 
unde k, sint coeficienţi încă necunoscuţi, gi unde folosim parantezele drepte 
gi acoladele pentru a nota factori în produse, rezervind pe cit posibil 

parantezele rotunde pentru argumentele funcțiilor. 
Să amintim relația (5.4) sub forma 


( os, dV = (| seas - f su a dV, (8) 
y gag 
si relaţiile similare ce se obțin pentru perochile (30, 14) 5 (Su, 0u,) ; 
(8o, ôu). Tinind seama de simetria tensorului tensiune si de (3.6.5), 
avem 


c (Bt ),, a, 5 [(3u),, + (8u)),] = udt (9) 


astfel că relația (8) scrisă pentru (cp, 9w, devine 
W c, Se, dV = (| o, Su, d8 — We a, Su dV. (10) 
pp 


d db cs n 
Introdueind (10) in (7), obtinem deci: 


8i s Wi [—1,6,85,, T kF eth 4- ks, do, — klO oy] ĉc pt dV JL 
n^ 
a u {k3 [44 — Ml SS fu 2,,94,) dS + (11) 
Py 
T V tao, dec fil A 25 K460,,9u,] dS. 


pe 
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Putem reduce aci unii termeni, şi putem pune alţi termeni sub forma 
unor expresii duale in 3e, și oy Sau ào,, Şi 9w,, dacă alegem A,—K, = 
= — ], k= k, = 1. Cu aceasta, (11) devine 


R) m Wo. dej £,,99,; — [90/0 o] 8o, — F, du) dV = 
y 


| | (12) 
— | [td on 4- 0,,9u,] d8 + J JÈ Oni dS — Jl J du. dS, 
ge go g” 
ceea ce arată că functionala 3 trebuie aleasă sub forma 
tu D= W Love, — 902 F, ular — 
ne 
(13) 


— | Tpi [44, — gi] d8 — V wu, f,d8. 


pe pr? 


Într-adevăr, introdueind aci (5) si efectuind calculele din (6), obti- 
nem evident pentru 95 expresia (12). (Desigur, márimile F, f,, g, nu va- 
riazá.) 


Fácind uz de (8), funetionala (13) mai poate fi scrisă sub forma 
Ps . 
$06) —— Wes, + Piu + ODay + 
y 
14 
+ ffon as + Ente — fas, ie 
ir? ger 
Expresia jy astfel găsită este functionala lui Reissner. 


Pentru 33 avem, pe lingă (12), si forma ce rezultă direct 'din (7) 
pentru valorile considerate ale coeficienţilor k,: 


RN Wes, + Pa ua + Wis, Sc, — [00/05,] 855,1 dY — 
ra E a 


- MC = gie 48 + (Lo. — f ]3«, 8. (15) 
ge g 
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Mai departe, efectuind calculele necesare pentru scrierea termenului 
> 523 din (6) (inclusiv dezvoltarea in serie Taylor a funcției D (E--52), 
obținem din (13) 





_ ü 0d 
nae tiim — a Me inar = 
La 
— pi W 8 c,, 0M, dS. Me 
o 


"a 
Or, întrucit este o formă patratică și omogenă, avem 








i Ea 5 dau] 8o, = 20(35). (17) 
o, 


do, 
Seriind acum relaţia (8) pentru mărimile (36,, du), obținem 


Was ss ar - Îi So du di — f oo. Bu AY, (18) 
y gage i 


astfel că introducind acum (17), (18) in (16), căpătăm 


ay — 2 Ws), du, + 0 (33)]dV +2 ED dS. — (19) 
ri en 

Acum este uşor de văzut că rezolvarea problemei (1) —(4) este echi- 
valentá cu găsirea funcțiilor 4,, c, pentru care 3 ia o valoare staționară. 

Într-adevăr, pentru orice funetii œ, c, care verifică (1) —(4), din (7) 
rezultă è% = 0, oricare ar fi variațiile 8u,, 5. Reciproc, dacă funcțiile 
6, dau functionalei lui Reissner o valoare staționară (aşadar 53 = 0) 
pentru orice variații 9w,, 8o,, atunci din (7) urmează că aceste funcții 
verifică (1)—(4). 

Acest argument este desigur numai formal. El poate fi justificat 
cu ajutorul lemei fundamentale a calculului variațiilor (vezi de ex. E.Gour- 
sat [2], $ 619; V. Smirnov [2], vol. 4, pet.62) dacă &, € C^, 5,,e CO'. Pentru 
funcționale mai particulare, raționamentul necesar este dat de I, Sokolni- 
koff [2], $ 106. 

Valoarea staţionară a lui 33 nu este cu necesitate un maxim sau un 
minim : din (19) se vede cá 323 nu păstrează un semn constant. 

Ecuația lui Reissner poate fi folosită fără a impune funcţiilor 4€, 5, 
nici o condiţie prealabilă ; in particular, aceste funcții nu trebuie să 
fie în nici un fel legate între ele. Aceasta extinde cimpul de aplicare al 
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metodei. Dar se înţelege cá problema se simplifică dacă cel puţin unele din 
relațiile (1) —(4) sînt a priori satisfăcute, prin însăși alegerea funcţiilor 
4, G,. 


b) Principiul de minimum pentru deplasári 


Sä presupunem că toate funcțiile w,, c,, verifică ecuaţiile fizico-geo- 
metrice (2"'), iar funcțiile &, satisfac şi condiţiile la limită de tip Dirichlet 
(3). Aceasta revine la a spune că componentele tensiunii 5, sint definite 
prin intermediul componentelor deplasării w,, iar familia acestora din 
urmă este aleasă în așa tel, încit condiţiile la limită în deplasări să fie a 
priori verificate. (Un astfel de cimp de deplasări se zice a fi cinematic 
adimisibil.) Despre ecuaţiile de echilibru (1) si condiţiile la limită in ten- 
siuni (4) nu se face nici o presupunere. 

Tinind seama de relaţiile (5) în (2") & (3), obţinem uşor 

à [09 
6E, = ——- poe: (20) 


i Be, L96, 
Su, | 5. = 0. (21) 


Relaţiile (2") sint echivalente — in cadrul teoriei liniare !— cu (2"), 
şi deci componentele 5, pot fi privite ca explieitate prin intermediul deri- 
vatelor parţiale ale funcţiilor «,. Să transeriem toate mărimile ce apar 
în (13) prin intermediul componentelor &,, tinind seama că c, (E) E, = 

Pai 
= 20(E) si că [u, — gig, =0. În acest caz, functionala 3 va depinde 


numai de componentele &,, si va lua forma 


$380) = Wed) — Pa ay — (| f as. (22) 
ag pri 

Tinind seama de relaţiile (2") si (3) în expresia (15), avem 

3 IP W Loy; + FJ 5ujdY. + WLes — f] du, 48. (23) 
y^ g" 
Tot astfel, introducind (3.7.11), (17) si (21) în (16), căpătăm 
B5 —9 We (85) dV 0. (24) 
y 


Prin urmare, soluția problemei (1)—(4) este nu numai o valoare 
staționară, ci chiar un minimum al funetionalei in deplasări $.. 
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Reciproc, dacă în mulțimea funcţiilor 3i, am găsit soluţia v, a problemei 
de extremum pentru functionala Ş,, atunci tensiunile c, definite de această 
soluție prin intermediul relaţiilor (2") verifică atit ecuaţiile de echilibru 
(1), cît şi condiţiile la limită în tensiuni (4). 

n cazul particular S = 5^" (condiţii la limită formulate numai in 
tensiuni), sîntem conduși la ecuația rariationalá a lui Lagrange : 


Poen ar — pm av — a | n o (25) 


Amintim că componentele lui E trebuie explicitate aci prin inter- 
mediul celor ale lui w. Funcțiile ?, nu trebuie să satisfacă niei o condi- 
ţie prealabilă. 


c) Principiul de maximum pentru tensiuni 


Fie dat acum un sistem de funcţii s,, care verifică ecuaţiile de echili- 
bru (1) şi condiţiile la limită de tip Neumann (4). (Un astfel de cimp de 
tensiuni se zice a fi static admisibil. 

Tinind seama de relaţiile (5) in (1) 8i (4), obţinem desigur 


(5 Cy) = 0, (26) 
Culp AS 0. (21) 


Introducind (1) şi (4) în (14), căpătăm o expresie care depinde numai 
de s,: 


$33 = -W o ar con as. (28) 
y g" 
Tot astfel, din (15) obtinem 
33, = W [s, — 30/3c,] 3o, AV — jJ [w — g] dou. — (29) 
y d 
În fine, introducind (26), (27) in (19), deducem 
ie d un 
Ba, = - 2 0 eD ar « 0. (30) 
F 
Prin urmare, soluția problemei (1) —(4) este nu numai o valoare sta- 
tionará, ci chiar un marimum al functionalei in tensiuni Ig. 


Reciproc, dacă în mulţimea funcţiilor 5, am găsit soluţia c, a proble- 
mei de extremum pentru functionala Ş,, atunci sînt automat satisfăcute 
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relațiile (2^), iar deplasările w, definite prin intermediul acestor relaţii 
verifică şi condiţiile la limită (3). 

În cazul =" (condiții la limită numai în deplasări), sintem con- 
duşi la ecuaţia variațională a lui Castigliano : 


3 |a (X) ay — (i Sa, as | =Ü, (31) 


F 


Funcțiile c,, nu trebuie să satisfacă in acest caz nici o condiție prea- 
labilá. 


OBSERVATIE. Expresia (22) — si ecuatia (25) ce derivă din ea — sint identice cu cele 
ce se obtin in teoria ce are ca punct de pornire integrala energiei. Dimpotrivă, expresia (25) 
— şi ecuația (31) — nu au echivalent. Libertatea mai mare în alegerea funcţiilor T p 5, , din 
punctul de vedere al proprietăților lor la limită constituie unul din avantajele metodei lui 
Heissner. Pentru comparaţie, vezi 5. Mihlin [4], finele $ 4.26, 


Notind eu $ valoarea funetionalei lui Reissner pentru W, =t, 6,,— c,,, 
eonchidem desigur că pentru orice sistem de funcții 7,, 0,,, avem 


Sae ur a (32) 


Metoda variafionalà constă deci in descompunerea problemei in 
două etape : alegerea funcțiilor &,, 5,, şi rezolvarea problemei 373 = 0 
corespunzătoare. Rezolvarea acestei din urmă probleme echivalează cu 
o ,,triere" a funcţiilor &,, G, , operaţie în urma căreia se rețin numai acelea 
dintre ele care verifică (1)—(4). 

În cazul ecuaţiei lui Lagrange, această operaţie de triere asigură în 
mod automat verificarea ecuaţiilor de echilibru s? a condiţiilor la limită în 
tensiuni. În cazul ecuaţiei lui Castigliano, ea asigură veriticarea condi- 
ţiilor la limită în deplasări, precum şi cea a ecuaţiilor fizico-geometrice 
(vezi şi Observatia de mai sus). Întrucît sistemul (1), (2) este echivalent 
cu sistemul complet al ecuaţiilor elasticităţii, rezultă că verificarea ecua- 
fiei lui Castigliano trebuie să garanteze implicit verificarea condițiilor lui 
Saint-Venant. Acest fapt a fost demonstrat de R. Southwell [1], [2] 
(vezi şi L. Leibenzon [2], „Metode variaţionale”, $ 1.8); mai recent pe 
aceeaşi temă, vezi K. Washizu [2]. 


d) Concluzii 


În ce priveşte tehnica de rezolvare a problemei 8 3= 0, ne márginim 
la citeva indicaţii. Funcţiile w,, c, se caută sub forma de dezvoltări in 
serie de funcții cu proprietăți destul de simple („funcții coordonate”), 
iar coeficienții acestor dezvoltări se determină tocmai din condiţia 31Y —0. 
In felul acesta, problema valorilor staţionare ale funcționalei lui Reissner 
(sau Lagrange, sau Castigliano) este înlocuită printr-o problemă similară 
pentru o funcție de o infinitate de variabile : coeficienţii de pe lingă funcţiile 
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coordonate. În cazul teoriei liniare, aceasta conduce în ultimă instanţă la 
rezolvarea unor sisteme infinite de ecuații algebrice liniare. 

Pe această cale se pot obține soluții aproximative, precum gi —demon- 
strind convergenta seriilor astfel introduse si studiind proprietățile sumelor 
lor— teoreme de existență. 


Sub diferite forme, ecuaţiile variationale sint examinate de C. Biezeno si R. Grammel 
[1], cap. 3; P. Papkovici [4], cap 14; I. Sokolnikoff [2], cap. 7; S. Timoshenko si J. Goodier 
[1], capitolul 6 şi Anexa. În lucrări mai recente, vezi P. Germain [1], capitolul 8; C. Pearson 
[2], capitolul 7; W. Prager [2], $ 8.6: C. Truesdell si W. Noll [1], $ 88; C. Truesdell si 
R. Toupin [1], $88 231—238, Vezi încă şi monografiile indicate in $ 4, pag. 136. Pentru anumite 
chestiuni speciale, vezi J. Radok [3] (probleme plane); D. Rüdiger [1], [2] (generalizarea 
punctului de vedere al lui Meissner); M. Gurtin [4] si Yu Chen [1] (elasto-dinamica) ; L. Ka- 
cianov [3] (plasticitate). 


$8. SISTEMUL ECUAȚIILOR ÎN DEPLASĂRI 


a) Corpuri neomogene si anizotrope 


Să amintim ecuaţiile statice sub forma (1.2) şi ecuaţiile geometrice 
sub forma (1.1). Introducind (1.1) in legea lui Hooke (1.3), putem serie 
sistemul complet de ecuaţii sub forma simbolică (vezi (2.4.11) ; ,,tens'* este 
un operator diferențial liniar de primul ordin) : 


div $ +F=0, J, = tens t, (1) 


ceea. ce echivalează eu relaţiile (1.5) —(1.8). 
Detinind produsul à doi operatori prin aplicarea lor succesivă, obti- 
nem ecuaţiile în deplasări sub forma 


div tens tu + F = 0 (2) 
sau incá 
Ww = F, (3) 
unde 9( — —div tens este produsul celor doi operatori considerați. 


Tinind seama de (1.1)—(1.3) si de relaţiile de simetrie pentru ej 

Și ,, înmulțind cu versorii îi, ai axelor Ox, si sumind, obţinem pentru (3) 
forma 

Leii tal d, + F — 0, (4) 


ceea ce dá forma explicită a operatorului M, numit operatorul lui Lame 
(pentru corpuri neomogene si anizotrope). 


OnsERvATIA 1. Se poate demonstra că operatorul div este (in sensul teoriei operatorilor 
liniari în spatii Hilbert) conjugatul operatorului tens pe mulțimea vectorilor ce satisfac una 
din condițiile la limită (2.1) — (2.3). De aci rezultă posibilitatea de a face uz in teoria elas- 
ticitátlii de metoda numită „a proiecţiilor ortogonale”, inclusiv de a demonstra pe această 
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cale teoremele de existenţă pentru primele trei probleme fundamentale. (Vezi S. Mihlin 
[4], $$ 48—54; S. Telman [1]; HL Weyl [2].) Această descompunere a operatorului X 
este analogă cu descompunerea A — div grad, si este ușor de transpus aci teoria corespun- 
zătoare a ecuaţiei lui Laplace. 

Pe de altă parte, se poate demonstra (făcînd uz de faptul că O este o formă patratică 
pozitiv-delinită) că operatorul Y este pozitiv-definit pe aceleaşi mulțimi de vectori. De aci 
rezultă posibilitatea de a rezolva aceleaşi probleme (teoreme de existență si metode aproxi- 
mative, inclusiv convergenta lor) prin metoda lui Ritz (vezi S, Mihlin [2]— [4]). 

Acestea sint principalele căi abstraet-functionale spre studiul ecuațiilor elasticitàtii, 
În practică, ele apar adesea legate de unele din ecuațiile din 8 7. 


Dacă 7^ este omogen, structura operatorului ?[ se simplifieá : tinind 
seama că ($7; = 0, ecuaţia (4) devine 


e "t. ik i, d F — Ü, (5) 


b) Sistemul ecuatiilor lui Lam? pentru corpuri 
omogene si izotrope 


În acest caz este mai comod să stabilim direct ecuațiile corespunzá- 
toare. Anume, introdueind (3.3.18) in (1.2) si utilizind (1.1), obținem pe 
rind (observind că 0 = «, ): 


Cy; = AU E pus H pua mm 93589 EAF g) ue 
Întrucât (A + u)/u = (1 — 2v) !, sistemul (1.2) se poate serie 


Us cb A= 2v) tw, -F p EE, — 0, (6) 
sau încă, sub tormă vectorială : 
Au -+ (1 — 2v)7! grad div u +- p1 F =Ù. (1) 


Acestea sint ecuațiile lui Lamé (pentru corpuri omogene și izotrope), 
stabilite de către G. Lamé si B. Clapeyron si publicate in 1828. Pornind 
de la considerații asupra forțelor intermoleculare, ele fuseseră obținute încă 
in 1821 de către L. Navier [1], dar numai în cadrul teoriei rariconstante 
(= p). 

: MM 2, Ecuațiile (7) isi pierd evident sensul pentru v = 0,5. Dar în acest caz, avem 
şi B = div u = Ü (vezi $ 3.4, pag. 92), ceea ce reprezintă o nouă ecuație. Sistemul modificat 
ce se obține pentru această stare-limită a fost intens studiat, inclusiv pentru cazul teoriei neli- 
niare, al corpurilor neomogene ete, Vezi de exemplu J. Fuka [1], J. Goleeki [1], L. Tolo- 
konnikowv [1]. 


Sistemul (7) este un sistem de trei ecuaţii cu derivate parțiale de al 


doilea ordin, liniar, cu coeficienți constanti. Comparind ecuaţiile (7) cu 
(3), rezultă că pentru corpuri omogene si izotrope avem 
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¥ = — diy tens = — p [A+ (1— 2v)? grad div]; (8) 
așadar, operatorul lui Lamé are in acest caz o formă extrem de simplă, 


Se pot da uşor unele forme echivalente ale ecuațiilor (7). Anume, utilizind operatorul 
„nabla“ al lui Hamilton, avem mai intii 


divu= Vu; grado — Ve; Ap=divgrade = V: Vs, (9) 
şi cu aceasta (7) ia forma 
BIV Vuta tY V-aj 4 F-0. (10) 


Tinind seama că grad div u = rot rot w + Au, obţinem din (7) 
1 m 1 ; 
u |^ w + 74 — v) l rot rot «| 4 z“ — 2y d =y tF =D. (11) 
In fine, scăzind (11) din (7) amplificată cu u, căpătăm 
1 " 1 " 
p | eraa div u — zu — 2v) (1 — v) rot rot «| Ter — 2) (1 — y) F=. (12) 


Prezenta aei a operatorului lui Laplace nu e intimplátoare, Acest fapt 
va juca ulterior un rol esențial. (Vezi mai departe $$ 10, 12 și 7.4.) 


$9. SISTEMUL ECUATIILOR ÎN TENSIUNI PENTRU CORPURI 
OMOGENE ȘI IZOTROPE 


Stim deja (vezi $ 1) că ecuaţiile în tensiuni sînt alcătuite din ecuaţiile 
de echilibru (1.2) s? ecuaţiile de compatibilitate (1.9.12) transcrise în ten- 
siuni prin intermediul legii lui Hooke (1.4). Vom considera aci numai 
cazul corpurilor izotrope şi omogene, şi prin urmare vom ţine seama de le- 
gea lui Hooke (3.4.18) 


1 
Y oj (1) 





b, 
e= = 1: 
í "ii. EN 


în condiţiile (1.9.12), pe care le vom serie (intervertind k cu j) sub forma 
Eui F Exe — Emin 77 Ego = 0: (2) 
Aceasta dă ecuaţiile de compatibilitate sub forma 


Gij, hk E Oki — Ting ^ Uik —— 


= [v/(1 + v)] [yO tH 9,0, — Ba 2. — 949,4]. (3) 
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Aceste ecuaţii sint foarte ineomode— dar pot fi simplificate cu aju- 
torul ecuaţiilor statice (1.2). Într-adevăr, dacă in (3) luăm A = k, căpătăm 
mai întâi 

Cina T Cay 77 Ca 77 Op. 77 
= [v/i + v] [ 9, Sur 8,, Oa m Qj — 8,9 4], 
sau incă, după calcule elementare — în care se fine seama de faptul că 


03]0z,0z, = ^, cu =0, 5, —3, precum şi de ecuaţiile (1.2) deri- 
vate în raport cu x, și z: 


Ac, + (1 -- v) Oi, = v(14- ) 8, AO— F;, — Pie (4) 
Pentru a calcula pe AO, este suficient să luăm aci i = j, de unde 
AO = —(1--v)(1—v) F,. (5) 
Introducind (5) in (4), obținem ecuațiile 
Ac, + (1 +y) 0y = —v(1—vy'&,divF—7F,,—F,,, (6) 


ceea ce se mai scrie şi sub forma 
-—1 ccs d e 
Gia T (i - v) Cup = y (1 — v` à;, P -— P. — dit (7) 


(Desi oarecum inconsecventă, utilizarea simbolului A e comodă.) 

Acestea sint ecuaţiile de compatibilitate în tensiuni (pentru corpuri 
omogene si izotrope), numite de obicei ecuațiile Beltrami-Michell. Ele au 
fost obținute de E. Beltrami [1] (pentru F = 0), şi ulterior de J. Michell 
[1] (pentru F Æ 0). 

Sistemul ecuaţiilor in tensiuni pentru corpuri omogene şi izotrope 
este deci alcătuit din ecuaţiile (1.2) şi (6). Rezolvindu-l, căpătăm valori 
ale deforma(iei pentru care ecuaţiile geometrice pot fi integrate. (Dacă 
7^ este multiplu conex, trebuie să verificăm şi condiţiile (1.9.17).) 

Dacă ecuaţiile (6) sint identie verificate (de ex., dacă F= const., 
iar tensiunile sint funcţii liniare de coordonate), sistemul ecuaţiilor in 
tensiuni se reduce la ecuaţiile statice (1.2). Astfel de probleme se numesc 
„elementare”. Unele din ele au fost examinate în $ 3.4 ; asupra altora vom 
reveni in § 5.5. Vezi încă exemple în S. Timoshenko si J. Goodier [1], 
capitolul 10. 


$10. PROPRIETĂŢI GENERALE ALE SOLUȚIILOR 


a) Reducerea la ecuații omogene 


" Sistemul (1.1) —(1.3), sau (8.7), sau (1.2) şi (9.6), de rezolvat eu con- 
ditiile la limită (2.1) —(2.4), este un sistem neomogen. În practică, forțele 
de volum sint adesea neglijabile, sarcinile pe frontieră jueind rolul princi- 
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pal. Mai mult încă, se poate ajunge întotdeauna la studiul unui sistem 
omogen, 

Într-adevăr, fie că am găsit o soluţie particulară a sistemului neo- 
mogen. Dacă ea satisface și condiţiile la limită, aceasta este însăşi soluția 
—in virtutea teoremei de unicitate, În caz contrar, să o notăm cu indicele 
(^, şi să căutăm soluţia problemei sub forma 


Uh, (t £y del, Oy oh t oh. (1) 
În virtutea liniarităţii ecuaţiilor, rezultă (ea și în $ 5) că funcțiile 
uf, t5, 0, verifică ecuaţiile (1.1)— (1.3) omogene. În virtutea liniaritátii 
condiţiilor la limită, avem de exemplu din (2.3) si (1) : 
w-g—wis, ew) = f — e.g. (2) 
Prin urmare, dacă soluţia (^) este cunoscută, problema se reduce la 
determinarea soluţiei (0) a ecuaţiilor omogene, cu datele la limită modifi- 
cale din (2). 
Dacă cunoaștem un sistem de funcții ce verilică conditiile la limită, fără a verifica si 


ecuațiile problemei, un raționament analog conduce la o problemă cu ecuaţii neomogene, $i 
condiții la limită omogene. 





Soluţia (^) are un mare grad de arbitrar— ee permite de altfel deter- 
minarea ei relativ simplă. De aci rezultă un grad de arbitrar similar în 
determinarea soluției () corespunzătoare, căci numai suma lor trebuie să 
fie unică, 

Aceste raționamente rămin valabile peniru corpuri neomogene și 
anizotrope. 


EXEMPLE. 1^ Forla graviluțională. Alegind drept axă Oz, verticala ascendentă, 
avem F, = — pg 8,4. Ecuațiile (9.6) sint deci omogene. Alegind drept soluție (>) 
Gia = PO Xj, Gji = Ols = Gja = 033 = Gh =U. (3) 


ecuaţiile (1.2) si (9.6) sint verificate. Determinind — dacă este cazul— componentele corespunzá- 
toare ale deplasării, si introducind soluţia particulară (3) in (2), obținem condiţiile la limită modi- 
ficate pentru problema cu forte de volum nule, 

2^ Forja iner[ialà datorată rotației in jurul unei axe. Notind cu Ox, axa de rotație şi cu 
€ viteza unghiulară, corpul poate fi privit ca aflindu-se în echilibru, sub acțiunea unei forţe 
de volum de componente : 


F= pote Fy = patty, Fy=0. (4) 


Introducind (4) în ecuaţiile mi Lamé (8.7), observăm că componentele solu| ici particulare 
pol fi căulate sub forma unor polinoame de grad trei. Alegind 


ua L. i 
n} = ax] + briza + erg + drj, ui = eri + [riza + gară + had, up — 0, (5) 


şi introducind in (8.7), constatăm că a treia ecuaţie este identic verificală, iar primele două 
dau 4 ecuaţii pentru cele 8 constante a, 5, ..., h. Lulnd de pildă e = g = b = d = 0, a — h, 
t = f, obţinem 


a= h= 0, € m [5 — — ——— ar (6) 
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Introducind (6) in (5), dispunem de soluția căutată, si putem serie condiţiile la limită 
modilicale (2). 


Exemplele de mai sus sugerează de a reprezenta in general PF prin polinoame (dacă 
aceasta este posibil), sí a căuta soluția particulară tot sub formă de polinoame. O soluţie exactă 
a ecuațiilor lui Lame neomogene va fi dată la [inele $ 7.9. 


b) Biarmonicitatea componentelor stării elastice 


În cele ce urmează, putem deci considera că forțele de volum sînt nule. 
(Vom lua F =£ 0 numai dacă aceasta nu complică raționamentul, sau pune 
în evidenţă unele proprietăţi importante.) 

Pentru F — 0 (sau chiar F — const.), relaţia (9.5) se reduce la 


AO = 0. (1) 
Tinind seama de (3.3.22), urmeazá cá avem si 
AD =0. (8) 


Prin urmare, pentru forte de volum constante (in particular : nule), 
invarian]ii liniari ai tensiunii si deformației sint functii armonice. Aplieind 
operatorul lui Laplace in primul membru al ecuaţiilor lui Lamé (8.7) omo- 
gene, precum si al ecuaţiilor Beltrami-Michell (9. 6) pentru P = const,, 
deducem 

AA, = 0, (9) 


Aia, — 0. 10 
i ) 


Prin urmare, pentru forțe de volum constante (eventual nule), 
componentele stării elastice sint functii biarmonice. 

Caracterul biarmonie al soluţiei este propriu corpurilor omogene şi 
izolrope. Acest fapt este fundamental. El subliniază rolul ecuației biar- 
monice în teoria echilibrului corpurilor omogene si izotrope, rol analog 
celui al ecuației armonice în studiul fluidelor ideale incompresibile. El 
sugerează posibilitatea de a face uz de unele metode încetățenite in hidro- 
dinamică, şi pune totodată în evidență gradul de complexitate sporit al 
problemelor matematice ale teoriei elasticităţii, chiar în varianta sa cea 
mai simplă. 


Totuşi, existenţa unei relații de tipul cele] din (9) nu este specifică corpurilor omogene 
şi izotrope. Într-adevăr, limitindu-ne pentru rațiuni de simplicitate la cazul corpurilor omogene, 
cu F=0, si introducind operatorii 


Suec (Pdr Ox), (11) 
pulem transcrie ecuaţiile (8.5) sub forma 
Tia Uy = O. (12) 


Sá examinàm sumar cazul i, h, j, k= 1, 2: 
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Pentru a elimina pe i sau ua din acest sistem, este suficient să „ampliticăm”” prima ecualie 
(13) eu Fpp pe cea de a doua cu Fhe şi să le scădem membru cu membru, Întrucit cit sint 
constante — și deci operatorii D sint permutabili — se obține ecualia de ordin patru 
(Tin Tea — Ta Ta) = 0, şi o ecuaţie identică pentru tia 

În cazul i, j, h k= 1, 2, 3 s-ar deduce — după eliminarea lul ui, — două ecuatii de 
ordinul patru ; eliminind apoi pe up, nu se obține o ecuatie de ordinul opt, ci numai una de or- 
dinul şase, datorită faptului că toli termenii cápálati contin iu „factor operatorul Tyg 

În fapt, lucrurile se petrec ca şi cum (13) ar fi un sistem algebric, a cărui solutie există dacă 
și numai dacă Det [D] = 0. De aci rezultă că toate componentele u, — și deci, după derivare, 
orice componentă n a stării elastice — verifică ceualia liniară de ordinul șase, cu coeficienți 
constanti : 


Det [T p] u = 0. (14) 


Rezultatul din (9), (10), desi esențial mai simplu, nu este decit un caz particular al acestui 
rezultat general, apartinind la origine lui T. Fredholm [1]. (Vezi si E. Kroner [1].) Pentru 
anumite cazuri particulare, vezi indicaţiile din $ 7.4, pag, 329. 

Folosind si formule ulterioare din (12.11) şi făcind uz si de (1.7.6), (1.8.10) și (1.8.11), 
se găseşte în particular pentru cazul corpului omogen si izotrop A?» = 0 — ceea ce e mai 
puţin decit (9), (10). 


c) Potentiali 


Întrucit componentele deformatiei si tensiunii se obţin din cele ale 
deplasării prin operaţii aritmetice si de derivare, ne vom limita la studiul 
acestora din urmá. 

O funcție (sau sistem de funcţii) a cărei cunoaştere permite deter- 
minarea tuturor funcțiilor căutate într-o problemă dată, prin operații 
dintre care cea mai complicată este cea de derivare, poartă numele de po- 
tențial al problemei considerate *). 

Privind componentele deplasării ca potenţiali si ținind seama de teo- 
rema lui E. Almansi [1], [2] şi M. Nicolescu [1], care afirmă că orice func- 
tie poliarmonică de ordin » poate fi reprezentată prin intermediul a n 
funcții armonice, conchidem că toate componentele stării elastice pot fi 
reprezentate (pentru F = 0) prin potențiali armonici. 

Aparent, numărul minim de astfel de funcţii armonice este de 6. 
În capitolul 7 vom vedea că problema poate fi redusă (pentru F — 0, 
v =Æ 0,25) la cea a determinării a numai trei (si uneori două, sau chiar 
numai una) funcţii armonice. În cazul particular al unor probleme în care 
intervin funcții de numai două variabile, aceasta deschide drumul spre uti- 
lizarea teoriei funcțiilor de o variabilă complexă in teoria elasticităţii 
(vezi cap. 5 si 6). 

In unele imprejurári au fost determinate (istoriceste, mai devreme) 
functii (nu neapărat armonice) care permit prin operații de derivare deter- 





*) A nu se confunda cu potenlialul elastic ® si nici cu potenţialii newtonieni | 
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minarea numai a componentelor tensiunii. Astfel de funcții vor purta 
numele de potențiali de tensiune, spre deosebire de cele mai sus considerate, 
numite potențiali de deplasare. Evident, cunoaşterea potenţialilor de depla- 
sare e preferabilá : cunoaşterea numai a potențialilor de tensiune cere noi 
operații de integrare pentru găsirea deplasărilor. 

Ținind seama de noțiunea de soluţie regulată definită la finele $ 4.2, 
vom cănta numai astfel de potențiali pentru care soluţia satisface conditi- 
ile (2.7)—și eventualele condiții de regularitate la infinit. Dimpotrivă, 
potențiali cu singularitáti pot fi utilizaţi pentru a construi soluţii cu singu- 
laritáti (forte concentrate, momente concentrate ete.) 


$11. ECUAȚIILE MICILOR MIȘCĂRI ALE CORPURILOR 
ELASTICE 


Rezultatele de pină aci pot fi extinse si la studiul unor procese 
care nu sint pseudo-statice. Făcind abstracţie de o eventuală deplasare 
rigidă de ansamblu, vom studia acele mişcări ale particulelor care duc la 
deplasări și deformatii mici în raport cu poziţia corpului privit ca solid 
rigid. Astfel de mişcări apar de obicei fie ca oscilații elastice (proprii sau 
forţate) în jurul unei anumite poziţii, fie ca unde ce se propagă în corpul 
elastic (de ex. ca urmare a unui şoc). 

Componentele deplasării, deformatiei, tensiunii, se definese la fel 
ca în cazul static, dar depind si de timpul t. 

Ecuațiile geometrice (1.1) rămîn intacte. 

Ecuațiile statice (1.2) trebuie modificate prin considerarea termeni- 
lor inertiali. În coordonate lagrangeene, punctul æ ocupă la un moment 


dat t o poziţie definită de valorile x; = £, + t, (2; Za, 7$, t); pentru com- 
ponentele vitezei sale găsim deci 
v; = dai/dt = d(x, + u) [dt = du, jdt = ĝu, ðt. (1') 


Dacă am face uz de coordonate euleriene, am avea u, =u, |zi(1), a(t), ca), t] 
gi deci 
t, = dud! = Du lot + (0w,]02;) (02/01). (1) 
Dacă produsele din (1°) sint suficient de mici faţă de termenul liniar (ceea 
ce este adevărat pentru viteze de antrenare suficient de mici ale reţelei 
de coordonate materializate dr;/dt), atunci (1'") coincide eu (1'). Notind 
prin puncte dispuse superior derivatele parțiale în raport cu timpul, putem 
lua deci 
v, = di. (2) 
Un raţionament analog permite să obţinem pentru componentele 
accelerației valorile ii, astfel că ecuațiile dinamice (liniarizate) ale lui 
Cauchy iau forma 
Giy A+ F, — gi, = 0. (3) 
(Acestea nu mai sint ecuații numai în tensiuni !) 
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În ce priveşte legătura dintre tensiuni si deformatii, rationamentele 
din capitolul 3 rámin valabile—coeficienţii elastici depinzind însă si de 
caracterul si viteza procesului de deformație. Astfel, legea lui Hooke 
(3.3.18) rămîne valabilă, constantele 1 şi u putind diferi însă mult față 
de cazul static. 

Condiţiile de existență ale unui potential elastice rămîn neschimbate : 
prezenţa termenului diferenţial dK in (3.5.10) nu modifică condiţiile in 
care 50 este o diferențială. 

Problemele fundamentale sint pină la un punct analoge cu cele for- 
mulate în $2. Forţele de volum si funcțiile cunoscute ce intervin în datele 
la limită depind însă şi de timp ; inafará de aceasta, trebuie să tinem seama, 
şi de condițiile initiale ale problemei, constind în cunoaşterea poziţiei si 
vitezei punctelor corpului la un moment inițial t = ty. 


Chestiunea existenţei soluției este de o extremă dificultate. Dimpotrivă, teorema de uni- 
citate se demonstrează uşor. Anume, construind — ca si in $ d — o solufie-diferentá, se vede 
că ea satisface legea lui Hooke, ecuațiile geometrice, si ecuatiile dinamice (3) omogene. Pe 
frontieră se obține, la orice moment t, 


le, (1D :u]!z x D, (4) 
În fine, la momentul initial avem pentru solutia-diferentà 
Ulici = dudi ra, = 0. (5) 


Să evaluám lucrul mecanic al forțelor exterioare in unitatea de timp, Întrucit problema 
este cu liniaritate geometrică, integrarea se efectuează pe 7^, şi avem 


L = im 8L/81 = tim W (F + BF): (Bu | B) àV + 


Bt) ğl=+Ü 
y^ 
4. Hm | Cf + Bf) (Gu 8045, 
8t-. 0 J 
> 
sau încă (vezi (3.6.1)) 

i esq f. în ds. (6) 

y^ 7 


Un calcul analog celui din (3.6.2) conduce la 


i = Meu; EQ à, dV 4- Wi 04:0, V, (7) 


y^ Pd 
de unde, ca in (3.6.3) — (3.6.7), si tinind seama de (3), obținem 


i= (ffe i, à ave [fa èu av. (8) 


a pă 
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Prima integrală din (8) se serie K, unde K este energia cinetică totală a corpului la 
momentul f: 


1 4 : 
a W giu dv. (9) 
a^ 


A doua integrală din (8) se poate pune sub forma 


. . r d 1 
Și dp Bui W d] su E, AV m W rd men av. (10) 


y^ y^ y^ 
Notind cu Y energia potentialà totală a corpului, avem deci din (8) — (10): I= gg , Sau 
încă, integrind in raport cu timpul de la f, lat: 
Le bifa YER. (11) 

Întrucit forțele exterioare sint nule pentru soluția-diferență, avem L= ly — 0. Tot 
estfel din (5) rezultă şi V, = Ky = 0. Prin urmare, (11) se reduce la 

PAK =—0 (12) 
la orice moment t. Or, energia cinetică este o tormă patralică poziliv-definità. Dacă şi potenţialul 
elastic este o formă patratică pozitiv-definità, urmează de aci 

W umo Ku (13) 
la orice moment i, astfel că problema se reduce la o problemă de statică, pentru care teorema de 
unicitate este deja demonstrată, 

Cele spuse relativ la metodele directă, inversă si semiinversá, ră- 
min valabile. Cu privire la principiul lui Saint-Venant, vezi indicaţiile 
din $6, pag. 142. În acelaşi cadru ca în $ 8, se ebtin ecuațiile dinamice 
ale lui Lamé, de exemplu sub forma 

u Au + (À + x) grad div u + F — gu — 0. (14) 

Un sistem de ecuaţii numai în tensiuni nu poate fi construit, intrucit 
ecuaţiile (3) contin şi componentele deplasării. Totuşi există un analog al 
ecuaţiilor Beltrami-Michell (vezi M. lacovache [1 ]). 


$12, STRUCTURA ECUAȚIILOR ELASTO-STATICII SI ELASTO- 
DINAMICII PENTRU CORPURI OMOGENE SI IZOTROPE 


a) Clasificarea sistemelor de ecuaţii. Unde 


Proprietăţile soluţiilor ecuaţiilor cu derivate parţiale si chiar modul 
de a le studia, depind esenţial de proprietățile coeficienţilor ecuaţiei consi- 
derate. Astfel, pentru ecuaţii liniare (sau chiar evasiliniare) de ordinul al 
doilea, sintem conduși la a considera ecuaţii de tip eliptic, parabolic si 
hiperbolice — cărora le corespund probleme teoretice cu totul diferite. 

Pentru chestiunea clasificării sistemelor de ecuaţii, vezi C. Miranda 
[1], $ 7.56 (cu indicaţii bibliografice, inclusiv relativ la ecuaţiile elasti- 
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eitátii), şi I. Petrovski [1]. Aci ne vom märgini la a expune acea parte a 
punctului de vedere al lui J. Hadamard [1], capitolele 2 si 6, ce conduce 
la concluzia că ecuațiile elasto-staticii formează sistem eliplic, şi la 
a pune în evidență tipurile de unde posibile în cazul elasto-dinamicii. 
Chestiunea este amănunţit examinată — cu aplicaţii speciale la proble- 
mele hidrodinamieii — de C. Iacob [5], capitolele 12 si 13. Vezi 
de asemenea R. Courant [1], 88 1.7, 3.2 gi 6.1; A. Frendenthal şi 
H. Geiringer [1], $$ 55—61; P. Germain [1], capitolul 10 și $88 16.5 gi 
16.8; E. Goursat [2], capitolul 25; J. Hadamard [2], capitolele 1 si 
d; K. Hil [6], $2; L. Schwartz [2], capitolul 7; V. Smirnov [2], 
volumul 4, pet. 126, 127,141 gi 161 —165; N. Teodorescu gi V. Olaru [1], 
vol. 2; C. Truesdell si R. Toupin [1], $$172— 194; G. Valiron [2], 
88 16.284 si 16.235. 


126 si 127). 
Pentru început, să presupunem că avem de a face cu o singură 
ecuație cvasiliniară de ordinul al doilea 


Ai Vu F e =0 (1) 
(unde punctele înlocuiesc termeni ce depind de z,, w, «w,, dar nu de 
4,,, cu date Cauchy speciale pe hiperplanul z, = 0. Teorema Cauchy- 
Kovalevskaia permite construirea soluției în vecinătatea oricărui punct 
de pe acest hiperplan in care a, > 0. Dacă datele Cauchy sint formulate 
pe o hipersuprafatá c(z,, Day ... S.) — 0, o schimbare de variabile 
in care se ia v; = «c conduce la condiţia ca pe hipersuprafa(fa o = 0, 
ecuația 
d, , 0; = (2) 


să nu posede soluţii. Orice funcţie « care verifică (2) definește o supra- 
faţă caracteristică a ecuaţiei (1). Pentru date Cauchy pe suprafețe carac- 
teristice, teorema Cauchy-Kovalevskaia îşi pierde valabilitatea, 

Din (1), (2) se vede că o ecuaţie de tip eliptic — așadar pentru care 
forma patratică a; aa, este pozitiv-definitá — nu poate avea suprafețe 
caracteristice, | 

Să presupunem acum că o soluţie u a ecuaţiei (1) prezintă proprie- 
táti de discontinuitate la traversarea unei suprafețe f = 0. Dacă w e C, 
pe cele două fete ale suprafeței f = 0 avem aceleași date Cauchy; dacă 
această suprafaţă nu este caracteristică, problema Cauchy corespunzătoare 
are o soluţie analitică deplin determinată si unică în vecinătatea suprafeței, 
astfel încit discontinuități ale derivatelor sale mw sînt posibile. Prin ur- 
mare, a căuta discontinuitáfile posibile ale soluţiilor de clasă C' ale ecua- 
fiei (1), revine laa căuta soluțiile ecuaţiei (2). O suprafață de disconti- 
nuitate la traversarea căreia primele p-—1 derivate ale funcției rămîn 
continue, se numeste front de undă (sau pe scurt undă) de ordin p. Pentru 
ecuaţiile de ordinul al doilea, undele de ordin unu se numesc unde de şoc; 
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cele de ordinul al doilea se numesc unde ordinare. Bine înțeles, rationamen- 
tul de mai sus privind rolul suprafețelor caracteristice nu este valabil 
pentru undele de şoc; dimpotrivă, undele de ordin p>2 pot fi căutate 
numai printre suprafeţele caracteristice. 


Interpretind una din variabilele independente drept variabilá- 
timp, orice suprafață f — 0 poate fi privită ca o suprafață mobilă într-un 
spaţiu corespunzind variabilelor rămase. Se poate demonstra că viteza 
cu care această suprafață se mişcă — care se numeşte viteză de propagare, 
şi care nu are nimic comun cu o eventuală viteză de deplasare a particu- 
lelor materiale — are valoarea 


o-—jIyxfi. (3) 


Pentru orice undă ordinară, avem deci 
ti 
v = = üla, až == y, ce, (4) 


" Să considerăm acum un sistem de ecuaţii evasiliniare de ordinul al 
oilea 


ai Mag coe = 0 (5) 
pentru m funcții «,. Acelaşi raționament ca mai sus arată că, pentru 
date Cauchy pe z, — 0, teorema Cauchy-Kovalevskaia își păstrează 
valabilitatea dacă 

Det [a]] Æ 0 (6) 


pentru a, = 0. Pentru date Cauchy pe hipersuprafafa o (£y ape.. 2p) = 
I 0, aceeaşi schimbare de variabile independente conduce la un sistem 
e forma 


dij o, G.M uc oe -—, (1) 
unde coeficienții 
A, = aj os 9 (8) 


au rolul unor coeficienţi a în noul sistem de coordonate. Condiţia (6) 


devine Det [4,] 3-0, si deci ecuaţia ce defineşte suprafețele carac- 
teristice este 


Det [A4,] — 0. (9) 
Dacă (9) nu posedă soluţii reale, sistemul se numeşte de tip eliptic. 


b) Ecuatiile lui Lame dinamice si statice 


Să amintim acum ecuaţiile lui Lamé dinamice sub forma (11.14) : 


E550 (A u) 9,4; — p U, t+ P, — 0. 
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Acest sistem conține 3 functii de 4 variabile independente my, Tas 
44, t. Să-l transeriem sub forma direct comparabilă eu (5): 


u Daz 9,5 Wina F (A A u) 8, 9, Wj, ui v Bu i; Toe mm 0, (10) 
astfel că avem (pentru i, j, A, k = 1,2,3): 


aj = us Su 8; EE (A E t.) 8,5 Špa gi = — E à. (11) 


Introducind (11) in (8), obţinem pentru i, j = 1,2,3 (indici referitori 
la numărul de ecuaţii si funcţii, nu de variabile independente) : 


3 
Aa en deae un, E [e Y o5 — e èl; (12) 
1 ; 
ES 3 ^ x = 
Notind! w , = o, şi Y 0 = «*, deducem din (9) $i (12) 
1 


Det [4,] = [(A + 2u) 2 — e à] [pa — oo] — 0. (13) 


Suprafeţele de discontinuitate de ordin 2 si superior posibile, vor fi deci 
solutii ale ecuației 


(A --2y)ae* — go? =0, (14) 
sau ale ecuaţiei 
uat — pu? =0. (15) 
Vitezele de propagare respective vor fi egale cu 


e = | 5x», Ca = | a (16) 
P p 


Aşadar, într-un corp elastic omogen izotrop nemărginit, se pot 
propaga numai unde care sînt soluţii ale ecuaţiilor (14), (15), singurele 
viteze de propagare posibile fiind cele din (16). Dimpotrivă, în cazul 
corpurilor mărginite — în care un rol esenţial îl joacă condiţiile ce tre- 
buie satisfăcute pe frontiera corpului si în care apar si unde reflectate 
— tabloul nu mai e nici pe departe atit de simplu, 

Un studiu detaliat al comportării vectorului deplasare in vecină- 
tatea suprafeţelor caracteristice arată că în vecinătatea suprafețelor de 
tip (14), vectorul u este dirijat după normala la suprafața c — 0; 
dimpotrivă, în vecinătatea suprafețelor de tip (15), u e conţinut in 
planul tangent la œ = 0. În mod corespunzător, se spune că avem de-a 
face cu unde longitudinale, respectiv transversale (vezi de ex. V. Smirnov 
[2], vol. 4, pet. 165). Cantitátile (16) se numese vitezele sunetului (longi- 
tudinalà, respectiv transversală) în mediul elastic. 

Dacă avem de-a face cu o bară cilindrică de tipul celei examinate 
in 8 0.2 (vezi şi $ 3.4, pag. 90), putem să nu ţinem seama în primă 
aproximaţie decit de deplasarea longitudinală +, și de componenta Gya 
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a tensiunii (axa Oa, fiind aci paralelă cu generatoarele). Ecuafiile (11.3) 
— pentru F = 0 — se reduc la o ecuație unică cag — pii = 0, sau 
încă, tinind seama de (0.2.5) : 


E usa — pii, = 0. (17) 


Din (4) obţinem viteza de propagare a undelor longitudinale într-o 
bară cilindrică 


eo = | Elp, (18) 


care poate fi măsurată eu mare precizie, si permite determinarea lui E 
pe o cale eu totul diferită de cea descrisă in § 0.2. 


Sá calculăm — ea exemplu — vitezele Cj, Cy Cg pentru oțel. 'Jinind seama de valorile 
din tabela din $ 3.4, pag. 95, precum şi de valoarea densității (a nu se confunda cu greutatea 
specifică !) e = (7,8 g/em?) : (881 cm/sec?), se güseste 


c, cx 6100 m/sec, c, 2: 3300 m/sec, e, 25 5050 m/sec. (19) 


Sá trecem acum la cazul ecuațiilor lui Lamé statice. Pentru aceasta, 
e suficient ca în raționamentele de mai sus să anulăm derivatele în raport 
eu timpul. Ecuația (13) este acum înlocuită cu 


(A+ 2p) e$ — 0, (20) 


ceea ce arată că ecuaţiile elasto-staticii sint de tip eliptic. (Ecuațiile elasto- 
dinamicii sint mai greu de caracterizat : vezi I. Petrovski [1], $ 2.16, 
pet. 6.) 


Cele de mai sus au o însemnătate considerabilă. Din ele rezultă că 
studiul matematic al problemei dinamice a teoriei elastieitáfii este prin- 
cipial diferit de cel al problemei statice. În particular, se stabileşte astfel 
o legătură de esenţă intre ecuaţiile elasto-staticii si ecuaţia lui Laplace 
(cea mai simplă ecuație de tip eliptic) pe de o parte, ecuațiile elasto-di- 
namicii si cea a propagării undelor (cea mai simplă ecuaţie de tip hiper- 
bolic normal) pe de altă parte. (Vezi și mai departe, § 7.3.) 

În cele ce urmează, ne vom fixa atenția exclusiv asupra problemelor 
slaticii, pentru care numeroase rezultate si metode din teoria generală a 
ecuațiilor de tip eliptic pot fi aplicate sau generalizate. Vom reveni asupra 
acestui punct de vedere în capitolul 7. Subliniem totuşi că legătura directă 
dintre ecuaţiile elasto-statieii gi ecuația lui Laplace deschide drumuri 
mai simple de studiu — valabile însă numai pentru corpurile omogene şi 
izotrope, în timp ce proprietățile ce decurg din caracterul de elipticitate 
al sistemului de ecuaţii au o aplicabilitate mult mai largă. 


c) Indicaţii bibliografice 


Există probleme dinamice pentru care soluția poate fi obţinută prin mijloace elementare. 
(Vezi de ex. M. Filonenko-Borodici [1], cap. 4; S. Timoshenko şi J. Goodier [1], cap. 15.) 
Dar deosebirile de principiu ne obligă să excludem chestiunile de dinamică din cele ce urmează, 
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Pentru informaţii asupra acestor probleme, vezi M. Biot [4], capitolul 5; E. Kolsky 
[1] (inclusiv rezultate privind mediul plastic ; ediţia rusă are o bibliografie extinsă); A. Love 
[1], capitolele 12, 13, şi 20; C. Pearson [2], capitolul 9; F. Pfeiffer [1]; I. Sneddon şi 
D. Berry [1], capitolul E; K. Swainger [1]; O. Tedone [2], £$ 14 şi 15; E. Trefftz [3], 
capitolul 9. Problema existenţei și unicitátii soluţiilor este studiatà, într-un cadru foarte general, 
de V, Kupradze [1]— [3]. 

Articole de sinteză, cu bogate indicaţii bibliografice, aparţin lui J. Duval [1] (unde de 
şoc) ; V. Gogoladze [1] (cu prezentarea lucrărilor fundamentale ale lui V. Smirnov si 5. Sobolev); 
J. Goodier [4], $85 10—12; R. Hill [6]; J. Miklowitz [1]; N. Zvolinski [1] (medii neomogene, 
medii-sandwich, difracție). Teoria neliniară este analizată în detaliu de C. Truesdell [5] (vezi 
şi C. Truesdell şi W. Noll [1], $$ 71— 78, 90 si 102). Vezi de asemenea J. Craggs [1] si N. 
Cristescu [1] (corpuri plastice): S. Hunter [1| (corpuri visco-elastice); M. Musgrave [1] 
(corpuri anizotrope). 

Transformările integrale sint folosite pentru studiul a diferite probleme concrete de 
câtre H. Carslaw $i J. Jaeger [1], capitolul 7; W. Nowacki [1] (inclusiv pentru medii visco- 
plastice si pentru probleme de termo-elasticitate dinamică) ; I. Sneddon [1], capitolul 4 şi 8 9.50. 

Pentru problema propagării undelor elastice în bare şi plăci, vezi indicațiile date in 
$ 5.1, pag. 165 şi $ 6.1, pag. 349. 

Pentru chestiunile legate de seismologie, inclusiv chestiunea undelor ce se propagă în 
vecinătatea frontierei unei sfere sau a unui semi-spaţiu, vezi K. Bullen [1] ; M, Ewing si F. Press 
[1]; M. Hayes şi R. Rivlin [1] (teorie neliniară), 

Pentru problemele privind în special oscilatiile elastice, vezi V. Kupradze [1]; W. No- 
wacki [1], capitolul 12; Iu. Panovko şi I. Gubanova [1] (partea a doua). 


CAPITOLUL 5 


PROBLEMA ANTIPLANÁ 


$ 1. GENERALITĂŢI 


Din cele mai vechi timpuri au găsit utilizare corpuri ca bare, cabluri, 
lanţuri ete. Forma lor cilindrică a făcut posibilă calcularea stării lor de 
solicitare, prin reducerea datelor problemei la date relative la o linie geo- 
metrică simplă în care era presupus concentrat materialul. Problemele 
relative la astfel de corpuri pot fi numite unidimensionale. Studiul lor à 
stat la originile rezistenței materialelor si ulterior a constituit un adevărat 

„laborator de încercări” pentru metodele generale ale teoriei elasticitátii. 


Ne vom ocupa aci de cele mai simple probleme din această categorie : 
studiul micilor deplasări si micilor deformajii ale barelor cilindrice zvelte, 
izolrope și omogene, cu suprafața laterală liberă. 

Probleme apropiate, ea studiul barelor necilindrice ; studiul marilor deplasări ale barelor 
cilindrice ; flambajul barelor ; torsiunea şi incovolerea barelor neomogene sau anizolrope ; echi- 
libril barelor curbe, al barelor cu pereți subţiri, al barelor solicitate pe suprafața laterală, si 
altele, rămin înafara acestui cadru, 

Pentru studiul acestor chestiuni, vezi de exemplu N. Beliaev [2], capitolele 12—20, 30 
si 31; Gh. Buzdugan [1], capitolele 2, 5, 6, 7 ; G. Djanelidze [4], [5]: J. Geckeler [1], 
capitolele 2—5 si 10; P. Germain [I], capitolul 9 si $ 10.2; H.L Hermite [1], capitolele 
5—7; A. Love [1], capitolele 16, 18, 19 si 21; A. Lurie [4], capitolul 7; N. Musheligvili 
[5], capitolul 7; E. Popov [1] ; Iu. Rabotnov [2], capitolele 10 şi 11; K. Solianik-Krasa [1]; G 
Valov [1]. [2]. Teoria modernă neliniară a corpurilor numite „orientate (bare, plăci) e 
considerată în detaliu de J. Eisley [1]; J. Ericksen și C. Truesdell [1]; A. Green [1]; C. Tru- 
esdell si R. Toupin [1], $8 60—64. Pentru studiul barelor eu pereţi subțiri, vezi J. Nowin- 
ski [2]. Pentru structurile formate din bare, vezi J. Argyris [1]. 

Pentru problemele dinamice (propagarea undelor elastice in bare) vezi articolele de 
analiză ale lui H. Abramsohn et al. [1]; W. Green [1]; J. Miklowitz [2] (cele două din urmă 
avind ca punct de plecare lucrările clasice ale lui L. Pochhammer [1], [2] şi Ch. Chree [1] — 
[3], şi mergind pină la rezultatele cele mai recente); R. Rosenfeld $i J. Miklowitz [1]. Vezi 
incă si V. Uteseva [1]; R. Rosenfeld si J. Miklowitz [2]. 


Din punet de vedere matematie, problemele unidimensionale sint 
precedate de problemele elementare (vezi finele $ 4.9). Asupra unora din 
ele ne vom opri în cele ce urmează. Pentru alte exemple, vezi I. Sokol- 
nikoff [2], $$ 33—34; 5. Timoshenko si J. Goodier [1], capitolul 10. 

Timp indelungat (la G. Galilei, J. Bernoulli, L. Euler)studiul pro- 
blemelor privitoare la bare si alte corpuri similare, nu a fost legat de cel 
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al ecuaţiilor elasticitáfii. Primele încercări de a construi teoria barelor 
dintr-un punct de vedere riguros aparţin lui C. Coulomb, L. Navier, A, 
Cauchy. Dar abia B. de Saint-Venant [1], [2] (retipărit in [4] ) a abordat 
cu succes chestiunea!). Pentru ansamblul acestor chestiuni, se păstrează 
și azi în literatură numele de problema lui Saint-Venant. Denumirea de 
problemă antiplană isi va găsi justificarea în $ 3, pag. 173. 

Chiar gi cele mai simple din problemele referitoare la barele cilin- 
drice zvelte au mare importanţă practică : arbori de transmisie, numeroase 
elemente de construcții (traverse, tuburi), în primă aproximaţie chiar 
un pod în ansamblul său, un baraj, o navă, un fuselaj sau o aripă de avion — 
pot fi privite ca corpuri cilindrice zvelte. 

Problema antiplană permite abordarea, într-un cadru relativ simplu, 
a ecuațiilor teoriei, făcîndu-ne să înțelegem unele din proprietăţile lor gene- 
rale. În particular, ea permite utilizarea sistematică a metodei semiinverse 
și a principiului lui Saint-Venant. 

În esenţă problema antiplană conduce la probleme Dirichlet sau 
Neumann pentru ecuaţia lui Laplace în două variabile. Dezvoltarea moder- 
náa subiectului utilizează aparatul teoriei funcțiilor deo variabilă complexă 
— ceea ce a fost prevăzut încă de Saint-Venant, dar a luat proporţiile 
actuale gratie rezultatelor lui N. Mushelisvili [5], capitolul 7 (pentru 
problema torsiunii) şi R. Capildeo [1] şi L. Milne-Thomson [1], [3] (pro- 
blema încovoierii). Menţionăm şi importantele rezultate ale lui D. 
Serman [7]—[9] pe linia utilizării ecuaţiilor integrale. În legătură cu 
unele aspecte aplicative, este utilă consultarea unor cărți de rezistența 
materialelor : N. Beliaev [2]; Gh. Buzdugan [1]; M. Filonenko-Borodici 
et al. [1]; A. Hiusin şi V. Lenskii [1]; R. L'Hermite [1]; Iu. Rabotnov 
[2]. Din literatura generală, vezi capitolele corespunzătoare în tratatele 
lui I. Sokolnikoff [2], S. Timoşenko 8i J. Goodier [1]. 

În cele ce urmează vom prezenta problema antiplană ca un ansamblu 
unitar, Acest punet de vedere (L. Solomon [8], [9]) o apropie totodată 
de studiul problemei plane. Vom face uz de ecuaţiile în tensiuni, ceea ce 
prezintă avantaje clare în comparaţie cu ecuaţiile în deplasări. Într-adevăr, 
ecuaţiile de echilibru rămîn valabile pentru corpuri anizotrope, ne-omo- 
gene, chiar pentru corpuri în stare plastică. Iar aceasta deschide diferite 
perspective de generalizare, prin simpla înlocuire a ecuaţiilor de compati- 
bilitate cu relaţiile corespunzătoare fiecărui caz de tratat. (Vezi de exemplu 
L. Milne- Thomson [3], cap. 6 si 7 ; vezi si R. Schile si R. Sierakowski [1]; 
E. Socs [1]; pentru problema plană, vezi punctul de vedere similar in 
$ 6.6, pag. 388). 


1) Luerárilor lui Saint-Venanl le-au urmat cercetări analoge asupra problemelor bidimen- 
sionale (plăci subțiri, plane 5i curbe), fiind astfel asimilate de teoria clasticilăţii probleme a căror 
salulle cra dată pinà atunci numai In cadrul rezistenței materialelor, 
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8 2. FORMA SI SOLICITAREA BAREI CILINDRICE ZVELTE 


a) Notatii 


Să considerăm o bară cilindrică omogenă şi izotropă, supusă acţiunii 
unui sistem de sarcini superficiale aplicate pe secţiunile de capăt (baze), 
gi avind suprafața laterală liberă. Orice secţiune normală a barei constituie 





Fig. 5.2.1 Fig, 5.2.2 


un domeniu bidimensional Z, mărginit, Ge frontieră 7. Această secțiune 
se numeşte si profil. (Vezi si $ A.3.) Dimensiunile bazelor sint mici în 
raport cu lungimea barei: d(42)«I. Forţele de volum sint presupuse 
nule. 

Axa Or., este paralelă cu generatoarele ; originea O va fi situată pe 
una din baze, astfel că ecuațiile acestora vor fi x, = 0 şi z, = l. Sistemul 
de axe este drept. 

Toate secţiunile z, = const. se vor nota — cînd nu e cazul să distin- 
gem — eu Z. Prin origine”! şi paxe” in 2, vom infelege proiceţia originii 
și a axelor pe domeniul Z. 


b) Sarcina 


Presupunerea F — 0 corespunde faptului că adesea efectul forțelor 
de volum (mai ales al forței gravitaționale) e neglijabil față de efectul 
solicitărilor pe baze. 

După principiul lui Saint-Venant (vezi $ 4.6), dacă inlocnim for- 
tele date pe baze printr-un sistem static echivalent, starea elastică a barei 
zvelte se modifică numai în apropierea bazelor. Asadar, depărtarea de 
baze joacă un rol egalizator, apropiind deplasările şi tensiunile de anumite 
valori-standard, care corespund unor anumite distribuții a tensiunilor 
pe baze, si permit rezolvarea exactă a ecuaţiilor elasticităţii. Structura 
acestor solufii-standard depinde în primul rind de forma domeniului z. 
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În acest sens, vom caracteriza forţele superficiale nu cu ajutorul 
unei densități de sarcină (4.2.2) pe baze, ei prin rezultanta (€ şi momentul 
rezultant JM al acestei sarcini în raport cu un punct oarecare (£i, a, L) 

Vom ignora deci distribuţia reală a sarcinii, de altfel greu de mäsu- 
rat efectiv, şi ne vom fixa atenţia asupra torsorului ei. Prevenim că în 
acest sens vom vorbi despre bara acționată de o forţă normală, de un 
cuplu ete. ; aceata este un mod de a vorbi care nu indică de fel că am avea 
de-a face cu sarcini concentrate. 

Să amintim aci unele proprietăţi ale sistemelor de forte (vezi de ex. 
V. Vâlcovici et al. [1], cap. 4; Ch. de la Vallée-Poussin [1], $$24, 25 81 185). 

Un sistem de forte poate fi redus la sistemul format dintr-o forţă (€ 
egală cu rezultanta sistemului şi aplicată într-un punct x, şi un cuplu de 
moment Jf, egal cu momentul rezultant al sistemului în raport cu acelaşi 
punet æ (centrul de reducere). Schimbind punctul æ cu a, rezultanta, 
rămîne neschimbată, dar momentul rezultant se moditică cu cantitatea 
+ (æ — x') x(&. Dacă x se deplasează pe suportul lui Æ, momentul rezul- 
tant nu se schimbă. 

Produsul scalar Æ. ff nu depinde de alegerea centrului de reducere, 
Dacă (2—0, atunci nici AL nu depinde de această alegere. 

Există o dreaptă (aca centrală a sistemului) paralelă cu ( si definită 
prin aceea că momentul AM în raport cu orice punct a de pe această axă 
este paralel cu (2, si are modulul minim. Ecuațiile acestei drepte sint 
evident 


Mi (BaRa — PaRa) s Ma — (sy, — Ra) s M3 — (a, Bs — HR, (1) 
Ri R 2 (Ba 


unde Ae, ME, AM sint componentele momentului rezultant faţă de 
originea 0. 

Dacă (£ = 0, si dacă pentru un punct oarecare avem œ | M, atunci 
pe axa centrală A — 0 (căci 2. — 0, şi pe axa centrală M ]| 2). În 
acest caz, sistemul este deci static echivalent cu o fortá aplicată într-un 
punct oarecare al axei centrale, şi dirijată în lungul acesteia ; axa centrală 
însăşi poate fi acum definită ca loc al punctelor în raport cu care M = 0. 


Cele de mai sus sugerează construcția următoare. Să descompunem 
fiecare forță ce acţionează pe baza æ, = l, într-o componentă tangen- 
țială si una normală. Sistemul sarcinilor tangentiale are deci o rezultantă 
(Rau Pa, 0) si un moment rezultant (0,0, 44). Pe de altă parte, sistemul 
sarcinilor normale are o rezultantă (0,0,/2,) şi un moment rezultant (Mi, 
Ma 0). Pentru ambele sisteme, momentul rezultant este perpendicular 
pe rezultantă ; deci, dacă rezultantele sint diferite de zero, ambele sisteme 
sînt statie echivalente cu cîte o forță dirijată în lungul unei drepte din 
planul bazei, respectiv perpendicular pe acest plan, (În general, aceste 
drepte nu sint concurente.) 
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Din (1) pentru 4, = (9, = 0, obținem ecuaţiile axei centrale 
pentru sistemul sarcinilor normale : 


MI — ta Pa = 0, Ma + a Pa = O (2) 


(o paralelă la Oz, dusă prin punctul —.//2//94. MRa). 
Pentru sistemul sarcinilor tangentiale găsim 


Pot, — Pfa — Ma = 0, æ, = const. (3) 


(o dreaptă în planul secţiunii). 

După cum vom vedea, problemele corespunzătoare acestor două 
sisteme de forte sint esențial diferite între ele. 

Baza v= 0 trebuie evident să fie supusă unor sarcini care, impreună 
cu cele de pe baza x, = l, să formeze un sistem echivalent cu zero. 

Dacă baza x, = l este solicitată de un sistem avînd rezultanta (2 
si momentul rezultant JJ? faţă de originea din planul ei, atunci pe baza 
z, = 0 trebuie să fie aplicat un sistem de forte de rezultantă — (2 şi de 
moment rezultant avînd componentele (— MI 4- MRa, —. M3 — l4, — M5) 
față de origine. Vom spune cá baza r4 = 0 este fizată?). Sint frecvente 
cazurile in care ea este supusă la sarcini cu caracterul unor reaefiuni 
(de pildă baza sa = 0 fixată într-un corp masiv, rigid sau nu). 


c) Stări de deformalie ale barei 


Ne vom fixa atenţia asupra cantităților w,, =, c, considerate în 
secțiunile normale rz, = const. ale barei, pe carele vom numi pe feurt 
secțiuni. Cu ajutorul formulelor din capitolele 1—3 putem calcula depla- 
sürile, deformesiile si ten: iunile în orice punct, după orice direcţie, şi pe 
orice element de suprafaţă. 

În fiecare punct al unei secţiuni se pot pune în evidență cele trei 
componente ale deplasării ; în vecinătatea fiecărui punct, se pot considera 
cele trei componente ale rotației locale. Întrucit d(2)<£], este firesc să 
caracterizăm comportarea de ansamblu a sectiunilor prin mediile acestor 
mărimi. Aceste medii — notate cu un indice „m° — sint integrale pe 
Z ale mărimilor corespunzătoare, raportate la aria D. 

Întrucît nu ne interesează deplasările rigide ale barei, ci numai 
deplasările si rotatiile secțiunilor unele în raport eu altele (deplasări si ro- 
taţii relative), rezultă că va trebui să culculăm derivatele în raport cu a 
ale mărimilor considerate. Derivare:, în raport cu z se poate efectua sub 
semnul integralelor în raport cu dz, dir, (mărime ce se va nota d D). 

Astfel sintem conduşi la a considera patru stări distinele. 


*) Aceasta nu coincide cu noţiunea de porţiune fixă a frontierei, în sensul din 8 4.2, 
punctul b. Vezi și mai departe $ 5.6, pag. 186. 
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1? Dacă secţiunile se deplasează in medie unele faţă de altele in 
lungul axei Ox, a barei, așadar dacă 
d Lee | 
sai (hus AD = e Æ 0, (4) 


vom spune că ele sint supuse la întindere sau compresiune, după cum 
em >0 sau ej «UO. 


Deplasarea in medie a sectiunilor unele faţă de altele după direcţiile 
Ox, respectiv Oz, impune considerarea integralelor 


zs = (fuan, T. i u, AD. 
da DJ das D 
E Zn 


Aceste deplasări provin însă din suprapunerea a două fenomene. 
Pe de o parte, deplasarea u (sau 43) poate varia de la o secţiune la alta 
pentru că secţiunile alunecă unele fată de altele, ráminind paralele intre 
ele; pe de altă parte ele se pot roti în jurul unor axe (paralele cu Oz;, 
respectiv Ox). Cel dintii este un fenomen de deformatie. Dar cel de al 
doilea apare si în cazul unei deplasări rigide (rotația corpului în bloc con- 
duce la derivate w, ş Şi tta diferite de zero si constante : vezi de exemplu 
(1.9.16)). 

Astfel, sintem conduși să considerăm descompunerile 


Uig — Egg t tg, Wa g — Eag -H Gag 
(vezi (1.5.6)); s& reținem drept caracteristice ale anumitor stäri ale sec- 
țiunilor alunecările medii : şi să caleuläm derivatele În raport cu w, ale ro- 
tațiilor medii. De aci decurg definițiile 2? gi 3°. 
2? Dacă, sectiunile sînt supuse la deplasări medii relative (din care 


am eliminat eventuali termeni proveniţi din rotaţiile locale) nenule 
paralele cu axele Ory, respectiv Oxa adică dacă 


1 
pu (| (4,3 F Uzi) AD = er Æ 0, 


2D 

* (5) 
T (tas +H 44 4) dD — tn 0 
25 | 2,8 2,2 = tu M 

a 


atunci vom spune că ele sint supuse la alunecare (sau forfecare). 
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3* Dacă secţiunile sint supuse la rotiri medii relative in jurul unor 
axe paralele eu Ox, respectiv Oz, adică dacă 





i d e: ai 
dd ea wa) AD= ons 
(0) 
; d. i (to 3 — Us 5) dD = es 0, 
2D df; ' i 
Zt 


atunci vom spune cá ele sint supuse la imcovoiere. 


4? În fine, similar cu (6), dacă secțiunile se rotese în medie unele 
faţă de altele în jurul unor axe paralele cu Or, așadar dacă 
1 d 
—— —— M4 V — 4,4) D = o54 3-0 (1) 
T. W tia — ata) fes sf 0, 


atunci vom spune că ele sint supuse la torsiune, 


În general, vom avea de calculat parametrii e$, one cj, şi 
cs — așadar mărimile din (4), (5), (Y), 3i cantităţile din (6) cu 
semnul schimbat. Aceşti parametri pot fi priviţi drept caracteristice ale 
„ratelor” relative de deplasare gi rotire ale sectiunilor. Semnificaţia lor 
este ilustrată de figură : 





Torsiune: 5 #0 


ir, 
a b 












! ; r 
, PIncovoene: 
EI 


Ix, Alunecare E XU 


e Fig. 5.2,3 d 
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În practică, aceste stări se intilnese suprapuse. Studiul lor separat 
are sens numai în cadrul unei teorii liniare. (Vezi $ 4.2, pag. 129.) 


83. ECUAȚIILE PROBLEMEI ANTIPLANE 


a) Ecualii si ipoleze de lucru 


Începem prin a reaminti aci ecuaţiile statice omogene (4.1.2) 


Sur > 0 (1) 
si ecuaţiile de compatibilitate omogene ce rezultă din (4.9.6) : 
Ac, +(1+w' 8 = 0, (9 = on). (2) 
Vom face uz de legea lui Hooke sub forma (3.4.10) : 


E E Gij 2u Giy 

unde i, j, k iau valorile 1, 2, 3 sau permutări circulare ale lor. 
Ecuațiile geometrice (4.1.1) 
1 


E = 


je 
- 


1 1 l 
" =J” = Vi s) jos DEL (3) 


(0, , T wW) (4) 


vor fi întotdeauna integrabile. Componentele rotației sint date de (1.5.5) 


1 | 
Map Por (wa, UT. WU, i) (5) 
2 
In fine, amintim încă relaţiile lui Cauchy (2.3.3) 
Cu = CM (6) 


Întrucit ne referim mereu la secțiuni normale, vom scrie simplu 
„tensiune într-un punct”, subintelegind tensiunea pe elementul de normală 
Or, ee contine acel punct. 

Din (6) se obţin condiţiile la limită. Pentru ir, = avem 

Sa = Înv Css = fas 033 = fa; (7) 
unde cunoaştem numai rezultanta si momentul rezultant corespunzător 
acestor sarcini. 

Pe suprafața laterală avem n= 0, sau, întrucit această suprafaţă 
este liberă : 


Cur F Cusa = 0, oig, F Caha =0, c3, E Ogh = 0. (8) 
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Pe baza x, = 0, condiţiile sint de acelaşi tip eu (7) ; in fapt, ele nu 
vor fi utilizate (vezi mai departe, $ 10). 


Problema antiplană constă în rezolvarea sistemului (1), (2) cu con- 
ditiile la limită (8) şi cu cele ce vor rezulta din (7). 

Configuraţia specială a corpului, și faptul că suprafața laterală 
este liberă, sugerează posibilitatea de a neglija anumite componente ale 
tensiunii. Astfel, pe direcţii paralele cu Oz, sau Oxa este evident cá pe 
frontieră avem c, = Oa = Oa =0. Întrucît avem d(2)<£l, nu ne 
putem aştepta la apariția de astfel de componente ale tensiunii cu 
valori importante în interior. În schimb, componentele os; nu pot fi 
neglijate, întrucit aceasta ar contrazice condiţiile (7). De aci urmează, ca 
ipoteză de lucru, presupunerea — pe care o vom numi ipoteza lui 
Clebsch — : 


Su = O = Cp =0. (9) 
Din (2.5.14) se vede că starea prezumată este o stare de tensiune antiplană. 


Ipoteza (9) echivalează cu admiterea unui anumit model al barei : se presupune că bara 
este alcătuită din fibre longitudinale, fibre care pot fi supuse la întindere şi compresiune (ln- 
trucit 544, nu este identic nulă), şi care sint solidare intre ele în sens longitudinal (intrucit 
in genere aa Și Cy nu sint identic nule, așadar fibrele nu pot aluneca liber unele pe celelalte), 
În schimb, se neglijează tensiunile normale (transversale) intre fibre, precum și tensiunile de 
alunecare Gyo (In virtutea micii grosimi a barei $i a absenței de sarcini pe suprafața laterală, 
care ar putea genera astfel de tensiuni). 

Alegerea acestui model constituie desigur o simplificare a repartitiei reale a Lensiunilor — 
simplificare totuşi mai puţin grosieră decit cele acceptate de rezistența materialelor. 

A. Clebsch si B. de Saint-Venant [1], capitolul 2, au încercat să justifice relațiile (9). 
Dar cea mai puternică justificare a acestei ipoteze o constituie faptul că cu ajutorul ei se găsește 
soluția problemei — unică în virtutea teoremei lui Kirchhoff pentru un anumit sistem de sar- 
cini static echivalent cu (7), şi pe care, In virtutea principiului lui Saint-Venant, o putem 
accepta $i pentru sistemul (7) dat. (Amintim că lucrările lui Saint-Venant sint anterioare teore- 
mei lui Kirchhoff.) 


OBSERVAŢIE. Problema cilindrului zvelt solicitat la capete este numai o realizare a stării 
antiplane. Se pot da definiții ale acestei stări, ceva mai generale decit (9), utile mal cu seamă 
în cazul corpurilor anizotrope (vezi L. Milne-Thomson [3], $ 2.01), si se pol considera probleme 
antiplane de altă natură (ibid., $ 3.8). 


b) Descompunerea sistemului de ecuații 
Să examinăm acum sistematic urmările ipotezei (9). 
Tinind seama de ea în ecuaţiile (1), obținem 
83,3 = 0, 633.5 =0, Oa t 932,2 T 033,3 = 0, (10) 


de unde conchidem că cy $i o3, sint funcţii numai de 7,,7,, iar Gag este o 
funcție liniară de z,. 
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Întrucît acum avem O = c trei din ecuaţiile (2) se reduc la 
053,11 =O, — Gas,22 =O, Cam = O, (11) 


de unde conchidem că c, este totodată liniară in z, şi x4, și nu conţine 
termen in rz,r,. Prin urmare, avem 


033 = ADs + atata F Os, T GaU. H Asia T dg, (12) 


unde a, sint constante reale, încă necunoscute. 

În locul termenilor în z4 (nuli pe baza æ, = 0), să punem în evi- 
dentá termeni în 4 — i (nuli pe baza za — 1). Să punem în evidenţă si coor- 
donatele (z?, xf) ale centrului de greutate al sectiunilor. Cu aceasta (12) 
devine 


Oas = (x3—l) [m(0 — 25) + «5 (2a—23)]-+ P(r — aiH Bataat) Ba, — (13) 


unde termenul de forma z4(24—1) lipseste : un astfel de termen ar cores- 
punde unei sarcini nule pe baza c, = l, gi constante si diferite de zero 
pe baza z4 = 0, așadar unei sarcini sub acţiunea căreia bara nu se poate 
afla în echilibru. 
Ecuația (2) pentru 4 = j = 3 rezultă acum verificată identic. 
Introducind (13) în cele două ecuaţii (2) ce mai rămin, precum și 
in a treia ecuație (10), obținem în definitiv un sistem de trei ecuaţii: 


831,1 + Osa + (a — 20) + talta — wz) = 0, (14) 
Aoa t (l4 v) = 0, — Aog, 4 (1 + y= 0, 


unde Sy, Csa Sint funcţii de a4, a. 

Sistemul complet (1), (2) a fost astfel descompus într-un sistem 
pentru c4, — permitind determinarea sa sub forma elementară (13)— , 
şi sistemul (14). 


Ecuațiile fizico-gcometrice se obţin introducind relaţiile geometrice 
(4) in legea lui Hooke (3) și tinind seama de ipoteza (9): 


—: 


yo y 
Hig = — E O33, Waa = —E Gaa; Usa = =e 833 7 
ii 
(15) 


1 
3 2 + aa = 0, Us 3 T Ua, a = — Caps tai T 34 34 = — Om: 
I" 


Integrarea ecuaţiilor (15) este intotdeauna posibilă, 
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Condiţiile la limită se obţin introducind (9) in (8), 8i ţinind seama că 
sint cunoscute rezultanta şi momentul rezultant al funcțiilor (7). Din (8) 
se obține o singură condiție relativă la funcțiile din (14): 

Cai T4 — Gas Wa = 0. (16) 

Întrucît funcţiile din (14), coeficienții, si condiţia (10) sint evident 
independente de x, rezultă că problema integrării sistemului (14) eu con- 
ditia la limită (16) poate fi studiată în secțiunea D a barei, iar condiţia la 
limită (16) trebuie să fie verificată pe Z — fr 2. (Dimpotrivă, variabila 
x, este prezentă în (15).) 

Pentru a putea utiliza datele la limită (T), să caleulàm rezultanta şi 
momentul rezultant al tensiunilor ce apar pe baza æ, = l, sau chiar, 
mai general, pe o secţiune oarecare æ, = const. 

Vom nota componentele rezultantei cu 


R =) c, dD, î=1,2,3; (17) 
E. 


componentele momentului rezultant in raport cu un centru de reducere 
(rj, V3, wi) vor fi 


Ai = W [(z4 — 22) 854 — (23 — 2) e34] dD, 
gu 

M = (| (3 — 93) 031 — (à, — Vi) Sal ADP, (18) 
a 


A = | [(m — zi) 634 — (Ta — 23) Cu] AD . 
a 
Aceste integrale se calculează uşor pe orice secțiune A, intrucit 


gw 9c, nu depind de æ, iar termenul funcţie de a, din c, iese in 
factor. 


Vom alege întotdeauna centrul de reducere in chiar secţiunea 
care acționează tensiunile considerate. Luind deci z; = a, în (18) obținem 


M, (95) = Wes — w) o dD, Ja (a) — — \| (e, — a1) css AD, 
gr a (19) 
Jt = Î Gn — 2D osa — (23 — 2) culdD. 
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(2, Şi (Pa depind evident de c, c4,. Pentru determinarea lor, nu 
este însă necesară rezolvarea sistemului (14). Într-adevăr, inmultind 
prima ecuație (14) cu a, şi integrind pe J, avem 


| [(4y 031), F (Za 032), 2 — da] 4D + a (a (2, — si) dD + 
g 


E] 


+ aa [| au (a — dap = 0. (20) 
sd 
Tinind seama aci de formula lui Riemann-Ostrogradski (A.3.18), 
obţinem o integrală care este nulă în virtutea condiției (16). Utilizind 
formulele (4.3.6), (A.3.9) şi (A.3.5), putem pune în evidenţă momentele 
centrale de inerție ale secţiunii. Cu aceasta, (20) si (17) dau 


(Q, = tilaa + talig- (21) 

Înmulțind prima ecuație (14) cu z, si integrind pe Z, căpătăm, 
după calcule asemănătoare, 

Ra = 0, he + alu: (22) 


Pentru a treia componentă din (17), obținem ugor — utilizind (13), 
(A.3.4) şi (A.3.5) : 

Ra — Bs D * (23) 

Prin urmare, rezultanta tensiunilor pe orice secțiune este inde- 
pendentă de x, iar mărimile (2g, sint cunoscute din (7). 

Nici pentru calcularea componentelor M, (æ) si M(x) nu este 
necesară rezolvarea sistemului (14). Introducind (13) si (17) pentru i = 3 
in expresia (19) a lui A, (xa), Sintem conduși la a calcula aceleași mo- 
mente de inerție ca in (22); tinind seama de (22), obținem 


Milta) = (23 — 1) Ra + (Ba ha + Ba lu) — (#2 — 2$) Ba. (24) 
Tot astfel deducem gi 
Malas) = — (ay — 0) Ri — (Bi los + Bo ha) + (2i — 21) Pa. (25) 


În fine, a treia formulă (19) se scrie 


Me — AM — Pa + Pa, cu M = a (Ga — 2,04) dD. (26) 
g 


Această relație exprimă numai legătura dintre componenta după 
Oz, a momentului rezultant pentru un centru de reducere oarecare, gi 
momentul .J/; faţă de originea (0, 0, z,). Dacă punctul (z;, 2$, 2) este 
situat pe axa centrală (2.3), avem Ml, — 0, ceea ce era de aşteptat. 
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Mărimile A, (03), Malz) nu sint cunoscute. Notind însă 
ALD = Mas Mat) = Ma, (21) 
este limpede cà Mi, Ala, Ma sint componentele momentului rezultant 
al sarcinii f, din (7), aşadar sint mărimi cunoscute. 

Cele cinci relaţii (21) — (25) permit determinarea constantelor 
Q1, Xa, Bi, Bas Ba. Pentru aceasta este suficient să luăm m= în (24) 
si (25), si să ținem seama de (27). 

Cu aceasta, 5 din cele 6 condiţii date sub formă integrală pe baza 
ra = l sint folosite, si ele determină complet oz, sub forma (13). Pro- 
blema se reduce acum la rezolvarea sistemului (14) pentru tensiunile Cy 
şi Sa, care trebuie să satisfacă condiţia la limită (16), si condiţia cu 
caracter integral (26). Aceste funcții odată găsite, rămine de integrat 
sistemul fizico-geometrie (15). 


6&4. FORMA ECUAȚIILOR PROBLEMEI ANTIPLANE 
ÎN VARIABILE COMPLEXE CONJUGATE 


a) Ecuațiile problemei 
Întrucit sistemul (3.14) nu depinde de variabila r,, este firesc să 
introducem mărimi complexe definite în Z, si să utilizăm sistematic, 
variabilele complexe conjugate 3, 3. Noţiunile de care vom face uz sint 
amănunțit prezentate in $8 A.4— A.11. 
Să considerăm deci variabilele complexe 


i= t tita, j= —iga. (1) 


Pentru anumite puncte, ca de pildă centrul de greutate al secțiunii, 
sau centrul de reducere al sistemului de forțe, notăm 


do = wi tis a =a Hin. (2) 


Pe orice curbă € din domeniul Z, avem desigur 4 = 3(s), unde s 
este abscisa curbilinie pe €. Din (1) urmează evident (vezi şi (A.4.21)) : 


8 (5) = wi (8) + i æ; (8). (3). 
Vom considera in cele ce urmeazá constantele complexe 


a = 0 dia, B = B, iB, 
R = Ri tri Pa, M= Ul ids, 
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(unde R si M se numesc rezullanta complexd, respectiv momentul înco- 
voielor complex al sarcinii exterioare) si funcţiile 


M (a5) = A (w3) + i Mala), 
T(n 3) = On (44, a) A Loga (2, , Ta), (5) 
U (a, à; Ta) = V, (Tis Mao Wa) H italia Mas 3) , 


numite respectiv momentul complex, tensiunea tangențială complexá si 
deplasarea iangențială complexă. 

Acum putem transcrie relațiile din $ 3 sub o formă mult mai 
compactă. 

În primul rînd, formula (3.13) devine 


Das = Re (o (2 -H + BG — 30)) + Pa, (6) 
sau încă 
ass => (ts — 1) (3 + a3 — 20) +> (Bà + Bă — 24) + fa, (7) 


unde am notat 
26 = aho t tor 2d — Bo t B3o- (8) 


'oeficientii din (6) —(8) sint cunoscuţi cu ajutorul relațiilor (3.21) — 
(3.27). Adunind egalitatea (3.21) eu (3.22) inmultitá eu i, gásim 


R= alg dos n + idha, 
sau încă 


2R = (a + a) lg + (x — x) 4 r2ia la, 
de unde, tinind seama de expresiile (A.7.25), deducem 
2R —lyx4-I«. (9) 
Tot astfel, din (3.24), (3.25) obţinem pentru o secțiune æ, oarecare 


2iM(z) = 2(zy — DR + IB 4-18 — 2(3, — 3o) Ba, (10) 
de unde pe baza z, = I: 
2iM = hB -- 1B — 213, — 3) Ba. (11) 


. Seriind relația complex conjugată cu (9), se obține un sistem in 
x, X, & cărui soluţie este 


a = (2/8) (IR — IR), (12) 
unde 


30 = 4 (lala —15). (13) 
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Izolind in relaţia (11) termenul l,8 +18, deducem o formulă ana~ 
logá eu (9): prin urmare, constanta B se obtine din (12), inloeuind R 
prin iM + (3, — 39) Ra: 


B = (2/8) i (lM + IM) + (2/8) [Io(à, — 39) — 18. — 3o] Ra- (14) 


În particular, dacă @, = 0, sau dacă centrul de reducere este ales. 
în centrul de greutate al bazei (3, = $4), relația (14) devine 


B = (2/8)i (IM + 1M) . (15). 


Împreună cu (3.23), relaţiile (12) si (14) dau efectiv coeficienţii ee. 
intervin în expresia (7) a componentei 634. 

Toate aceste relaţii sînt independente de constantele elastice ale 
materialului. 


Să trecem la ecuaţiile (3.14). Fácind uz de definițiile (4), (5) şi de. 
formulele (A.4.5)—(A.4.7), obţinem sistemul 


; p e dai 
T4 t Da + Le (8 — Bo) + «(8 —389)] — 09, 

ii (16). 
Eust n + wlea=0, 


unde cea dintii este ecuaţia reală de echilibru, iar cea de-a doua, ecuaţia 
(complexă) de compatibilitate a problemei. 

Tinind seama de formulele (A.3.12) și (3), și folosind notația 312 = t, 
condiţia la limită (3.16) (care trebuie înţeleasă în sensul din $ 1.1) devine. 


T(t, t) (s) — T(t, t) t'(s) — 0. (17). 


În fine, singura din condiţiile pe baze care intervin în studiul sis- 
temului (3.14), şi anume condiţia (3.26), ia forma 


2 Ma i (TG — a) TG — a) aD. (18). 


2 


Problema se reduce deci la rezolvarea sistemului (16) cu condiţia, 
la limită (17) şi condiţia (18) — care are rolul unei condiţii de normare. 
Nu putem afirma deocamdată nimic asupra existenţei sau unicitátii solu- 
fiei acestei probleme. Avertizăm numai că sistemul (16) omogen (pentru 
a == 0), cu condiția la limită de asemenea omogenă (17), posedă soluţii 
nenule. 


Să trecem in fine la ecuaţiile fizico-geometrice (3.15). Se observă. 
ușor că componentele w, w, satisfac ecuaţiile Cauchy-Riemann (A.5.4).. 
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Întrucit ele sint de clasă C?, rezultă că ele sint funcţii armonice conjugate, 
astfel că a treia relație (5) se scrie 


Wa (Tis Los Ca) i Ma (mp, Las Lg) = Ul, La). (19) 
Din primele douá ecuaţii (3.15) obţinem, utilizînd (A.4.5) sau (A.4.6) : 
Ua + U = —2(v[E) ag, . (20) 


Introducind aci expresia (7) şi tinind seama de (19), putem separa 
în primul membru un termen funcție de 3 şi z,, iar in cel de al doilea, 
un termen funcție de 3 şi m4: 


U,, + (JE) [G5 — D « + B] — (v/E) [(z —De +d — 8] = 

= — Us — (v[E) [(25—1) a + 818 + (v/E) [(25—1) € + d—,]. 

Valoarea comună a acestor două expresii trebuie să fie o funcție 
(2), care satisface condiţia g(w,) = — glt), așadar este de forma i f(2,), 


unde f(,) este o funcţie reală, necunoscută încă. 
În felul acesta, relaţia (19) se serie 


UV, — 0, (21) 
iar relația (20) se înlocuieşte cu 
U,, = — (vB) [(2—1) & + 818 + (v/E) [05 — De + d—83] + 
+ i f(t). (22) 


Mai departe, inmultind a cincea ecuație (3.15) cu i și adunind-o eu 
cea de a șasea, obținem 


Us = — 2th hp. (23) 
În sfirsit, a treia ecuație (3.15) se serie 
ts, = (1/2E) (25—1) («8 + ag—26) + (1/2E) (Ba + B8—24d) + 
+ BE. (24) 
Dispunem deci de sistemul ecuațiilor fizico-geometrice sub forma 


(21) —(24) ; primele trei din aceste ecuaţii dau derivatele parţiale ale func- 
ției U in raport cu variabilele 3, 3, za. 


b) Comportarea sectiunilor 


Putem trece acum la caracterizarea comportării de ansamblu a 
sectiunilor, cu ajutorul criteriilor (2.4) —(2.7). Avem mai intii 


ea + ieg = (1/2 u) T(5, 3) Eza = (1/E) 635, (25) 
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astfel că, utilizind (3.17) şi (4), obținem 
s + iet = (1/2u)(RJ/D), e = (1/E) (R,/D) . (26) 


Mai departe, din (4.1.5), avem evident 
j (PRI fa 1, 
(94; T loga = > [(43, 4 — Una) F Î(ttaa — 153)] = 15,4 — 9 ^3 i 


de unde, tinind seama de (23): 
ws F 1633 = 2 45,4 — (1/2 y) T(3, 8) - (21) 
Întrucît T nu depinde de z,, din (27) şi (24) avem pe rind 
(ga + 1035), 5 = 21s, 3j = (x/E) (7,—1) + (B/E); 


întrucit aceasta este o mărime constantă pe orice secțiune, ea este egală 
cu media ei: 


(on + iot), s = («/E) (z—1) + (B/B). (29) 


În fine, formula (A.4.5) permite sà scriem 
1 
(14 = " (14.4 imm Us 1) = = Im US =. (30) 


Tinind seama de (22), derivind in raport cu a, şi integrind pe Z, 
căpătăm de aci 


care s = (v] E) Im (x à.) — f' (23). (31) 


Formulele (26), (29) şi (31) caracterizează starea seetiunilor, chiar 
fără rezolvarea prealabilă a problemei (cu excepţia relaţiei (31), în care 
intervine f(z4)). Starea de intindere-compresiune depinde numai de exis- 
tenta unei componente /2, ;- 0, iar cea de alunecare, de existența unei 
componente R =£ 0. Starea de incovoiere depinde de cantitățile œ si 8, 
şi prin urmare de R, M si /Q,. Starea de torsiune poate fi cunoscută 
numai eunoseind funcția f(z4) (vezi mai departe $ 8, pag. 201). 

Starea. de intindere-compresiune, starea de alunecare şi acea compo- 
nentă a stării de încovoiere care depinde numai de M si 2,, nu variază 
în lungul barei. 


Pusă sub această formă, problema antiplană se rezolvă într-un mod 
unitar. Cazul T = 0 este elementar. Dimpotrivă cazul T z5 0 este ne- 
elementar şi necesită rezolvarea efectivă a sistemului (16). 
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$ 5. BARA CILINDRICĂ ACȚIONATĂ PE BAZE 
DE SARCINI NORMALE 


În acest cadru intră problema întinderii (cea a compresiunii diferă 
de ea numai printr-o schimbare sistematică a semnelor) si problema înco- 
voierii pure. 

Avem de integrat ecuaţiile (4.16) eu condiţia la limită (4.17) pe 
XC — ir 2 gi cu condiţia integrală (4.18) — iar apoi ecuaţiile (4.21)— 
(4.24). 

Bara este solicitată pe baza z; — de o sarcină normală, aşadar 


R= A 0. (1) 
De aci (vezi si $ 2, pag. 169) rezultă că reacțiunile ce apar pe baza 
fixată sint static echivalente tot cu o sarcină normală. 
Introducind (1) in (4.12), obţinem 
g uad. (2) 


Intrueit atit ecuaţiile (4.16), eit si condiţiile (4.17) şi (1.18) sint 
in acest caz omogene, sîntem indemnati să alegem (vezi gi (3.26)) : 


T (3 3)=0. (3) 
Prin urmare, singura componentă nenulă a tensiunii rămîne 


95 = (Ba + Bà — 24) + B, (4) 


(vezi (4.7)), unde B, 8,, d sint cunoscute din (4.14), (3.23) şi (4.8). 
Să trecem la ecuaţiile (4.21) —(4.24), unde introducem (2) —(4) : 


U,; — 0, (5) 

U., = — vB) Ba + (vJE) (d — Ba) + if(os), (6) 

U, = — dus) (7) 

us 4 = (1/25) (Bà + B8 — 24) + (BE). (8) 

Calculind din (6) si (7) derivata mixtă U,4,, si egalind valorile ob- 
ținute, cápátám if'(r, = — 2 th u. 


De aci urmează 
f'(z,) = Au, = 0, (9) 
de unde deducem mai intii, notind cu € o constantă reală : . 


fæ) = 0. (19) 
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Integrind ecuaţia (8) în raport cu z,, obținem 
u, = (1/2E) (Ba + Bă — 2d) zy + (Ba/E) aa -Fw1(5 8), — (11) 


unde w, este o funcție reală necunoscută. Din a doua ecuaţie (9) conchidem 
că w, este armonică, şi deci poate fi scrisă ca 


w, (3, 3) = wa (3) + t0a(3). (12) 
În felul acesta, ecuaţia (7) devine acum 
Us = — (B/E) c — 2w: (3), 


de unde, intrucit U nu depinde de 3, urmează — 2wi(3)— B —14, 
gi deci (A, B, H, K fiind constante reale): 


2w, (a) = —(B--iA)gy +H +iK. (13) 
Introducind (12) si (13) in (11), obținem 
u = (1/2E) (Ba + Bà — 24) æ, + (B,/E) z, — Re[(B + 14)5] + H. (14) 
Ecuatiile (5) —(7) dau acum explicit cele trei derivate : 


U,; —0; U, = — (v[E) 85 + (v/E) (d —83) -- 1€; 


| . (15) 
Us = — (B/E) zx, + B —14A. 
Integrind în raport cu à, respectiv x4, obţinem de aci 
U = — (vyJ2E) pa? + (v/E)(d — B3) +108 + Us 3) ; 
U = — (1/2E) Ba} + (B — i A) zy + Ug (9) ; 
şi deci notind eu F, G două constante reale : 
U = — (1/2E) [Ba + vB3* — 2v(d — B3] + (B — iA) a, + 
+i} --F--iG. (16) 


Notind cu ti, us, U, acea parte a componentelor deplasării care 
depinde de cele 6 constante reale A, B, C, F, G, H obţinem 


t = — r, + Ba +F, w = Ca Av, +G, 


17 
t; = — Ba + An +H, (17) 
aşadar o deplasare rigidă definită de vectorul de rotație (A, B, C) si 
de cel de translație (F, G, H). Pentru determinarea acestor constante, 
sint; necesare date suplimentare asupra poziţiei barei (de pildă, puncte 
gi direcţii care rămin fixe în procesul de deformaţie). 
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Fácind abstracţie de aceste componente, obţinem in definitiv 
U = — a/2E) [Ba + vBa* — 2» (d — B3) âl, 
us = (1/2E) (Bà + Bă — 2d) x + (B4/E) o. 


Formulele (4) si (18) rezolvă complet, in axe oarecari, problema 
barei de secțiune oarecare, solicitate pe baze de o sarcină normală. 


(18) 


86. ANALIZA STÁRII ELASTICE A BAREI ACTIONATE 
PE BAZE DE SARCINI INORMALE 


a) Comportarea sectiunilor 


Vom începe prin a utiliza formulele (4.26), (4.29) si (4.31). Pentru 
a înțelege mai bine fenomenul, vom determina şi rotirile fiecărei sectiuni 
în parte, tinind seama și de deplasarea rigidă (așadar utilizînd formulele 
(5.14), (5.16), şi nu formulele (5.18)). 

Întrucit avem R = Ma = 0 si T= 0, din (4.26) deducem 


e + lef — 0, cj = @a ED. (1) 
Mai departe, introdueind (5.14) in (4.27) avem 
Cai F ùg = (B/E) x4, — B -- iA, (2) 
astfel că (vezi gi (4.29)) 
of. iot s. = B[E. (3) 
În fine, tinind seama de (5.16) in (4.30), deducem 
014 = — (iv/2E) (pa — B3) — C, (4) 
astfel că 
Un. c6. (5) 


Constantele A, B, C, intervin în expresiile ce caracterizează rota- 
tile secfiunilor, dar nu si în cele ce caracterizează rotatiille lor relative. 

Sectiunile nu sint supuse nici la alunecări, nici la torsiune (cu toate 
Că c, 0, şi chiar wor Æ 0). 

Dacă R, 0, secţiunile sint supuse la întindere, iar dacă B 0, la 
incovoiere. Ambele stări sînt independente de x, aşadar toate secţiunile 
se comportă la fel unele față de altele. 
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b) Sarcină static echivalentă cu o forță unică R, 


În acest caz avem 
R=M = Ma =0, REO, (6) 


forța (2, fiind aplicată într-un punct 3,. 
Din (4.12), (4.14) şi (3.23) avem deci 


= 0, B = (2/8) [lo(3, — do) — ! (8, — 80)1 Ras Bs = 24/D, (7) 


astfel că unica componentă nenulá a tensiunii este determinată. Din (5.4) 
obținem in general 


dac [ul um) — land —M ou a 
33 lu M — n. i 
hat > 00) — luai 708) (o oae 5|» (8) 
ha lag iA lia 


iar in cazul particular al axelor centrale principale (af = w} = lh, = 0, 
ly = lis las = la): 


| E 74d. t- j| (9) 


După eum rezultă din (1) si (3), secțiunile sint supuse la întindere 
si încovoiere, 

Dacă 3, = o, atunci B = 0, şi bara este supusă la întindere pură. 
În acest caz, din (5.4), (5.18) si (7) deducem — în axe centrale : 





R ve we R 
sm h=- RS Wg = — 3 Vg, t =- e (10) 


c) Sarcină statie echivalentă cu un cuplu de moment M 


În acest caz avem 
R$, d 0, MED (11) 


unde M nu depinde de alegerea centrului de reducere. 
Din (4.12), (4.15) si (3.23) avem acum 


a=0, 8-(2/Bi(lM-d-1M), B,—0, (12) 


ceea ce determină unica componentă nenulă c4, a tensiunii. 
Din (5.4) şi (5.18) obţinem acum 


Lux " 
033 — z (Bă + Bà — 24d) (13) 
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şi încă, abstracţie fáeind de roto-translafia rigidă (5.11): 
1 * —- E cas 5 
U =— 3g Pa tpa — 2vda); «w—-.. (Bat Ba — 2d) as. (14) 


Întrucât @, = 0, din (1)— (5) rezultă că secţiunile sint supuse numai 
lẹ rotiri relative în jurul unor axe normale pe Ox, Din această cauză, 
bara solicitată de sarcini de torsor (11) este în stare de $£neovoiere pură. 

(Incovoierea apare si sub acţiunea unei forte /2, aplicate excentric, 
dar în acest caz ea este însoțită de întindere.) 

În cazul încovoierii pure, rotafiile locale nu sint funcții de punct 
pe secţiune. Există rotatii locale (8i chiar rotatii medii) nenule si în jurul 
unor axe paralele cu Ox, — dar rotatiile medii relative sint nule, 

Din a doua formulă (14) rezultă că secțiunile plane rămîn plane după 
deformatie : orice secţiune s, = T, trece după deformatie în planul x, = 
= Ta + Ma (å, â» Za). Ipoteza seetiunilor plane — cunoscută din rezistenţa, 
materialelor — se confirmá deci. (Din (10) se vede că ea este valabilă si 
in eazul intinderii pure.) 


Peniru a găsi constantele A, B, C, F, G, H, sint necesare dale suplimentare asupra 
deplasării barei in ansamblu. 


Asfel de pildă, dacă presupunem că origina O nu se deplasează, si vecinătatea ci nu 
se rotește, atunci, luind 3— za = 0, deducem din (14) si (5.17) cà F—G = H = 0, iar diu (2) 
şi (4) urmează că A=B=C=0, 

Din (14) urmează evident că punetele bazei z,—0 nu sint fixe, intrucit avem U zj- 0. 
Presupunerea de mai sus revine la a considera deci că baza r, = O este fixată „In medie”, ea 
nedeplasindu-se înafara planului ei, și nerotindu-se in ansamblu. (A se revedea si $ 2, pag. 169.) 


Pe viitor vom presupune întotdeauna 4—5—C—F-—G-—H- 0. 

Pentru a obţine componentele tensiunii 3 deplasării sub formă 
reală, să facem uz de valoarea lui B din (12). În axe oarecare obținem 
de pildă 


Tag = 5i 5 5 i Iu (a^, — a^) E 


hilaa — lis hils — liz 


laMa F laai (a — 28). (15) 


d) Elemente geometrice esențiale. Rigidităţi la incovoiere 


În cele ce urmează, ne vom situa în cadrul teoriei clasice a incovoierii 
pure pentru bara rapea la axele centrale principale de inerție ale lui 2 
(aşadar 3, = d = 0, = 0). Proprietățile geometrice despre care vom 
vorbi nu depind is de alegerea axelor. 


Din (12) obţinem mai intii 


p = — (Malla) + (AI). (16) 
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Formula (15) devine aei 
Sag = — (Malla) + (Alh) ag, (17) 


iar (1i) se reduce — oi calcule elementare— la 


1 : £5 3 a | | 
t, = (Ma Ela) [25 + zi — 22)] — M El) ata 


ta = (ALEI) Drs + Ii — 00] H Mal Els) 22s, (18) 


ty = [— (Ma Ela) + (AE) ta] 2. 
De aci se obţin uşor componentele stării elastice in cazul particular 
al momentului dirijat după una din axe (M — 0 sau M, = 0). 
Întrucît avem d( Z) « l, caracterul deplasării în ansamblul ei este 
sirins legat de caracterul deplasării liniei centrelor de greutate. Luind 
in (18) z, = z, = 0, obţinem pentru aceasta 
ui 


— (A Bla), = — (AIE, w3=0. (19) 


sl | 


Locul punctelor in care tree după deformatie centrele de greutate 
ale sectiunilor se numește linie elastică. Dacă C = 0, secţiunile nu se ro- 
tesc (in medie) în jurul tangentei la această linie (vezi (4)). 

Scriind ecuaţiile (19) în coordonate (z,, a, 72), adică punind wj = Ti, 
ua = c, (de fapt zi, za), obţinem 


1 : P, : 
agis (AJE) cj, t= — (MB) d, (20) 


de unde se vede că v,a; = const., așadar că linia elastică este o curbă 
plană. Planul in care ea este situată poartă numele de plan de încovoiere, 
şi eenatia sa (precum şi a urmei sale pe orice secţiune) este evident 


(Allh) 2, + (Malla) Ta = 0. (21) 
Din (17) deducem că există un al doilea plan important 
(Mala) a4 — (Allh) ta = 0, (22) 


pe care ca, = 0. Din a treia ecuaţie (3.15) urmează că pe planul (22) 
avem si ca, = O0. Acest plan este perpendicular pe planul de incovoiere, 
şi se numeste plan neutru, 


Dat fiind cà axa Ör, este orizontală şi axa Or, este verticala descendentă (vezi fig. 
5.6.1), in cazul unei sarcini echivalente eu un cuplu „Aa > 0 dirijat după Or, planul de inco- 
vojere este planul vertical; din (19) rezultà uy 0, aşadar centrele de curbură in lungul liniei 
elastice sint indreptate spre direcția valorilor x, pozitive. Dimpotrivă, dacă , Jf, = 0, | Jf, > 0, 
planul de incovoiere este planul orizontal si ud < Ü, ceea ce Înseamnă că centrele de curbură 
sint indreptate spre direcția valorilor x, negalive. 
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Incavoiere în planul orizanta' Íncovoiere în planul vertical 
Fig. 5.6.1 
Amintim (vezi de ex. G. Vrănceanu [1], vol 2, $ 14.1) că raza 


de curbură p, și torsiunea rt, ale unei curbe in spaţiu sînt date de for- 
mulele 


er = (A2 4+ B? 4 OnJd&, — s = — (A? B+ 024, 
| dz, dae, de, | 
A =| de d*r, dia, j (23) 


| da, dz, d'a, 


unde A, B, C, sint minorii formati cu elementele primelor două linii ale 
determinantului A. Tinind seama de (20), obţinem acum 


= (AM Eh) (dz,)5, B = — (AJEI,) (dwa), C = 0, (24) 
8i deci 
e = (AGE) + (ME) ] (drade). (25) 
Întrucit avem 
ds = (dai + dag + dog = V1 + CAE + (Ma Bl] ai das, (26) 
vom nota 
po = (AE + (ALEI), (27) 
8i vom transcrie (25) sub forma 
pr! = pii (L + py ai) 95. (28) 


Atita timp cit dense nu sint foarte mari, avem evident c4/og«&1. 
Prin urmare, avem p, 2 oe, si, in primá aproximaţie, linia elastică este 
un arc de cerc. Aceeași valoare a razei de curbură se obţine din (25) dacă 
admitem æ, = 8, ceea ce este permis în cadrul teoriei liniare, 

Valoarea torsiunii 7, rezultă nulă (ceea ce era de aşteptat), chiar 
independent de presupunerea m} £ s. 
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Vom nota raza de curbură a liniei elastice cu o, în cazul in care 
planul de încovoiere este planul vertical Oz,z, (așadar pentru A, = 0, 
Wa 3 0), şi eu pa în cazul incovoierii în planul orizontal Oaza (A/h 0, 
M, = 0). Atribuind acestor raze semnul corespunzător direcției pozitive 
sau negative a axelor spre care este orientată concavitatea liniei elastice, 
obținem din (27) relaţiile importante : 


pr! = Mal Bla, pa! = — IER, pă = pr" HF pi. (29) 


(Intervertirea axelor Oz, si Or, în orice formulă in care intervin 
momentele, se face tinind seama si de necesitatea de a schimba semnele — 
datorită faptului că sistemele Oz,r,r, şi Or,r,r, nu sint de aceeaşi ori- 
entare.) 

Sá clarificăm semnificația primelor două relaţii (29). Cantităţile p}, 
p. sint parametri cu caracter global, ce caracterizează comportarea de 
ansamblu a barei. Ei sint determinati ca produse de factori E (depinzind 
de material), |, sau |, (depinzind sub formă globală de configurația 

metrică a secțiunii), și A, sau M, (depinzind de asemenea sub formă, 
globală de sarcină). Acest fapt permite evaluarea separată a rolului sar- 
cinii, materialului, și geometriei secţiunii. 

Cu cit razele p,, p sint mai mari, cu atit bara este mai rigidă (vezi 
(19)). Mai departe, din (29) se vede că cu cit l, la sint mai mari, cu 
atit — pentru o sarcină şi un material dat — bara se va depărta mai 
puţin de la configuraţia inițială (rectilinie). De aceea, mărimile |, gi lẹ 
se vor numi rigidități geometrice la încovoiere pură. Mărimile El, si El, 
se vor numi rigiditáti la încovoiere pură. 


O relatie analogà eu (29) apare In studiul problemei torsiunii pure (vezi (13.15)). In pro- 
blema incovoierii in consolă apare analogul nemijlocit (9.14) al relaţiilor (29), precum și o relaţie 
mai complicată, dar cu semnificație Inrudità (vezi (19.10) şi (19.17)). În finc, relaţii de acelaşi 
tip se intilnesc si în problema stantei rigide (vezi (10.8.5) şi (10.8.8)). 


Tinind seama de formulele (29), obținem acum din (17) 
Gag = — E(pi! 4 + pi! 23), (30) 
iar din (18) 


1 "M 
t, = — pr [oi + vai — a$)] + v ps ata 


1 | ! x P 
Uz = 9 ez! [2$ + v(z$ — ri) + vei! 2425, (31) 
Ma = — (pi! m, + ga! 2a) Ta- 
Pentru ecuaţiile liniei elastice avem din (19) 
| E. worn i 
ui = - p h wi * 5 3 ai. (32) 
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În fine, din (21) si (22) obţinem pentru 


planul de ineovoiere : 


planul neutru : 
pi^ 44 F pa^ v, — D. (34) 


Planul neutru imparte bara in două domenii: unul in care avem 
O33 >0, s3, >0, si celălalt in care avem ag 0, ca, < 0 — asadar 
unul in care există tensiuni de întindere gi fibrele longitudinale se lun- 
gesc, gi cslălalt in care există tensiuni de compresiune, si aceste fibre 
se scurtează "). 

Notind eu p distanța de la un punct de coordonate æ, z, la urma 
pianuiui neutru (34) pe Z avem (vezi de ex. G. Vrănceanu [1], vol. 1, 
5 2.0): 


P = dk (pot, + put) pi + es. (35) 
Tinind seama de a treia relaţie (29), obţinem din (30) si (35) : 
93, = — E pati + pita) papa = — Ep pi + eileies- — Eplos. (36) 


Am reţinut aci semnul minus, pentru ca (36) să generalizeze relaţiile 
ce derivă din (30) pentru A, = 0 sau M, — 0: 


034 = — E w,/p,, respectiv cy = — E a] pa. (31) 


Tensiunea într-un punct oarecare e deci proporţională cu distanţa 
la planul neutru, cu curbura liniei elastice, şi cu modulul lui Young. 

De aci rezultă două concluzii practice importante, Pe de o parte, 
punctele cele mai solicitate sint cele mai depărtate de planul neutru — 
$1 aceasta dă o regulă simplă pentru a se evita apariţia de tensiuni prea 
mari, Pe de altă parte materialul situat în apropierea planului neutru 
„nu lucrează” si deci este indicată utilizarea de profile care îndepărtează 
materialul de acest plan. (Vezi şi $ 9, pag. 208 si $ 16, pag. 266). 


Pentru a bară de oţel (E 2 2,15 -10% kgf/em?, c, 22 2:10? kgf/cm’), conchidem că trebuie 
să avem pa => 107p. Intruelt în general p este de ordinul de mărime a ciliva cm, cel mult 
ciliva dm, rezultă că p, este de ordinul zecilor sau sutelor de metri. (Vezi şi cele spuse după (28).) 


Din a treia formulă (31) rezultă că o secţiune plană x, = T, trece 
după deformatie tot într-un plan: 
a= (1 — pipi — pr’ 93) 24. (38) 
Hemareind că parametrii directori ai tansentel la linia elastică (32) 
în punctul în care ea înţeapă planul x, = 7, au valorile gj! Z5, pa! Fa, 
l, 8i transcriind (38) sub forma 
(gr^ Pa) 91 t (oi! 95) a F a = d, (39) 


— 


*) Acest fapt a fost pus la baza.studiului problemei Ineovoierii de către E. Mariotte [1]. 
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deducem că secţiunile normale tree după deformatie in plane perpendi- 
culare pe linia elastică. Aceasta era de aşteptat, intrueit axele Oxa 2, 
sint axe principale. 

Soluţia exactă a problemei confirmă deci ipotezele formulate de 
J. Bernoulli [1]: ipoteza sectiunilor plane, normale pe linia elastică, si 
ipoteza încovoierii in are de cerc a liniei elastice. (Pentru domeniul de 
validitate al acestei soluţii vezi si A. Kornecki [1].) 


e) Încovoiere dreaptă şi încovoiere oblică 


S-ar putea crede că încovoierea în lungul unei axe principale de 
inerție nu diferă calitativ de incovoierea după o direcţie oarecare (com- 
pară de exemplu (36) cu (37)). Dar în fapt, aceste axe au un rol esenţial. 

Să notăm momentul incovoietor com- 


plex cu M, 
M = M, + iMa = |M] exp (ip). (40) | de 


Din (27) obţinem 





A 


pă —(|M 2152) [ [(cog? 4) yi- (sin? 4 ' yi. (41) ——— yy. 


Extremele acestei funcții se obţin Z; 
pentru 
Fig. 5.6.2 


ð po lay = (1MI*/ E?) [Iz — 1; *]sin 29 = 0, (42) 
așadar pentru valorile 0,—- m sm x, ale unghiului y. 


Să alegem notația axelor în aga fel încât să avem |, < lẹ Din expresia 
92p5*]092 = 2(|M]|*]E?) [I5* — I; *] eos 25, (43) 
deducem 
ü*est[ag?| <0, 21092 Să (44) 
FE Y= R 

de unde rezultă că pentru momentul M dirijat în lungul axei Oz, 
(asadar y == x| curbura pg! atinge valoarea sa minimă; iar pentru M 

dirijat în lungul axei Oz, (asadar  — 0) ea atinge valoarea mazimă. 
Vom numi plan al sarcinii, acel plan a cărui urmă pe secţiune este 


perpendiculară pe M. (Denumirea provine din faptul că cuplul de moment 
M poate fi privit cu realizat cu ajutorul unor cupluri elementare, compuse 
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fiecare din eite două forte egale si opuse, dirijate paralel eu Os, şi aplicate 
în două punete situate pe o linie perpendiculară pe M.) Astfel de pildă, 
dacă A, = 0, Ma 0, planul sarcinii este dirijat după O7,; iar dacă 
MÆ 0, Ma = 0, el este dirijat după Oz,. 

Rezultă deci că, dacă planul sarcinii este dirijat după axa Oz, 
in raport cu care momentul de inerție este minim (|, < la), atunci curbura 
atinge valoarea sa minimă ; dimpotrivă, dacă planul sarcinii este dirijat 
după axa Oz,, în raport eu care momentul de inerție este mazim, curbura 
atinge și ea valoarea sa mazimă. 

Din (31) şi (36) urmează că, eu eit raza de curbură este mai mare 
(aşadar bara este mai rigidă), cu atit tensiunile și deplasările sint mai 
mici. Întrucît bara rezistă în condiţii optime pentru planul sarcinii dirijat 
după Ox, iar in acest caz (A, = 0) rezultă din (21) că planul de incovo- 
iere este planul z, = 0, aşadar planul Ort, — acesta va purta numele 
de plan de rigiditate al barei; planul Oz,zr, se va numi plan de flexi- 
bilitate. 

În concluzie : bara rezistă global în condiţii optime la sarcini dirijate 
(global) după axa in raport eu care momentul de inerție este minim, 
așadar — în axele particulare alese — la sarcini M, = 0, M, 0. (Desi- 
gur, cele de mai sus îşi pierd sensul dacă /, = la.) 


Ne rămine să cercetăm comportarea barei sub acţiunea momen- 
telor dirijate nu după axele principale. 


Întrucît planul ce conţine vectorul M are ecuația 


Ml Al = aula, (45) 
urmează că planul sarcinii are ecuația 
Mat + Mata = 0, (46) 
sau încă, tinind seama de (29), ecuaţia 
lupa! t — lapi dy — 0. (41) 


'linind seama de valorile pantelor z,/z, ce se obţin din (46) pentru 
planul sarcinii, si din (21) pentru planul de încovoiere, obținem pentru 
tangenta *) unghiului o dintre cel dintii si acesta din urmă, valoarea 


Ali Ali =] | | Ah ) A 
t mm[—-————- ——n aA Y 1 Er y Pa 48 
á | Ala F Ala li F M, h e 


Tinind seama cá din (40) urmează A,/ M, = ctg 4, si notind /,/l, = 
= n, unde y < 1l, obținem deci 


tg e = [(1 — x) tgv]: [1 + 7 tgo] (49) 





— —) 


*) E preferabil să caleulăm tangenta, intrucit cosinusul nu informează asupra semnului 
unghiului. 
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de unde 
TL = [(1 — n) (1 + tg*$j) (1— n tg*j)]: [1 te]. — (50) 


Eliminind cazul banal y = 1, rezultă că unghiul e se anulează 
numai pentru valorile d = 0, r T x. Prin urmare, bara se in- 
convoaie in planul sarcinii dacă și numai dacă acesta trece prim una din 
axele principale de inerție ale secțiunii. Condiţiile optime sint realizate 


atunci cînd acesta este planul de rigiditate | 9 = a r Sau I x . Con- 


ditiile cele mai defavorabile survin cînd acesta este planul de flexibilitate 
(4 = 0 sau m). 

Încovoierea în aceste plane se numeşte încovoiere dreaptă. Încovo- 
ierea în afara acestor plane, cînd planul de incovoiere nu coincide cu planul 
sarcinii, se numeşte încovoiere oblică. 

Semnul mărimii tgg este acelaşi cu al mărimii tg. Din (49), (50) 
obţinem următorul tablou de variaţie al funcției tgo pentru ve [0, zx]: 


1 1 1 1 | 3 
0 —r arc tg — —r arc tg | — — | —r TE 
4 V 2 " 4 
0 1 1/Vn + co — 1 -1 0 
1 so X 1 a 
0 7 — (1 — «lf» 0 — —(1 — mia A 0 
2 2 
+ + + 0 — — — 0 d 4 + 





Unghiul o este pozitiv pentru d situat în primul (sau al treilea) 
cadran, si negativ pentru d situat in al doilea (sau al patrulea) cadran. 


Plan de sarcină „Plan de sarcină 
î ^ 

/ de f i Alan de Íncava; 

/ Alan de încovoiere " "ere 3 





Fig. 5.6.3 
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Aceasta înseamnă că planul de încovoiere este situat întotdeauna, 
între planul sarcinii si planul de flexibilitate. Cu alte cuvinte, planul de 
încovoiere se abate de la poziţia sa optimă mai repede decit se abate 
planul sarcinii de la poziţia sa cea mai indicată. De aceea, apar deplasări 
mari pe alte direcţii decit cea corespunzătoare planului sarcinii, 


Pentru o conică de ecuatie F(x,, x,) = 0, ecuatia diametrului conjugat cu o direcție dată 
m este 
F.4mFQ4-0 (51) 


(vezi de ex. G. Vrânceanu [i], vol. 1, $ 4.2). Alegind 


Fie, x5) = xil + ză, — 1 = 0, (52) 
aşadar considerind elipsa de inerție a secțiunii raportată la axele principale, şi luind 
m= — Mil Ma (panta urmei planului sarcinii), obținem pentru diametrul conjugat ecuatia 

willa = CM LL UA) (xl = 0, (53) 


asadar tocmai ecuaţia (22) a planului neutru, 

Urma planului neutru si urma planului sarcinii sint deci diametri conjugaţi ai elipsei 
centrale de inerție a secţiunii. Or, diametrul conjugat cu o direcție dată este locul geometric 
al mijloacelor coardelor conicei, paralele cu acea direcţie. Dacă elipsa de inerție este construită, 
acest rezultat dă un mijloc simplu de a construi planul neutru (si deci si planul de inco- 
voiere), pentru un plan al sarcinii dat. 


Să determinăm acum tensiunea c, curbura pp! şi linia elastică, 
punind în evidenţă un termen principal corespunzător încovoierii în planul 
de rigiditate. Folosind din nou notaţiile M = |M| exp (iv), 8i n = lilla 
obținem din (17), (19) şi (27) 


Saa = — (IM]/la) (a, sin Y — m da cos), 


U — uri = TUM || El) a (sin d — im! eos Ņ), (54) 


les! | = (IMI/EIS) Vsin? q + «7? eos? q. 


Chiar pentru valori mici ale diferenței $ — T 7, tensiunea și curbura 


cresc sensibil față de cazul d =r; in plus, apare si o componentà 


u$ a deplasării. 

Aceste modificări sint cu atit mai importante, cu cit y este mai mic, 

Din cele de mai sus rezultă că dacă sarcina este aplicată în planul 
de rigiditate, fenomenul de deformatie depinde numai de rigiditatea geo- 
metrică maximă l., si deci |, (aşadar si m) poate fi oricît de mic. Sec- 
iuni eu y mie permit mari economii de material. Totuşi, valoarea y 
trebuie aleasă suficient de mare, pentru ea în cazul unor abateri ale sarcinii 
de la planul de rigiditate, tensiunile şi deplasările ce rezultă din (54) 
să nu depăşească limitele admisibile. 
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f) Aplicarea principiului lui Saint-Venant 


Soluția (5.4), (5.18) este soluţia exactă, dacă repartiţia de tensiuni pe x, = ! coincide 
cu (5.4), şi dacă baza r, = O este fixată în așa fel incit să avem (vezi (5.18)) : 


U(4, 0) = — (1/25) [vâ* — 2v(d — B) 31. ug (3, à» 0) — 0. (55) 


Prin urmare, dacă baza xr, = 0 este fixată Intr-un mod care nu permite deplasările tan- 
genţiale din (55), soluția işi pierde valabilitatea. 

Principiul lui Salnt-Venant permite să alirmăm că, dacă repartiţia de sarcini dată pe 
baza z, = ! nu coincide cu (5.4), dar are accensi rezultantă şi același moment rezultant, starea 
elastică reală diferă sensibil de starea (5.4), (5.18) numai In vecinătatea imediată a bazei t, =l. 

Intrucit pentru deplasări nu dispunem de un echivalent al principiului lui Saint-Venant, 
abaterile de la starea (5.4), (5.18) pot fi importante, dacă condițiile (55) nu sint satisfăcute. 
Cu alte cuvinte, modul concret in care ne dám tensiunile pe baza z, = | nu are mare însemnă- 
late, soluţia tinzind spre o anumită solutie-standard, funcţie de configuraţia secțiunii, de con- 
stantele elastice, si de Lorsorul sarcinii. În schimb, repartiţia efectivă a deplasărilor pe baza 
ta = Ü poate influența sensibil starea elastică. Toate aceste fapte se pol verifica experimental. 
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Problema întinderii (compresiunii) pure nu necesită comentarii. 
Menţionăm numai că soluţia (6.10) pentru 42, > 0 isi păstrează valabili- 
tatea atita timp cit c, < c,, în timp ce pentru (2, < 0, fenomenul de 
flambaj apare de obicei cu mult înainte ca limita c, să fie atinsă. 

În problema încovoierii pure, singurele calcule necesare sint cele 
cerute de determinarea ariei, a centrului de greutate, a momentelor de 
inerție ale secțiunii, si a torsorului sarcinii. Reducerea la axe centrale 
principale este necesară nu atit pentru simplificarea formulelor, cit 
pentru a determina planul de rigiditate. 


a) Cornier 


Fie o bară de secțiune dată in figura 5.7.1. Din (4.3.4) — (4.3.6) obținem pe rind 

D = 66 cm?, a? = —3,96 cm, zi = 6,46 cm; 

ha = 5368 cm’, Ja = 2298 emt, j= — 621 cmi, 
(În calculul lui Jya trebuie să ținem seama de semnul integrandului pe diferitele portiuni ale 
lui £2.) Raportind secţiunea la axe centrale, paralele cu cele date, obținem din (4.3.9) 


lu == 2018 cmă, lia =] 2605 cm?, liz L1 065 cm*, 
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Pentru a determina axele centrale principale de inerție, obținem din (4.7.29) valoarea ig 29 = 


= — 1,574, de unde 9 = — 28'47' sau 9 = 61'13'. Alegind a doua soluție, poziția axelor 
va fi cea din figură. 





-— ^ Făcind uz si de  (A,7.27) sau 

(A.7.28), obţinem |, 2: 680 cm, |, œ 3200 
cm? (ceea ce justifică alegerea făcută 
mai sus între cele două valori ale un- 
ghiului 3). 

Ca verificare, putem calcula In aceste 
axe momentul ly, care trebuie să rezulte 
nul. Direcţia optimă de aplicare a sarcinii 
este deci în lungul axei zi. Pentru o 
sarcină dirijată Într-un mod oarecare 
elecluăm descompunerea momentului în 
componentele Alpy Mly si facem uz de 
Fig. 5.7.1 formulele din $ 6. 


b) Dreptunghi 
Examinàm acest caz simplu, pentru a da o imagine clară asupra modilicării sectiunilor. 
Laturile unei secțiuni r, = c au, inainte de deformatie, ecuaţiile 

qd4 7 dB, X4 5m €; mum dod, 0e. (1) 
După deformatie, aceste laturi se transformà în virtutea relaţiilor (6.31), în curbele 
1 X =x 
T, — dob * pz" [c + wo — 3l X vp; br, T, — (1 — pi 12 — pa Laza, 
(2) 
1 = 
E ii: > pr [e + wa? — 23)) + ves az za = (1 — pi 12 — pă ne 
dh Să presupunem că incovoierea se deslăşoară In planul vertical 


Or,r, așadar că pg | = 0. Proiectind curbele (2) pe planul Oz, 
obţinem ecuaţiile 


Primele două sint ecuaţiile a două drepte, de pante 





Tajt, = + vp, lb. (4) 


Ar 


Fig. 5.7.2 Pentru Af, > 0, avem p> 0, si din (4) rezultă că 

laturile verticale se îndepărtează în partea de jos a barei (ca- 

dranele 1 5i 4), si se apropie în cea de sus — ceea ce era de așteptat, Intrucit partea 
de jos este comprimată, iar cea de sus, întinsă. Pantele acestor drepte sint cu atit 
mai mari în valoare absolută, cu cit pj l este mai mare (așadar cu cit rigiditatea barei 
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este mai mică şi deplasările mai mari), și cu cit b este mai mare (aşadar cu cit secțiunea 
barei este mai lată). Dreapta r, = Ü râmine nedeformată — așadar secțiunea nu se roteşte 
in planul ei. 

Laturile orizontale ale dreptunghiului se translormă în două arce de purabolă, de 
curbură aproximativ egală eu 


- 


Jir ðr = — wp, !, (2) 
1 

așadar avind concavitatea indreptată spre axa Or, negativă, in sus. Termenul — p,!e* 
2 


din ultimele două ecuaţii (3) corespunde unei translalii de ansamblu (funcţie de r4) a intregii 
secțiuni In jos, egală cu deplasarea utl a liniei elastice din (6.32). 

Suprafeţele superioară si inferioară ale barei sint initial dreptunghiuri situate In planele 
- a, După deformatie, ele se transformà in suprafetele 


Ii = 
1 j : 
r--rua- Fr: ei [ză H wiat — x2], (6) 


așadar in niște paraboloizi hiperbolici, cu aspectul caracteristic de $ea. Acesta este motivul 
pentru care, cu toate că linia elastică are concavitaleu îndreptată în jos, laturile inițial ori- 
zontale ale secţiunii dreptunghiulare au, după deformatie, concavitatea dirijată 1n sus. 
Presupunind acum că incovoierea se face în planul orizontal Or,r,, vom lua pg, — 0 
în (2), și vom ajunge la concluzii analoge, intervertind axele z, şi za, 
Forma finală a laturilor sectiunilor pentru pp 1-40, p; 1=£0 se obține din cea din primul 


l 
caz, dacă adăugăm valorii r, din (3) termenul — ps! [c? + wb? — 12)], iar valorii z}, 
2 


1 
termenul + vpg'az,. Toate laturile devin arce de parabolă. Apariţia termenului — p; !c* 
2 


în expresia lui x; corespunde deplasării ud a liniei elastice din (6.32). 

Prin urmare, secțiunea se deplasează în ansamblu cu cantitățile uix) pe direcția OT; 
şi ug(z,) pe direcţia Or, iar laturile sale se deformează prin suprapunerea unei rotații de 
tipul caracterizat prin (4), cu o deformare in arc de parabolă de tipul caracterizat in (5). 
În această deplasare, secţiunile nu se rotesc în ansamblul lor unele față de altele In jurul 
liniei elastice. 


c) Rolul variaţiei raportului v, = il, 
Pentru un dreptunghi de laturi 2a, 2b, se obțin uşor valorile 
4 4 
h z= = ab?, l; = x ab. (7) 
3 3 


Calculind momentele centrale principale de inerție pentru secțiunile din figura de 
mai jos, câăpătâăm 


pentru pătrat: I 
pentru dreptunghi : | 
pentru secțiunea in Î: | 


= 4 000 em, l, = 4000 cm*; 
i= 360 cm*, l, — 4000 cm*; 
„E 590 cmt, l =: 3 990 cmt; 
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Momentul de inerție maxim f, este aproximativ același in cele trei cazuri, astfel că 
trei bare avind secțiunile considerate si fiind acționate de acelaşi moment „Ma, au aceeaşi 
linie elastică (vezi şi § 6, pag. 194). Dar intrucit ariile celor trei sectiuni sint de 219 em?, 
Ale 120 em?, respectiv de 98,4 em?, economia de material în ultimul caz se dovedeşte a fi 
considerabilă. Mai mult: tensiunile si deformatiile maxime rezultă mal mici decit cele 


= e 


pi—— | 








a a, z, 
Fig. 5.7.3 
alinse în cazul secțiunii dreptunghiulare ; totodată, raportul yj este mai mare decit in acest 
ultim caz, și de aceea secțiunea in I rezistă mal bine în eventualitatea incovoierii oblice, 


Acest exemplu arată avantajele alungirii secțiunii pe direcţii perpendiculare pe planui 
neutru, şi a îndepărtării materialului de acest plan. 


d) Încovoierea oblică a barei de secțiune dreptunghiulară 


Fie o bară de oțel (E œ 2 - 106 kaf/cm*), de secţiune dreptunghiulară (vezi fig. 5.7.3), 
cu h = 360 cm, h = 4 000 cm*, 5 = 0,09, solicitată de o sarcină de intensitate IMi=8 
Lone-metri = 0,8- 10% kgl:em, Formulele (6,54) si (6.49) devin aci 


G4, = — 200 [r, sin} — (100/9)z, cosul, 
U, = (1/20000) 23 [sin  — (100/8)i cos 4], 
lpg >I = (1/10 000) sin: + (100/9)* cos? d, i 
tgo = (1 — 0,09) tgp: (1 + 0,09 tg24). 


Abaterea maximă a planului de Incovolere de la planul sarcinii se obține pentru 
| 2s 73”, şi este egală cu p & 56°. Dar chiar pentru o abatere moderată, dată de ex. de 
unghiul à = 84*50' (abatere de 5*10* = 0,09 rad), obtineim din (8) valorile 


Gya = — 200 (0,996 z, — Za), U, = (1/20 000)z (0,996 — i), 
leg !| = 1,4/10 000, tag = 0,835, ọ = 3950", (9) 


Prin urmare, pentru o inclinare a planului sarcinii cu 5°10, falà de planul de rigi- 
ditate, apare o componentă uf a deplasării aproximativ egală cu componenta u? (ceea ce 
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1 
corespunde faptului cà planul de Incovoiere este inclinat de un unghi egal cu ^ r- ù 4 


+ m & 45" fatà de planul de rigiditate (vezi prima fig. 5.6.3); curbura liniei elastice crește cu 
ccà, 40%; iar tensiunea în punctul de maximă solicitare (x, = 10, r, = — 3) creşte cu 
cca, 3095 (de la 2 000 la 2 600 kgf/cm?, ceca ce pentru anumite tipuri de oţel poate însemna 
tocmai depăşirea limitei de plasticitate), 

Aceste efecte (eu atit mai pronunțate, cu cit m este mai mic) se datoresc aparitiei 
componentei Af = 0,72 tone-metri, care la prima vedere ar părea neglijabilă fatà de com- 
ponenta A, = 7,97 tone-metri, Această neglijare nu este permisă, intrucit componenta Ai 
acționează tocmai după direcţia cea mai defavorabilă. 

În particular, consideratiile de mai sus arată că nu orice modificare a secțiunii prin 
adăugire de malerial duce la ameliorarea calităților mecanice ale Darei : o alare modificare poate 
face ca planul sarcinii (care rămine neschimbat) să nu mai coincidă cu planul de rigiditate, 
şi astfel să facă să apară deplasări şi tensiuni uneori catastrofale. 


88. BARA ACȚIONATĂ PE BAZA w, — DE SARCINI TANGENTIALE 


În această formulare sint cuprinse problemele clasice ale torsiunii 
și incovoierii în consolă, ambele cu caracter neelementar. Le vom studia 
impreuná, eu ajutorul eelor expuse in $ 4, si urmárind analogia eu cele 
spuse in $8 5— 7. 

Rezultatele initiale in această direcţie aparțin lui R. Capildeo [1], 
care a obținut primul soluția prin intermediul unei singure funcții de o 
variabilă complexă, definită in Z. Acest punct de vedere a fost reluat 
pe altă linie şi a căpătat o mare dezvoltare datorită lucrărilor lui L. Milne- 
Thomson [1], [3]. 

Avem deci de integrat ecuaţiile în tensiuni (1.16) cu condiția la 
limită (4.17) pe ££ — fr 2,şi cu condiţia integrală (4.18) — şi apoi ecuaţiile 
fizico-geometrice (4.21)—(4.24). Bara este solicitată pe baza x, — de 
o sarcină langențială, așadar cu 


M= (s — 0. (1) 


De aci (vezi si § 2, pag. 169) rezultă că, oricare ar fi modul in care 
este fixată baza x, = 0, reacțiunile ce apar pe ea sint statie echivalente 
cu o sarcină tangentialà, plus eventual un cuplu generat de o sarcină 
(reacțiune) normalä. 


Desigur, presupunerea T = 0 din (5.3) nu mai poate fi utilizată (vezi (3.17) si (4.18)). 
Prin urmare, spre deosebire de cazul elementar al sarcinii normale, avem acum de rezolvat 
efectiv sistemul (4.16). 


a) Ecuațiile in tensiuni 


Introdueind ipoteza (1) în (4.14) şi (3.23), obţinem 
p = B, = 0, (2) 
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astfel că din (4.7) urmează 
1 - : 
9e — 4 (x8 -F «à — 26), (3) 


Constantele v, c sint cunoscute din (4.12) și (4.8) in funcție de unii 
parametri globali ai secțiunii și ai sarcinii. 
Să transeriem acum sistemul de ecuaţii (4.16) sub forma 


* M im A Pu ; 
Doc Tog deo t ai — 26) 5:0, Tag qug Gl. aul (4) 
Integrind?) a doua din aceste ecuații în raport eu 3, obținem 
I iu udă | " 
Ag DA dep Heg TEMA (5) 


unde 7,(3) este o funcție deocamdată arbitrară. Introducind (5) în prima 
ecuație (4), obținem 


Tia) +. Tí) (+ (+ 23 + a3)—c=0. (6) 


Separind aci în primul membru o funcţie numai de 3, iar in eel de 
al doilea, o funcţie numai de 4 (compară si eu (4.20)—(4.22)), deducem 


TG) = -24 + Da 298g +Z o+ ips, (7) 


unde y este constanta lui Coulomb (introdusă aci pentru simetrizarea 
formulelor finale), iar + este o constantă reală. (Spre deosebire de raționa- 
mentul din $ 4, variabila ~, nu apare aci.) 

Introducind acum (7) in (5) şi integrind în raport eu 3, căpătăm 


5 1 ză 2v 
Thi ÃO = 
4(1 + v) 8(l + v) 
unde T,(3) este o funcție deocamdată arbitrară de 3. 

Întrucît T = 6,4, + İc, este o funcție uniformă si de clasă Cl(2), 
funcţia T, rezultă a fi monogená si uniformă, deci olomorfá in 2. (Singu- 
larităţi pe Z — de exemplu puncte critice algebrice — pot evident apare.) 
Notind T,(3) = uP(3), unde (3) este olomorfá în Z, şi amintind că orice 
funcție olomorfá posedă o primitivă, vom considera funcția definită de 


e'(8) = D(a) = u^* Tala) e(3) = Pti 2) + iq(2y 2). (9) 
Cu ajutorul ei, relația (8) ia forma definitivă 


" : 1 1 + 2vy . ] 
T — bod qENE Rent som v AN uu 
(8, 8) E | 2E 304^ 40 4 y) 


*) Vezi $ AA 4, pag. 704. 





a + că piura + Tu» (8) 


«$$ +e p (3), (10) 
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sau încă, dacă e mai comodă utilizarea constantelor E, v: 


»" 3 1 l5 _ 1 _ ——- 
TaD a |[i + » de a zg “tl: (11) 


Vom numi funcția o(3) — funcția lui Capildeo si Milne- Thomson. 
În expresia tensiunii tangentiale complexe T (3, 3) intervin constantele 
cunoscute «, c, si constanta necunoscută +, pentru determinarea căreia 
vom face uz de valoarea încă neutilizată a momentului M. În acest scop, 
vom serie (4.18) sub forma 








| lo 23 
My — M3 +> (Rà, — Ra), (12) 
unde 
4n = ima Ta) ap, (13) 
gi 


sau încă, faeind uz de expresia (10) a tensiunii T (5, 3) : 


i E-on us NS : 
Jin =, = | iD ze E wan A 2 dD|— 
3 p 8d 8 v) |e à 
E a 


— v Im f 39'(8) 4D, (14) 
p 

unde primele două integrale depind numai de geometria lui £. Cea de a 
treia integrală depinde de o, şi deci de 7 (vezi (10)). Prin urmare, (14) 
poate fi privită ca o relație din care se determină v, după ce (3) este deja 
determinată (in funcție t ca parametru). In $ 19 vom da formule princi- 

pial mai simple pentru găsirea lui v- 
OBSERVAȚIE, Putem reveni acum la formula (4.51) pentru cjs,. Intrueit U, ,j este 

o cantitate reală, din (4.23) si (4.30) obţinem 


wga = — Im U 44 = — (1/p) ImT ,, (15) 
de unde, utilizind (5) si (7) : 


x 1 E 14-2. . 1 od 
toiag — (lu D) um | — a —————— 3T — 6 1 int 100, 
A(1 + v) 401 + Y) 2 | 
z 
si deci 
iza = — T + (v E) Im (a o). (16) 


Aceasta înlocuieşte formula (4.31). Starea elastică a sectiunilor e deci caracterizată 
de formulele (4.26), (4.29) şi (16). Primele două au caracter elementar. După cum va rezulta 
din $19, constanta 7 depinde de asemenea numai de constantele elastice, de sarcină, si 
(de data aceasta sub o formă neelementarà) de configuratia geometrică a lui £7, 
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b) Ecuațiile fizico-geometrice 


Pentru determinarea componentelor deplasării, ne rămîn de integrat 
ecuaţiile (4.21) —(4.24), unde vom introduce (3) şi (10). Obţinem: 





U,; = 0, (1T) 
Us = — ups — Dat m Gn — D e ifle (18) 
U,; = — 2th + (i + = p tray. a 32 — 
zu 8p (1 +») 
-e BB T 9'(3), 19 
4p 1. +v) s PM 
1 " l 
tiss =- (Pa — D) («8 + 0 — 20). d 


2E 


Caleulind derivata U., din (18) și din (19), egalind valorile obținute, 
si tinind seama că (1 + v)/E = 1/2yu, căpătăm 


215,14 = — (1/2E) («3 + a — 2e) + iv — if'(a), 
de unde, intrucit in primul membru avem o cantitate reală : 


Î(za) = *z4-F C, ts, — (1/AE) («3 + «à — 2c), (21) 
unde C este o constantă reală. 
Integrind ecuaţia (20) în raport eu s, obţinem 


Wa (3, à Ta) = (1/45) (r3 — 2125) (%3 + a — 2e) + wil, 4), — (22) 
unde w, este o funcție reală; a doua relație (21) dă acum 
ai = — (1/4) (x4 + xà — 20), (23) 
de unde prin integrare in raport cu à si 3, obținem 
w (3:5) = — (1/8E) (xà + o — 4e) 8 + wa (8) + 103(3)- (24) 


Întrucît atit œ, cit şi paranteza din membrul al doilea din (24) sint 
cantități reale, deducem că w, = Wa, astfel că (22) devine 


t, = (1/48) (z$ — 202,) (x3 + «3 — 2e) — 
— (1/82) (x3 + «à — 4c) 88 + wal) + oala). (25) 
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Ecuațiile (17) —(19) iau acum forma 


Up= 0, | (26) 
TER y (8 — Da + (rs — De + itay + i0, (27) 
Uy =m oa — 2la4) « + i BILĂ 06$ — 
2E i E 
—35 9 Det) — 2v). (28) 


Tinind seama de (26) in (23), rezultă că paranteza dreaptă — funcţie 
de 3 — se reduce la o constantă complexă B — i4, de unde deducem 


2w, (3) = e(3) — (B + id)a + H + iK, (29) 
astfel că (25) devine in definitiv 
42 — 2lz, 
4E 


-z (Z& + ag — 4c) — Re [(B + i4)] + H. (30) 


"s, = Re ọ (3) + (a3 + «à — 26) — 


Totodată, tinind seama de (29) in (28), putem integra ecuaţiile 
(26)—(28), de unde cápátám pe rind 
zi — ala 
U (3, 23) = cil. + ica 23 + Jd- "ue aa? c, + 


+ (B — iA) a + U, (3), 
U(a, 4) = — zy” — 1) «3? + yu — ljea + 


T iza Da + ila + Ua (24), 
ceea ce e posibil dacă si numai dacă 


e y x 
U, (3) E lag? Tt — 103 = 


= gijp im. N — (B — iA) n = F +6, 
6E 
de unde eonchidem in definitiv 
| ză — 3las y " 
U (8, a) = — € a —g ^ — 1) (x3? — 263) + 


+ iza + (B — iA) a + 10g +F 4- iG. (31) 
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Termenii care depind de constantele A, B, C, F, G, H sint identici 
cu cei din (5.14) şi (5.16), si corespund deci unei roto-translatii rigide a 
barei în ansamblu (vezi (5.17)). Fácind abstracție de ei, obținem compo- 
nentele deplasării sub forma 





U = — x zy — ai) =z == l) (a3 2x: 2c3) + IT 3, 
zs — 2la 1 id 
u, = Re o(a) + ———— — (t3 + a3 — 2c) — aE (a3 + «à — 4c) 35. 


Formulele (3), (10) si (32), împreună cu relaţiile (4.12), (4.8) gi (14) 
care dau valorile eonstantelor x, e, q, rezolvă problema: funcţia lui 
Capildeo si Milne-Thomson se dovedeşte a fi un potențial de deplasare 
(şi deci şi de tensiune) al problemei. Aceste formule concentrează acum 
întreaga dificultate asupra determinării funcției q(4) din condiţia la 
limită (4.17) şi condiţia de normare (4.18), singurele rămase încă nefolosite. 

Pentru a fixa constantele A, B, C, F, G, H sint necesare date suplimentare. Din punct 
de vedere practic, este important să exprimăm exact condițiile de fixare ale barei — condiţii 
care depind adesea de natura materialelor barei si corpului In care ea este fixată, precum și 
de felul 1n care este realizată fixarea (sudură, nituire ete.). Eventuale greşeli in această ches- 
tiune nu alterează valorile deformatiei 5i tensiunii, dar pot conduce la valori cu totul eronate 
ale componentelor deplasării. 


$9. ANALIZA STĂRII ELASTICE A BAREI ACȚIONATE 
PE BAZA x, — DE SARCINI TANGENTIALE 


a) Comportarea secțiunilor 


Ca și in $ 6, începem prin a face uz de relaţiile generale (4.26), 
(4.29) şi (4.31) — înlocuită acum prin (8.16). Intrucit avem M = (2, = 0, 
din (4.26) deducem 

e$ -F iss = (l/2u) (R/D), — &3 = 0. (1) 

Mai departe, tinind seama de expresiile (8.11), (8.30) si (8.31) ale 

tensiunii si deplasării in (4.27) şi (1.30), obţinem 








] (t 1-229. _ 
- 1 = — U, + — T = — (m — 2l) — "PE 
Oz F ligg e ag 3 3) a F 
| — >» L- 1 " 1] ——— : 
ci — — ra — —— ai: +— 9'(3) — B -- iA 
2E à 9 ap 9 z *) T , (2) 
i za " 
oa = — Im U,, = — — (zs — l) (xà — a5) — ra — €, 


2E 
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astiel că (vezi şi (4.29) si (8.16)) 

aosa + ies = («/ E) (24 — l), (3) 
gi 

oks = — c -+ (v/E) Im (3o). (4) 


Prin urmare, secţiunile sint supuse simultan la alunecare, incovoiere 
si torsiune. Spre deosebire de cazul încovoierii pure (vezi (6.3)), rotirile 
din (3) sint funcții de z,; așadar, dacă R = 0, starea secfiunilor nu este 
aceeuşi în lungul barei. 

Măsura alunecării şi incovoierii rezultă din (1) si (3) ca funcție de R. 
Măsura torsiunii rezultă din (4) ca funcţie de R si My. 

De aci urmează că prezintă interes cazul particular R = 0, A +0: 
alunecările si încovoierile sint nule, tensiunea normală c, este de ase- 
menea nulă, iar bara, supusă în toate secţiunile numai la tensiuni tan- 
gențiale T (3, 3), se zice că este in stare de torsiune pură. Această stare 
va fi studiată in §§ 13—18. 

Cazul R 4-0, Al, = 0 nw este complementar celui dintii. (Dacă 
R 4-0, egalitatea M, = 0 în raport cu un anumit punct nu are semni- 
ficație fizică.) 

Am văzut în $2 că sarcina este echivalentă eu o forță unică dirijată 
în lungul axei centrale (2.3): 


(Pat, — (Quz, — AR = 0, =l. (5) 


Notind cu 4, punctul de aplicare al forței R, momentul acesteia, 
faţă de origine este dirijat după Oz, si are mărimea Bai — Pal. O 
astfel de forță este deci statie echivalentă cu sistemul format din forţa 
R aplicată în origine, plus un cuplu de moment M, = (Por! — Ba (vezi 
şi (3.26)). 

Oricum am alege originea (eventual chiar in 3,), formula (4) arată 
că trebuie să ne aşteptăm în general la apariția unei torsiuni nenule. 

Asadar, ineovoierea sub acțiunea unei forte tangentiale este intot- 
deauna insotità de alunecare, gi în general si de torsiune. Acest tip de 
încovoiere se numeşte $neoroiere în consolă, şi va fi studiat in $8 19—22. 

Pentru un sistem de sarcini de rezultantă R = 0, nu prezintă deci 
utilitate reducerea torsorului la forma minimală, întrucit prin aceasta 
torsiunea nu dispare. Dacă R == 0, pentru o origine şi axe alese într-un 
mod oarecare, vom considera deci cazul general R 0 si M, 0 relativ 
la un punct oarecare. 


b) Elemente geometrice esențiale 


Ca gi in $ 6, vom alege acum drept axe, axele centrale principale 
de inerție ale secțiunii. Din (4.12) obţinem 


a. = (Rilla) + (3/1), (6) 
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astfel că formulele (8.3) şi (8.32) devin (compară cu (6.17) si (6.18)) 








Sag = (3 — I) [(62,/79) a, + (05/1) vy], (7) 
respectiv 
"T — [s d — ub + vas — D (at — | — 
— y x (ry — Î) Duta — Tata, 
gis de > [s zb — lad + va — 1) (od -ap|- (8) 
— "Hi. — i) 4405 + Tati 
«est (Bon Bal iii eren]. 


Luind aci a, = x, = 0, obținem ecuaţia liniei elastice (compară 
u (6.19), (6.20)): 











g4 1 rg 1 . 
D ER 1 Caf gri RR NER Me NUNC P^ 
9 
ul = Re (0) = const., 
sau încă 
n == (e, [a ai m la. La = — Ro h a-— la), (10) 
AE, 13 | 2E V3 


de unde rezultă evident cá linia elastică este o curbă plană, Ca ài în 
cazul incovoierii pure, sintem deci conduşi la a considera un plan de 
îmeovoiere, de ecuaţie 


(Ralli) à — (Rilla) tz = 0. (11) 
De asemenea, din (7) deducem că există un plan neutra 
(Rilla) à + (Ralli) va = 0, (12) 


pe care avem c4, = Ki = 0. (Compară cu (6.21), (6.22).) 

Planele (11) şi (12) sint evident perpendiculare. 

Pentru a determina raza de curbură a liniei elastice, avem de repetat 
calculele din $6. Luind z, =+, gi deci d?r, — 0, obținem din (6.23) 
și (10) 


== — (Bal EH) (rg — L) (dz), B =— (REl) (z;—l) (do, C=0, (13) 
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de unde in definitiv obţinem formulele corespunzătoare cu (6.29) : 
e —— (Riu Ela) (za — l); ez! = — (Ral Eli) (£ — D, Po” T er^ £s ez. (14) 


Semnele alese pentru pı, p, se explică uşor, tinind seama că 
23 — l < 0, gi cá pentru (2,, Ra — 0, din (9) urmează «wj >0, m — 0. 
Introdueind 8 = (Ba = 0 în (4.10), deducem, pe o secțiune oarecare, 


M(a,) = —i(z4 — IR, (15) 
adică (vezi şi (3.24), (3.25)) : 
N (23) = (23 — Ras Mala) = — (25 — 07, (16) 
astfel cà primele douá formule (14) devin 
pi = Malsa) Elo, ps = — (ng) El. (17) 


Sub această formă, analogia cu (6.29) este evidentă. (Totuşi, mo 
mentele sint aci funcţii de 4.) Acest fapt permite să interpretăm fenomenul- 
încovoierii în consolă — din punctul de vedere al acțiunii momentelor — ca 
o suprapunere de încovoieri pure locale. 

A treia formulă (14) arată că încovoierea nu mai are loe în arc de cere. 


Din (9) se vede că, pentru m, & 3, avem 


9*0]da3 = pr',  0*u9/0a = pz, (18) 
de unde, comparind eu (17), 
0249] da = Male) Bla, — 0*u$|]9a3 = — Mil) El, (19) 


ceea ce justifică teorema momentelor incovoietoare din rezistența mate- 
rialelor. 


Să inloeuim in (8.32) oxpresiile — mă — la şi ci — 21z, prin 
Z (ns — 15, respectiv (ry — [)?, ceea ce revine là a adăuga deplasării 


o deplasare rigidă. Tinind seama de (14), obţinem acum 


l 1 jud " 
t = — £1. |; e — e-+ m zl F ves! dia — TitgDay 


QM 


r 


1 1 " | 
ua = 2 pi EE (z, — D* + vai — | over aut + Taat, (20) 
l 1 a 4a 
t, = Re (3) — (p1! + pa Ta) EL — 1) —— A, 
relații apropiate de (6.31), dacă facem abstracție de prezența lui q(3). De 


aci rezultă totodată limpede că problema încovoierii consolei nu poale fi 
rezolvată corect în cadrul ipotezei sectiunilor plane. 


208 PROBLEMA ANTIPLANA Cap. 5 


Neglijind încă in (20) componentele unei roto-translafii rigide, 
obținem pentru linia elastică expresii apropiate de (6.32): 


"EP lx 2 1 U* uw S 
us = — pr [> r — — le, u = — pai |(— ai —— le, ud — Rec(0). 
l A Pi 5 ta) A Ca jin). a (0) 
(21) 
Mai departe, din (7), (11) şi (12) obţinem acum 
pentru tensiunea normală : 
Dag = — B(ei! m + ex! Ta); (22) 
pentru planul de incovoiere : 
ga! à — pj! 04 — 0; (23) 
pentru planul neutra : 
015 4, pi x, = 0. (24) 


Considerind şi planul ce trece prin origine si contine vectorul de 
componente Ri, R, — obţinem, tinind seama de (14), 
pentru planul sarcinii : 


hga! — lgpy' dg = Ù. (25) 


Relaţiile (22) —(25) coincid cu relaţiile corespunzătoare (6.30), (6.33), 
(6.34) si (6.47) din cazul încovoierii pure — eu deosebirea că razele de 
curbură p}, p, sint acum funcţii liniare de z,. 

La fel ca in problema incovoierii pure, isi găsesc deci şi aci justifi- 
care îndepărtarea materialului de planul neutru si folosirea de bare cu mo- 
mente centrale principale de inerție mult diferite. De asemenea isi 
păstrează valabilitatea cele spuse în $ 6 relativ la încovoierea în planul 
de rigiditate, și la caracterul variaţiei stării elastice o dată cu abaterea 
planului sarcinii de la planul de rigiditate. 

Desigur însă că de aci nw rezultă că fenomenul încovoierii în consolă 
ar fi de acelaşi tip cu cel al încovoierii pure: cele de mai sus se referă 
numai la informaţiile pe care componenta elementară a soluţiei — cea 
relativă la tensiunile normale — ni le furnizează ; ele nu se reteră la feno- 
menele de alunecare şi torsionare, determinate de apariţia tensiunilor 
tangenţiale. 


OBSERVAŢIE. Unele relații din teoria incovoierii în consolă pot fi obținute direct din 
cele corespunzătoare, cunoscute din teoria incovoierii pure. Astfel, componenta Gy, se capătă 
înlocuind pur şi simplu 8 prin (r, — Da. Din (4.15) şi (4.12) se vede că aceasta revine 
la a înlocui M prin — iR(r, — l), adică | Jf, prin (z, — I) Ra si — Ala prin (x, — DP- 
Relaţia (6.17) se transformă astfel direct In (7), dar transcrierea relației (6.18) nu este per- 
misi, intrucit deplasarea tangentialà depinde si de tensiunea tangentialà, care este nulă in 
cazul incovoierii pure. Dimpotrivă, expresiile (6.30), (6.33), (6.34? sj (6.47) — care depind 
numai de tensiunea normală — conduce imediat la (22) —(25). 
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$10. OBSERVAȚII ASUPRA SOLUȚIEI PROBLEMEI ANTIPLANE 


Studiul problemei antiplane a cerut două secole de la prima sa 
formulare pină la prima sa soluţie, şi a putut fi dus piná la capăt numai 
datorită metodei semiinverse si a principiului lui Saint-Venant, 

Istoriceşte vorbind, metoda semiinversă a fost utilizată separat, 
cu ipoteze distincte (uneori în tensiuni, alteori în deplasări) pentru fiecare 
din sub-problemele ce se desprind din problema antiplaná. In fapt însă, 
ipoteza unică (3.9) se dovedeşte îndestulătoare pentru rezolvarea coerentă 
a întregii probleme, constituind astfel un exemplu ne-banal de fertilitate 
a metodei semiinverse. 

Lu examinarea rezultatelor obţinute, se constată caracterul elemen- 
tar al soluţiei corespunzătoare sarcinii normale, şi caracterul neelementar 
al celei corespunzătoare sarcinii tangenţiale. 

Tensiunea normală c, Și deplasarea tangenţială complexă U sint 
întotdeauna polinoame în à, 3, a. Tensiunea tangenfialà complexă T 
şi deplasarea normală ua depind esențialmente de funcţia o(4), ceea ce 
în cazul torsiunii și al încovoierii consolei conferă caracterul ne-elementar 
al acestei probleme. 

Faptul că atit în problema incovoierii pure, cit si in problema ineo- 
voierii consolei avem de-a face la prima vedere cu încovoierea barei sub 
acţiunea unor momente incovoietoare în fiecare secțiune, nu trebuie să 
mascheze deosebirea principială dintre cele două probleme, care constă 
tocmai în apariția tensiunilor tangenfiale în cea de a dona dintre ele. 

Toate soluţiile astfel obținute satisfac ecuaţiile elastieitátii pentru 
forte de volum nule si pentru suprafața laterală liberă. 


a) Aplicarea principiului lui Saint-Venant 


În ce priveşte solicitarea bazelor, este frecvent cazul în care pe una 
din ele este aplicată o sarcină activă, de natură cu totul oarecare, în 
timp ce pe cealaltă bază sint aplicate reactiuni, funcţii de sarcina activă 
8i care au ca rol solidarizarea barei cu ansamblul unei construcţii, maşini ete. 

Avem deci de-a face în fond cu date de tip Neumann — dar sub o 
formă integrală — pe una din baze, fie ea i, =l, şi ne rámine să ne 
preocupăm de natura deplasărilor pe baza rz, = 0. 

Acestea rezultă, pentru întinderea pură, din (6.10): 


ty = — (v'23/ ED) a Ug = — (WE,JED)a,, U —0; (1) 
pentru ineovoierea pură, din (6.14): 


U (3, 0) "m —(vj2E) (Ba? x 2dà), tts (8, hi 0) — 0, (2). 
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pentru torsiune si incovoierea in consolă, din (8.32): 


U (3, 0) TEM ( M2. E) CER o 263), (3) 
ua (å; 4, 0) = Re (3) — (1/8E) (xà + «à — 1e)33. 
Valorile la limită ale tensiunilor pe baza m, == rezultă, pentru 
întinderea pură, din (6.10): 
933 (8 à: 0) = ('24JD ; (4) 
pentru încovoierea pură, din (6.13): 
Saal, 1) = (Ba + Bà — 24); (B) 


pentru torsiune si incovoierea in consolá, din (8.3), (8.10) : 
Gas (8s D — 0, Cg + dog = T (8,3) 26 0. (6) 


În virtutea teoremei de unicitate, soluţiile obţinute sint soluţii 
exacte (inclusiv pentru cazul barei cilindrice scurte), şi chiar singurele 
soluţii regulate posibile în cazul liniar — dacă baza s, = 1 este acționată 
de sarcini distribuite după legile (4)—(6) şi dacă punctele bazei c, = 0 
se deplasează în conformitate eu (1)—(3). 

Aparent, aceasta înseamnă că soluţiile prezentate mai sus corespund 
numai condiţiilor la limită — foarte restrictive — din (1)—(6). Impor- 
tanta prineipiului lui Saint-Venant constă toemai in faptul că el garan- 
tează valabilitatea universală a acestor soluții. 


Pentru aceasta, este suficient ca bara să fie destul de zveltă (cel puțin de 3—4 ori 
mai lungă decit dimensiunile ei transversale); ca natura fixárii bazei zx, = 0 să nu contra- 
zică flagrant condiţiile (1)—(3) (căci pentru deplasări nu dispunem de un echivalent al 
principiului lui Saint-Venant); ca secţiunea Z7 să fie de asa natură incit aplicarea principiului 
lui Saint-Venant să fie permisă. 

Prima conditie este evidentă, 

Cea de a doua cere ca, în cazul întinderii sau incovoierli pure, baza fixată să nu 
admită deplasări în lungul axei Om, si să fie ingáduità o anume deplasare in chiar planul 
ei: iar în cazul torsiunii si al încovoierii în consolă, să fie îngăduită o anumită libertate de 
deplasare a bazei fixate, atit in planul ei, cit şi în afara acesteia (deplanare). 

Dacă o astfel de libertate nu există (de ex., dacă u4(3. 3, 0) = 0), soluția isi pierde vala- 
bilitatea. În acest caz apare o legătură intre tensiunile tangentiale si cele longitudinale, care 
pierd caracterul lor elementar, 

Încovoierea sau lorsiunea in sensul problemei antiplane se numește liberă; in cazul 
contrar mai sus menţionat, spunein că avem de-a face cu încovoiere sau torsiune impiedicată, 
Aceste din urmă stări sint încă destul de putin studiate, cu toată importanţa lor. Pentru 
unele rezultate mai vechi, vezi de exemplu A. Füppl si L. Fóppl [1], $ 77; P. Papkovici 
[41], $ 7.21; S. Timoshenko si J. Goodier [1], $ 103. Penlru torsiunea împiedicată, vezi 
încă articolele lui E, Heissner [5] — [7] : G. Gheongian [1], J. Nowinski [1], V. Prokopov [1] 
(pentru secțiuni pline); S. Birman [1], K. Kovalev si |. lagn [1] (pentru secțiuni închise 
cu pereţi subțiri), 
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In fine, a treia condiție cere ca secțiunea £7 să fie de asa natură incit orice sistem de 
sarcini echivalent cu zero aplicat pe baza r, = | să dea tensiuni ce tind la zero la distanțe 
relativ mici de bază. Pot exista cazuri cind lucrurile nu se petrec asa. Intr-adevár, să considerăm 
o bară de secțiune in I, solicitată de patru forte dispuse ca in figură. Dacă grosimea pere- 
tilor barei este mică (profil cu pereți subliri) atunci cele două aripi ale profilului se încovoaie 
— in direcţii opuse — separat, si tensiunile G4, sinl cu 
atit mai mari, cu cit grosimea inimii (care solidarizează 
aripile) este mal mică. Evident, nerespectarea principiului 
lui Saint-Venant provine din faptul cà cea mai mică 
dintre dimensiunile bazei este mică în raport cu dimen- 
siunile ei de ansamblu, astfel incit efectul de redistri- 
buiie a tensiunilor, caracteristice pentru principiul lui 
Saint-Venant, nu se mai poate manifesta. 

Primejdia nerespectării celei de a treia condiţii 
este deosebit de mare in cazul — de mare importanță 
practică — al unor profile cu pereți subtiri, cum sint de Fig. 310.1 





pildă profilele uzuale de traverse (In T, in l, corniere), 

grinzi, tuburi, frecvent folosite în construcții. Menţionăm că si problema flambajului unor 
astfel de bare se pune altfel decit la barele cu secțiune ,plinà'". Pentru barele cu pereţi 
subțiri, cercetările lui V. Z. Vlassov [2], [3] au făcut epocă. Pentru unele indicaţii, vezi 
de ex. N. Beliaev [2], capitolul 30; M. Filonenko-Borodici et al. [1], volumul 2, capitolele 
15, 18 si 19; Iu. Rabotnov [2], capitolul 11; vezi încă articolul de analiză al lul 
G. Djanelidze [2]. 


In eadrul astfel precizat, cele de mai sus trebuie înțelese in sensul 
cá, pentru fiecare bară dată, solicitată de o sarcină oarecare pe baze, 
există 0 anumită repartitie-standard a deplasărilor, detformaţiilor și 
tensiunilor în interior, repartiție către care cea reală tinde la distanţă 
suficientă de baze dacă condiţiile la limită pe baza x4 = l sint respectate 
global, si cu care ea coincide dacă condițiile pe ambele baze sint respectate 
în fiecare punct. 

Soluţia problemei antiplane constituie un mare pas înainte faţă 
de soluţiile rezistenţei materialelor. Într-adevăr, în cadrul problemei 
antiplane, numai sarcina e sehematizatü, fiind inloenità cu o anumită 
sarcină-standard, de acelaşi torsor. Aspectul geometrie al barei si al defor- 
matiei sale este însă deplin respectat. Dimpotrivă, în rezistența materia- 
lelor — atunci cînd se poate ataca problema — se schematizează şi acest 
din urmă aspect, ceea ce conduce la incompatibilitáti cu ecuaţiile exacte 
ale fenomenului. (Numai ecuaţiile de echilibru sînt respectate.) 

Principiul lui Saint-Venant afirmă că în cazul barei zvelte, repar- 
titia tensiunilor depinde în esență de geometria secțiunii şi în plus, numai 
ca parametri, de anumiţi factori ce descriu sarcina şi materialul. Această 
soluție este deci cu atit mai de pref cu cit aspectul secțiunii este mai 
complicat, şi deci tensiunile — funcţii de (3) — se abat mai mult de la 
cele prezumate de rezistența materialelor, 
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Spre deosebire de rezistența materialelor, caracterul unidimensional 
al problemei constă deci aci numai în aplicarea principiului lui Saint- 
Venant. 

Chestiunea se complică incă mai mult în cazul torsiunii si incovoierii impiedicate a 
barelor eu pereți subţiri, Impiedicarea deplasării anumitor secţiuni are o mare importantă 
practică, intrucit apariția de noi componente ale tensiunii echivalează cu intrarea în funcţiune 
a unor rezerve de rezistență ale materialului, nefolosite în cazul torsiunii şi incovoierii libere, 


b) Criterii de rezistență 


Să examinăm acum pe scurt chestiunea rezistenței barei cilindrice, 
folosind criteriile (4.3.1) și (4.3.2). 
Amintim că tensorul tensiune are aci forma 


0 iU Gai 
0 0 Daa |- (1) 
Ou Gaa O33 
Invariantii acestui tensor (vezi (2.5.19)) au forma 
E 033, B, — og — o —|T|?, 2, = 0; (8) 
ecuația cubică (2.5.20) devine 
G? — 0330" — |T|" c = 0, (9) 
şi are rădăcinile 
zu să o, + 4]T]?], => 9 — | — Vo, + 4|T |? 
e 9 Les + Foss d3- 4|T |*], Ga y 0g = " | 933 Gs + 4| ]- 
(10) 


Oricare ar fi semnul componentei c4,, avem evident e, > 0 > c. 
Ín eazul intinderii si ineovoierii pure, (10) se reduce la 


0; = Cg; 05 — 0, g — 0. (11) 

În cazul torsiunii pure, găsim 
g,-—|T|, 6,—0, s= -— |T]. (12) 
Stările de întindere si de încovoiere pură pot fi deci privite ca stări 
de întindere în fiecare punct, axele Oz,rar, fiind axele principale; starea 
de torsiune este o stare de alunecare pură (compară cu (3.4.8) gi (3.4.11)). 


Contorm criteriului tensiunilor tangentiale maximale 9), limita de 
rezistenţă a materialului este dată de (4.3.1): 


0, — 03 = Voia +AT o, 


5) Aci este vorba de tensiunea langenţială T pe un element de suprafaţă din planul 
bisector a două din planele principale ce trec prin punctul considerat — ceea ce nu trebuie 
desigur confundat cu tensiunea tangențială (complexă) T pe un element de suprafață din 
planul secțiunii normale a barei, 


= 
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de unde deducem 
oh d 4|Ti* o. (13) 
Folosind criteriul (4.3.2) al energiei de distorsiune maximale, obținem 
condiția 
ata + (6, — a3)? & o, 
de unde urmează 


ois -3|T|* & è. (14) 
Rezultatele diferă prin ponderea deosebită a termenului corespun- 
zător tensiunii tangentiale. Dar ambele arată că corpul este cu atit mai 
periclitat într-un punct dat, cu cit acest punct este mai departe de planul 
neutru, şi cu cît în acel punct modulul tensiunii tangentiale complexe este 
mai mare, 

Din (13) şi (14) urmează în particular că, cu cit bara e mai lungă, 
cu atit rolul componentei o, e mai important în încovoierea în consolă 
(vezi (8.3)). Desigur, secţiunea cea mai periclitată e in acest caz T, = 0. 

Pentru determinarea extremelor funcţiilor din (13), (14), trebuie 
să folosim formulele (A.4.15)—(A.4.20). (Valorile pe frontieră necesită 
un examen separat.) 

În cazul întinderii sau încovoierii pure, chestiunea se reduce la 
determinarea punctelor celor mai depărtate de planul neutru ; în cazul 
torsiunii pure, la găsirea punctelor de maxim ale funcției |T |?. 

Pentru a determina direcțiile principale într-un punct oarecare, avem de rezolvat sis- 
temul în tensiuni analog cu (1.7.5) care, tinind seama de (7), se scrie acum: 


— 6,73; + Gyng — 0, — 8, Mha + Cis Mi = D, (15) 
Sja Mas E Gas Mya F (03g — Gu) Ng — 0. 
A trela ecuație (15) poate [i înlocuită cu conditia de normare 
ni. ni tnae l- (16) 


Introducind primele două ecuaţii (15) in (16), deducem mai intii 





" -—n TE | 
ha = —1-—2 Te OF (17) 
o + ITP Gs + on | o2 + AIT 1* -- MIT lè 


şi mai departe, retinind de aci soluția n,4 > 0, tinind seama cà o, > 0, şi revenind la primele 
două ecuaţii (15): 


Ha = exl Y oi ITI, ng em sa] oi - IT: £o ol Yat + IF it; (18) 


iar in cazul particular al torsiunii (vezi (12)) : 


ny = Ga 27 |; ny = 9g] Var [, g= i ya. (19) 
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Cosinusii directori definiti in (18) sint funcţii şi de z,, in timp ce aceia din (19) depind 
numai de z,, z, În particular, din a treia relaţie (19) avem 


arc COS nj = (xj r7) = 4 af, (20) 


astiel cá, la torsiune, elementele de suprafaţă pe care acţionează tensiunea normală maxi- 
malā c, au normala inclinatà sub un unghi de 45° [aţă de axa cilindrului. Din (17) urmează 
că în cazul încovoierii în consolă, pentru 95, > 0 avem nf, > 1/2, astfel că unghiul cores- 
punzător este mai mic decit 45°. Pentru [| mare şi z, mic, nm este apropiat de 1, si ele- 
mentul pe care acționează lensiunea normală maximală formează un unghi loarte mic cu ser- 
țiunea normală r, = const, 

Aceste rezultate sint in general confirmate de faptele experimentale. În particular, 
la barele din materiale casante supuse la torsiune, se constată distrugerea prin separare 
sub acțiunea sarcinilor normale maximale (vezi şi $ 4.3, pag. 132) după suprafete ce for- 
mează un unghi de 45* cu secțiunile normale. 


$11. FUNCŢIA LUI CAPILDEO ȘI MILNE-THOMSON 
a) Probleme la limită 


După rafionamentele din $$ 8—10, problema este redusă la a găsi 
funcția ș (3). În acest scop, dispunem de proprietatea de olomorfie a deri- 
vatei sale, de condiţia la limită (4.17), de relaţia (8.10), gi de unele infor- 
mații ce decurg din (8.32). 


Amintim că punetul curent pe frontieră se va nota t= 3 |æ. De asemenea, că toate 
valorile la limită sint Intelese în sensul din (1.1.6) —(1.1.8), pentru 3— t e 7,3 e 2, În genere, 


nu vom specifica faptul că ne situăm pe frontieră — aceasta va rezulta din notație si din 
context. 


Introducind (5.10) in (4.17), obţinem condiţia (valabilă pe toate 
componentele 7, ale frontierei 7 a lui 2): 


, ! 1 1 
In : t'íés)] = In MP am ma — 844 
i Im Let) t'()] m [rus : +, sa” 
i + 2v - zu i 
pra a ttüj. 
8 (14 v) «i e| (1) 


Din expresia (8.32) a componentei t, — care trebuie să fie uniformă 
rezultă că au sens numai acele soluții pentru care funcția p(z,, 2,) = 
= Re pl) este uniformă. (Vezi şi $ 15, exemplul a). 
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Întrucît avem o(3) = p + iq (vezi (8.9)), iar funcțiile p şi q satis- 
fac astfel ecuaţiile Cauchy-Riemann (A.5.4), deducem — folosind (4.3.12) 
— că (1) devine: 


T. 1 1 a: 1-2. il 

p, = Im iut — — ê T4 ai -+ ————— attt H 2 
iti li NET 6j | ue 
ceea ce constituie o problemă Neumann pentru funcţia armonică p(z, i). 
Întrucît ecuaţiile Cauehy-Riemann se pot serie si sub forma (A.5.8), 
rezultă că primul membru din (2) este egal cu valoarea pe Z alui uq,; 
integrind în raport eu arcul s, obținem pe fiecare curbă 2; in parte: 

crie (tdt — td)— 


Ü 


|a 1 [8 
uq [m (5), a (1| ——utt 





ü 





- ; 
Pat — ztdi — ————i( tt(xàt — ador; 
l4 y) IL SHUT t Ta guess ic xi 
(3) 


F; sint aci niște constante de integrare, necunoscute, dar nu arbi- 
trare, si care diferà in general de la o componentă a frontierei la alta. 
Aceste constante trebuie determinate in fond tot din condiţia ca 
p(t a) = BRecg(3)sà fie uniformă. 

Problema (1) conduce deci la o problemă similară problemei Diri- 
chlet pentru funcţia — de asemenea armonică — q(zx,, $,). Această pro- 
blemă, numită problema lui Dirichlet generalizată (din cauza prezenţei 
constantelor F,) a fost abordată pe cài diferite de către C. Iacob [1], 
[3], [4] (vezi şi [5], cap. 3); S. Mihlin uL partea II; N. Mushelisvili 
[3], eapitolul 3. Vezi şi S. Bergman [1], E. Reynolds TIF 

Cele de mai sus arată că teoria notes piată newtonian în plan 
permite rezolvarea completă a problemei. Soluţia se obţine sub forma de 
potențiali de simplu sau dublu strat, cu densitățile date de (2), respectiv 
(3). O expunere exhaustivă a metodelor de utilizat (inclusiv legătura 
cu teoria funcţiilor de o variabilă complexă) este dată de C. Iacob [5], 
88 3.1—3.42, Unele noţiuni si formule utile in acest sens vor fi pe scurt 
prezentate mai jos, in $ 7.2. 


Amintim aci că problema lui Dirichlet interioară pentru un domeniu mărginit de o fron- 
tieră Liapunov pe porţiuni, si cu date la limită continui, are întotdeauna soluţie si una sin- 
gură. Aceeaşi afirmalie este valabilă pentru problema lui Neumann interioară, dacă datele 
la limită (posedind chiar discontinuități de prima speță) satisfac anumite condiții integrale, 

Expresiile din membrul al doilea din (2), (3) sint expresii liniare in *,, Ta, „di az, 
fra, fi Şi na (vezi si (A.4.22)). Întrucit prin ipoteză 2 este o curbă Liapunov pe porțiuni, 
rezultă că n la € CZ ), şi deci expresiile amintite sint hólderiene pe porțiuni, avind cel mult 
discontinuități de prima spelă. Membrul al doilea din (3), obținut prin integrarea unei astfel 
de funcţii, este o funcție hólderianà pe frontieră, chiar dacă aceasta are puncte unghiulare. 
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Prin urmare, soluţia problemei la limită (3) — gi tot astfel a proble- 
melor (2) şi (1) — există si este unică (depinzind încă de = ea parametru). 

După cum rezultă din (1)—(3), (8.10) gi (8.32), funcțiile (3) si 
p(y a) sint potențiali de deplasare, in timp ce q(z,,,) este numai un 
potential de tensiune. Vom retine numai astfel de potențiali, pentru 
care componentele deplasării gi tensiunii sint continue in 2 -+ 7 (vezi 
finele $ 4.10). Vom numi deci soluții regulate — acele soluţii pentru care 
avem (3), p'(3)eC(2 + Z), respectiv p(z,, 25), q(45,0)e C (2 + F). 

În ce priveşte proprietăţile lor in Z, acestea sint dictate de faptul 
că g(3) este analitică — astfel că p, q sint funcţii armonice, deci ana- 
litice in Z. 

Pentru indicatii mai amănunțite asupra comportării potențialilor newtonieni și a 
derivatelor lor în vecinătatea frontierei, vezi de exemplu V. Smirnov [2], volumul 4, pct. 208. 


Cele de mai sus sint valabile gi în vecinătatea unor puncte unghiu- 
lare. În astfel de puncte, se poate întîmpla însă ea soluţia să nu fie accep- 
tabilă din considerente mecanice (de ex., datorită apariţiei unor tensiuni 
infinite). Însăşi teorema de existență a soluţiei (subinţeles: mărginite, 
si de clasă C?) a ecuaţiilor elasticităţii este acum în defect, arătind că 
ecuaţiile încetează să mai descrie corect fenomenul mecanic. Pentru 
exemple simple, vezi mai departe 8 18, exemplu b si d. Vezi de asemenea 
rezultatele lui Chien Wei Zang et al. [1] (reproduse de N. Arutiunian și 
B. Abramian [1], $ 1.7). 

In ultimii ani, apare evident de preferat reprezentarea complexă a soluției $i in legătură 
tu aceasta, abordarea directă a problemei (1) — aşa cum vom proceda în cea mai mare 
parte a capitolului. Există însă cazuri In cure reprezentarea soluției prin potențiali newtonieni 
poate fi utilă. Mai mult, există cazuri in care soluția se scrie efectiv fără utilizarea acestora ; 
astfel de cazuri vor fi examinate în $$ 15 si 20. 


b) Gradul de arbitrar 


Dacă funetia o(3) este cunoscută, sint cunoscute si tensiunea T gi 
deplasarea U, «4. (Deplasarea U depinde de (3) numai prin intermediul 
lui t; tensiunea c, este independentă de q(3).) 

Pentru a stabili gradul de determinare al funcției e (3), asadar faptul 
dacă — invers — pentru o stare elastică dată, funcția (3) este si ea 
determinată, este suficient să găsim funcția g?(3) corespunzătoare stării 
nule: adáugind-o unei funcţii (4) deja găsite, starea elastică nu se 
schimbă. 

Dacă T — 0, din (8.4) urmează a = 0; din (8.15) gi (8.16) decurge 
z = 0, În fine, din (8.10) conchidem că dọ?(3)/d} = 0, astfel că avem cu 
necesitate (4) = y (constantă complexă). 

Prin urmare, &(4) trebuie determinată numai abstracţie fácind de o 
constantă complexă ; valoarea ei într-un punct oarecare, de exemplu 9(0), 
rămine arbitrară. 
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Din (8.32) rezultă că Re y corespunde unei translatii rigide a barei 

in ansamblu ; Im y nu are semnificație mecanică. 
n particular, de aci urmează că se poate atribui o valoare arbitrară 
uneia din constantele F, din (3). Pe viitor vom alege întotdeauna F, = 0. 


c) Natura funcției (3) 


Să presupunem că domeniul Z este multiplu conex. Să notăm eu € 
o curbă simplă închisă din Z/; cu at domeniul mărginit de €, 8i cu 3,,, 
centrul sáu de greutate. (Dacă € = 7;, avem ." = DF, gi fo = â0;) 
Variația unei funcții F după parcurgerea in sens direct a curbei Z se 
notează [F Je (dacă € — 2;, notăm [F ];), în ipoteza că această variație 
nu depinde de punctul din care pornim pentru a parcurge €. 

Din (3) avem imediat 





E à I du E " e D 
[a] o Lied (tdt —tdt) — IUIS I j| (xt*dt — «t? dt) — 
d Z 16 (1 EE v) >; 
(4) 
1 i neu d 
“š PE tt(zdt — a dt), 
8 (1-4 v) e; 
de unde, făcînd uz de formula lui Stokes (A.4.29): 
[q(s)]; = (D,/2u) [x(8,, — &) + «(3s — doll- (5) 
Pe de altă parte, din (8.32) conchidem (intrueit t, este uniformă) : 
[p(s)]; — 0 (6) 


astfel cá perioadele funcţiei g(3) rezultă a fi pur imaginare. 
Întrucât ọla) este primitiva funcției olomorfe (4) (vezi (8.9)), din 
(A.5.60) urmează că ea are forma 


9 (3) = PX y; n (3 — 3) + Pal) (7) 


unde (4) este olomorfá in Z, iar 4e Øj. 
Or, din (7) avem evident 
[e(l = 27i, (8) 
astiel că din (5) gi (6) rezultă că y; sint reale gi au valoarea 
v; = (D; [4 nu) [X (8e; — 89) te (3o —30)); J71,2, em. (9) 
Coeficientii termenilor multiformi din (7) sint deci determinaţi 


în funcţie de datele geometrice, de rezultanta R, si de constanta u. 
După cum urmează din (7), funcția (4) este uniformă dacă si numai dacă : 
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P rezultanta R este nulà; 

2" domeniul Z este simplu conex ; 

3" domeniul Z este dublu conex, iar mărimea x(39, — ġo) este pur 
imaginară, sau in particular nulă (centrul de greutate 3, coincide cu centrul 
de greutate à,, al orificiului interior). 

În fiecare din aceste cazuri, condiţiile la limită considerate servese 
la determinarea unei funcţii olomorfe în Z. 

Întrucît avem 3;€ 2;, funcțiile In(3 —3,) sint continui pe 2. 
Prin urmare, dacă y; 4- 0, putem introduce (7) în condiţia la limită, si 
trece în membrul al doilea termenii logaritmici — obţinînd astfel o condiţie 
la limită de acelaşi tip, dar pentru funcţia olomorfă (3). 

În ce priveşte funcţia (3) — o'(3), ea este totdeauna olomorfá. 

Cazul R = 0 prezintă importanță deosebită. Întrucît avem acum 
a = 6 = 0, componentă ca, este nulă, si tensiunile se reduc la tensiunea 
tangentialá T. Din (9.1), (9.3), (9.4) urmează că alunecările și incovoierile 
sint nule, si bara este în stare de torsiune pură. Vom nota in acest caz 
(compară cu (8.9)) : 

J 


pla) = Tyla) P) — (oa) Hi t(2,, ta). (10) 
Întrucit avem R = 0, functia y (3) este totdeauna olomorfă. 


d) Schimbări de axe 


Funcția (3) odată determinată, poate fi utilă transcrierea ei in 
alte axe — in particular cele ce se obțin din cele dintii printr-o translație 
sau o rotație. 


Vom nota eu indicele ,,1" superior toate mărimile relative la noile 
axe. Astfel, în cazul translatiei vom avea 


ar (11) 


(3° este afixul noii origini în axele vechi), iar pentru o rotaţie de un 
unghi 9: 


à = [exp (i9)]a. (12) 





Fig, 5.11.1 
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În particular, o funcție F se numeşte invariant la o schimbare de 
coordonate dacă, notind cu F! sau PF, expresia ei în noile axe, avem 


E (3, F= F (j 8) (18) 
astfel că pentru a obţine expresia ei în noile axe, este suficient să efectuăm 
schimbarea de coordonate direct în formula deja cunoscută în axele vechi. 

În cazul rotației, pentru o cantitate complexă V = V, + iV, (unde 

VQ, V, sînt componentele unui vector: deplasare, tensiune etc.) avem 
evident 

V = [exp(19)]V*. (14) 


Aceasta este valabil in particular pentru T = ca + iS, (rezultat 
care se poate obţine si direct, tinind seama de formulele de transformare 
(2.5.5), de ipoteza (3.9) şi de faptul că Au = Rea = 0.) 

Asadar, avem 


T = [exp (19)]T!. (15) 
Pentru momentele de inerție, deducem din (À.7.97) si (4.13) : 
k=, l= [esp (2199]H!, =p, (16) 


Întrucit (14) este valabilă pentru R, din (4.12) decurge 
a = [exp (19)]a'. (17) 


. Prin urmare, scriind relaţia (8.10) în ambele sisteme de coordonate 
si tinind seama de (15), obţinem 





1 14-25 . 1 kms 
L T t rmt i € —À—ÜÀ€€ € a bini cs E, o 
[iu * e)a B» & 3 1 Ev) ai Hu $ (3) = 
E" A 1 1--2v 
— [ex 9 1 WI 10 707 Rn -AEN 
[exp (1 Jl (ius + 7 ej Bü Ly) (4) — 
FEN 151751 JH: Ap! fa], | 
TET X $8 u OG (3 ] (18) 


Or, din relația de definiţie (4.8) deducem uşor 
gpl, (19) 
Tot astfel, intrucit ofe s este evident un invariant, din (9.4) urmează 
post (20) 
În felul acesta, relaţia (18) conduce la 


$ (3) =[exp(—i9)]0' (3), (21) 
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de unde 
9 (8) = v' (8), (22) 
ceea, ce se vede uşor dacă derivăm (22) și ţinem seama de (12). Prin urmare, 


funcția lui Capildeo $i Milne-Thomson este invariată de orice rotaţie. 
Trecind acum la cazul translatfiei (11), avem evident 


RR, kc at, Tipp =T a) (23) 
Din (4.8) & (11) obtinem 


= IL (a + 39), (24) 
iar din (9.4) urmează 


t= T — (iv/2E) (93? — a3’). (25) 


Tinind seama de (11), (24) gi (25) in cea de-a treia relație (23), obti- 
nem, dupà calcule elementare, 


ld 2v 2v — & (a9)? 


enses «aj + pha), (26) 


aao 1 
pi (31) — Eak ü — 
u e 3) iue pepe 8ü Lv d 4 Ev) 


de unde urmează 





f. 1 da, 1+2» 
= |i den T 0)24 .|. 
ue (3) (us 2 Jas Bü y) a (39s 
a tar ug (5). (27) 





* 80-4 


În cazul particular al torsiunii pure, tinind seama de notația (10) 
si de faptul că a — e — 0, formula (27) se reduce la 


V (3) = p'a) + iaa, (28) 
de unde, separind partea reală si cea imaginară : 


rr -4 — ; d — 33h tst 4 ri 8-8 8). (29) 


Totuşi, în cazul torsiunii se poate construi o funefie invariantà in 
raport eu o translație oarecare. Anume, luind 


1 
PENSA (30) 


deducem uşor din (29) că 
=f (31) 
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8 12. FUNCTIA LUI PRANDTL SI TIMOSHENKO, TEOREMA LUI 
BREDT ȘI LEIBENZON 


Lucrările lui Capildeo şi Milne-Thomson au fost precedate de cerce- 
tări care au introdus alte funcții cu rol de potential; acestea păstrează 
in continuare o mare importanță practică, dar acum e mai comod să le 
obținem pornind de la funcția (a). 


a) Funcția lui Prandtl si Timoshenko 


Ne propunem să determinăm o funcție reală, cu rol de potenţial 
al deplasărilor, sau cel puțin al tensiunilor. În acest scop, să căutăm 
o funcţie reală (sau pur imaginară) F*, asa fel ca 

T(3, 8) = Fa Hift T3, (1) 
unde este de dorit ea termenul de corecție Tz să fie cit mai simplu, 

Tinind seama de (A.4.5), avem desigur 











T —2F^- Tr, (2) 
sau încă, integrind in raport eu 3 si tinind seama de (8.10) : 
| x gk > AS. , 
aF’ Tè d3 = |; - TK 275 — EET 
UIT m+- -e)a Te ET i 
+e 9(3) + T? (3), (3) 


unde T;(3) este o funcție arbitrară. 


Întrucit intenţionăm ca în funcţia căutată să intervină termenul 
iut$4a4(care nu dispare în cazul ,torsiunii), vom lua F*— —iF, unde 
F este o funcție reală. Alegind T? = — u(3), transeriem (3) sub "forma 


— 2iF + (7, di- (ius at 88 -- v Lel) — e(9]— 





1--2*» .. wis 1 T 
— — — — 4 
Bü 4v) (x8 — «3)88 à X38 (4) 
de unde urmeazá 
1-429 ai —— 1 i i 
F= eiii — | |o Laengu . (5 
| a z) 160 4 "1 i(z4 — a)i: T, 2 3 z «8 (5) 


Acum, (2) ia forma definitivă 
T(à, 8) venditis 2iF T T, = Fas xn i5, Ea Tar (6) 
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Funcţia reală F(a,, £a) astfel introdusă a fost considerată de L. 
Prandtl [1], [2] în cazul torsiunii pure, și de 5. Timoshenko [1] (vezi 
S. Timoshenko şi J. Goodier [1], $ 12.106) in cazul încovoierii in consolă. 
Pe viitor o vom numi functia lui Prandtl si. Timoshenko. 


OBSERYAȚIE. Spre deosebire de funcția lui Capildeo şi Milne-Thomson, functia lui 
Prandil si Timoshenko este numai un potential de tensiune. Totuşi, ea e cu succes utili- 
zubilă In probleme in care reprezentarea conformă (larg utilizată pentru a găsi funcția 2(3)) 
nu aduce simplificári esenţiale, şi în chestiuni legate de metodele experimentale. (Vezi mai 
departe $ 16, e, si $ 20, €.) 


Derivind în raport eu 3 si 3 în ambii membri ai primei egalitáti (5), 
obţinem pentru F ecuaţia lui Poisson 


AF 


| 

| 

to 
=] 

T 

| 

| 





i (aa — xj). (7) 


Pentru a găsi condiţia la limită căreia ii satisface funcția F, vom 
remarea că din (5) si (11.3) avem 


F = ief (t dt — t di E PRÉ i (at? dt — a P dt) — 
=; 4 ü 


16 (1 4- 
E adt 3 iiy lx aa 
————— i | fidt — «di)--uF;———-———itt(at — «t)| . — (8) 
8(1 +») f, 16 (1 + v) A 


Derivind in raport cu s a doua gi a treia integrală, si ultima 
expresie din (8), unii termeni se reduc, și, integrind din nou, căpătăm 


"| = ie | eat ta — nid tts dt — a di) + pf, (9) 
- ^0 


id 


Desigur, funcția F definită in (7), (9) nu este uniformă. Perioadele 
ei se deduc cu uşurinţă din (9), sau tinind seama de (5) si (11.5): 


F()], = Š D, {alio — à) + (ior — 89)- (10) 


Perioada sa pe Sy este egală cu suma perioadelor pe componentele interioare a 
(parcurse in sens direct). Într-adevăr, avem 


D =D + YD, 
j-1 
o, = aa = j| à 4D = Do 3oo — Y, Dido; (11) 


3-1 
mi 
T gt 
A d 
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astfel cà din (10) ablinem 
m | ni S m 
$, IF (3)], = He (X E Dijo — X ds y, ,|- 
j=l | j-1 j-i 
= Re {x (D 3o — Do — (De — D)o} = Rea Dy Go —îo)) = LFO l- (12) 
Uneori poate prezenta interes căutarea lui F sub forma Falai, ta) + 
+ Rir + Fan), unde F,, Fa sint funcții arbitrare care, potrivit alese, 
permit simplificarea fie a ecuației, fie a condiției la limită. 
În acest caz, ecuația (7) devine 
1 + 2v 
2(1 + v) 
iar condiția la limită (9) trebuie de asemenea modilicată, prin scăderea 
în membrul al doilea a valorilor F,(z,) |, + Falsi) le- 


AF, = — 2ut— i(xà — a) — Fi (29) — Fila) (13) 


b) Teorema lui Bredi si Leibenzon 


Ne rümine să examinăm chestiunea determinării — în prineipiu — 
a constantelor F,. Problema a fost rezolvată de R. Bredt [1] pentru cazul 
torsiunii (cu ajutorul funcției conjugate a lui Saint-Venant — vezi $ 13), 
gi de către L. Leibenzon (vezi [1], $ 112) pentru cazul incovoierii consolei 
(cu ajutorul funcției lui Timoshenko). 

Din (11.3) si (9) rezultă limpede că constantele F, nu pot interveni 
în derivata tangentialà a lui F pe 2^. Aceasta sugerează în schimb să le 
căutăm cu ajutorul derivatei normale a acestei funcții, intrucit valorile 
lor sînt vizibil legate de variaţia lui F de la o componentă la alta a 
frontierei. 

Formulele (A.3.12) dau 


Fa = Fa (8) — Fa as) = — Re [(Fa — iF.)3(5)], (14) 
astfel că, punind (6) sub forma 
Fa — ik; =f —T,, (15) 
căpătăm pentru o curbă oarecare €? din 2 : 
| E, dina Ls C Aja e Ty. (16) 
g 2 Je 


Din (14) si (15) urmează că derivata normală F, este uniformă. 
Tinind seama de expresiile (8.10) si (5) pentru T gi T,, obţinem 


E, PE RR e t as 1 + 2v 
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astfel că integrala din (16) devine 


| Eau b o pa 2 = ME 
i F„ds=— ud (3dà — ada) + Eau $ (a3*d3 + a3?d3) — 
le 2 e € 


16(1 + y) 
i439 [É ors - I f eme i 
— T — e aal data d3) — — y d (e'(3) da + e'(3) d3). (18) 
8(l4- v) Je 2. je 

Ultima din aceste integrale este nulă, deoarece integrandul ei este 
2 Redo(3), iar funcția Re (3) este uniformá. Integralele rămase in (18) 
au o semnificație pur geometrică, putind fi calculate chiar pentru curbe 
ce nu sint cuprinse in 2. Formula lui Stokes (A.4.29) conduce la valoarea 


i 
Fa ds uz -[2« FM s E 
e 2(1 + v) 
unde A este aria domeniului 7! mărginit de €. Membrul al doilea din 
(19) este cunoscut, abstracție făcînd de +, care joacă rol de parametru. 
Relaţia (19) exprimă teorema de tip Bredt si Leibenzon (pentru do- 
menii si axe oarecari) Ea poate sluji — in principiu — la determinarea 
constantelor F;. Într-adevăr, întrucât F este soluţia ecuației (7) cu con- 
ditia la limită (9), ea are forma (vezi de ex. V. Smirnov [2], volumul 2, 
pet. 198 si 201; vezi si mai jos (7.2.37)) : 


kic ees V GAFdD — $ F|z G,, ds, (20) 
ie 
= 


unde G este funcţia lui Green a lui Z. Prin urmare, F depinde liniar de 
constantele F;. Scriind relația (19) pe cele m componente interioare 
ale frontierei, obținem un sistem de m ecuații algebrice liniare pentru 
cele m constante F;. Formula (20) dă acum soluţia problemei în funcţie 
de parametrul 7, care trebuie determinat din (8.14) sau din altă relaţie 
echivalentă, eontinind F(z,, Ta) in loe de (3). 

Dacă funcţia lui Prandtl si Timoshenko se caută sub forma 
Fo( £15 Sa) + Filta) + Fas), atunci avem (vezi (14) şi (A.3.19)) : 


$ É ui $ F! (24) da, = i F'(2,) D, 
€ ]w A 


= 


Í (&&,, — «35,)]A, (19) 


(21) 


$ Fa, n da =$ F (a) da, = WR (2) aD, 
| € Ld ot 


expresii care trebuie introduse, cu semnul minus, în membrul al doilea 
din (19). 


Integrala Ae T dà + Tdi din (16) are o semnificaţie mecanică simplă. Anume, 


g 
să considerăm componenta tangent(ialà T(s) a tensiunii 


T(8) = 9, '*8 = c COS (B, Ti) + Oz COS (S, To). (22) 
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Acesta este un scalar real, care nu trebuie confundat cu tensiunea tangențială complexă, de 
care este legal prin relația 





T(s) = Re [T3'(s)]. (33) 
Pentru integrala | | SUR | 
! 1 zi p 
| T(s) ds = 4 Tdà + T dg, (24) 
Li 2 Je 
numită circulația tensiunilor tangențiale pe curba E, se obține uşor valoarea - 
y Ea 
$ T(s) ds = Z T —(xh.— i) A, (25) 
|æ 2(1 + v) 


$ 13, PROBLEMA TORSIUNII PURE. FUNCȚIILE 
LUI SAINT-VENANT 


a) Funcții de torsiune 


În $$ 13—18 vom studia cazul particular menţionat in $ 9, pag. 
205, cînd singura componentă ne-nulă a torsorului sarcinii este Ma. După 
cum am văzut in $11, pag. 218, singurele componente ne-nule ale tensiunii 
sint acum cele tangentiale, independente de v,. Toate secţiunile sînt supuse 
numai la torsiune, care, după cum urmează din (9.4), este caracterizată 
de gradul de torsiune (torsiunea pe unitatea de lungime a generatoarei)9) : 


— jg T. (1) 

Întrucit t măsoară unghiul de rotire al sectiunilor una faţă de alta in jurul unei axe 

paralele cu Ox, dimensiunea sa este L-!. Gradul de torsiune se măsoară in radem, sau 
grade/em. 

În practică, se admit (in funcţie de material) valori mergind pină la 0,2^— 2*/metru. 


Din (11.2) se vede că, dacă t = 0, am avea p(x,, £a) = const. gi 
deci şi q(4,, £) = const. Din (8.10) ar urma T — 0, şi deplasarea s-ar 
reduce la o roto-translatie rigidă. Prin urmare, vom presupune întotdeauna 
t zi: 0, ceea ce justifică notația introdusă in (11.10) : 


pla) = vy(8) w(8) = r(z,, La) + it(z, Ta) (2) 

5) Semnul ,,minus' din (1) provine din alegerea notațiilor din (1.4.5) şi (1.4.10) (vezi 

şi nota de la pag. 11). Pentru A, > 0, avem şi 7 > 0 (vezi mai jos (15) 3i (23)), ceea ce 
corespunde unei rotații a sectiunilor In sensul direct. În notatiile din $ 1.4, din (1.4.6) urmează 
BE, = Pabo 85, — — p,E,, astfel cá pentru p, = tù > 0, secțiunile s-ar roti tn sens retrograd. 


Hotaţia în sens direct corespunde deci unor valori p, = «4 negalive, ceea ce explică aspectul 
formulei (1). 
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Tot astfel, în cazul torsiunii pure vom nota F, = «f ,. 

Funcţia armonică r(z,, £) este funcția de torsiune a lui Baint- Venant 
(notată de obicei în literatură cu o), iar t(x, 2) este functia de torsiune 
conjugată a lui Saint-Venant (notată de obicei cu 4). Preferám notaţiile 
de aci, care evită confuzia cu cele folosite in problema plană. 


Saint-Venant a rezolvat problema torsiunii cu ajutorul funcției r(z,, x), construind 
ulterior şi funcţia (4) și rezolvind şi unele probleme după o metodă de tip invers. Studiul 
sistematic al problemei directe cu ajutorul funcţiei W(4), inclusiv utilizarea reprezentării con- 
forme, a fost realizat de către N. Mushelisvili [5], capitolul 7 (vezi şi I. Sokolnikoff [2], 
$8 4.33—4.51). Indicăm de asemenea R. L'Hermite [1], capitolul 4; L. Milne-Thomson [3], 
capitolul 4; monografiile lui N. Arutiunian $i B. Abramian [1] (cu o excelentă bibliografie)?) 
şi C. Weber si W. Günther [1], ambele consacrate exclusiv torsiunii; monografia lui Chien- 
Wei-Zang et al. [1] — din păcate, în limba chineză... O bogată colecţie de exemple este dată 
de Th, Higgins [2] (soluţii exacte), [3] (metode aproximative), [4]— [6] (metode experi- 
mentale și analogii). Prezintă încă azi interes memoriul lui A. Dinnik [2] si articolul de 
sinteză al lui J. Geckeler [1], capitolul 2. Menţionăm si punctul de vedere al lui R. Baldacci 
[1], [2]. Pentru importanţa sa istorică, vezi şi articolul initial al lui B. de Saint-Venant 
[1]. Generalizări la cazul dinamic aparțin lui M. Mişicu [5], [6], cu o bogată biblio- 
grafie, Indicaţii privind alte metode, general valabile pentru problema antiplană, vor fi 
date la finele $ 22. 


b) Probleme la limită 


Rezolvarea problemei depinde de determinarea unei singure funcții 
olomorfe 4(3), pentru care condiţiile la limită (11.1) —(11.3) devin : 


Im [Y'(t) t'(5)] = Re[tt'(s] pe 7, (3) 
ra = Re [tt'{s)] sau r,-— zm —z,n, pe F, (4) 
t = L tt +f; pe Fy. (5) 


Evident, (4) este o condiție Neumann, iar (5) — o condiție Dirichlet 
generalizată, (A nu se confunda t eu t!) 

Deosebirea intre (3)—(5) si cazul general din § 11 stă numai în 
aspectul foarte simplu al celui de al doilea membru al condițiilor la limită. 
Prin urmare, rezolvarea efectivă a problemei torsiunii pure poate fi mai 
simplă, pentru un profil dat, decit cea a ineovoierii in consolă, Dar din 
punct de vedere principial, deosebire nw există. 

Funcţia 4(3) odată găsită, din (8.10) deducem 


T(4, 3) = ur [U'(3) + i3], (6) 


7) Vezi si A. Lurie [5]. 
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de unde 
04; = T(r — ah Oga = Tre +), (7) 


sau încă, tinind seama de ecuaţiile Cauchy-Riemann : 


y = uT(t a — Da), Ogg = — T(t: — a). (8) 


Pentru componentele deplasării, obținem din (8.32) 


U = ir, U c Retz), (9) 
adică formulele simple 


Uy = — Talg, Ug = TUUS, Wg = TTL ta), (10) 


asupra cărora vom reveni la punctul e. 

Determinarea funcțiilor (å), r(z4, La), (Ti, £a) rezolvă problema. 
Uneori, se poate face uz de o metodă de tip invers, dindu-ne funcția de 
torsiune, şi determinind Z din condiţiile (3)—(5), privite ca definind 
ecuația frontierei. 


Astfel, dacă ne dăm o funcție armonică şi uniformă t(x,, Ia), si dacă curba de ecuaţie 
t(ry xj) = $ (zf 22) + const. (11) 


este inchisă şi conținută în domeniul de olomoriie al funcţiei ul = r -H it, atunci domeniul 

mărginit de ea poate fi privit drept secțiune £7 a unei bare torsionate; din (5) rezultă că 

funcția armonică conjugată r(x,, T.) este tocmai funcția de torsiune, gata construită pentru £7. 
Luind drept ecuație a frontierei, ecuația 


T i (zis Ta) = i (ai 4 ză) 4E const.s (12) 
atunci funcţia de torsiune rezultă a fi t(x,, a). 


OBSERVATIE. Numai o functie armonică uniformă, a cărei conjugată este de asemenea 
uniformă, poate juca rolul de funcție de torsiune a lui Saint-Venant. Din (4), (5) se vede 
că funcţiile de torsiune au dimensiunea L*. Aceste fapte trebuie ţinute în seamă la aplicarea 
metodei. 


După eum am văzut in $ 11, problema Neumann are totdeauna o 
soluţie r(z,, 2) unie determinată, abstracţie fácind de o constantă. Din 
uniformitatea funcției (2, 74) urmează cá şi această funcţie este unie deter- 
minatá, astfel că :d(3) rezultă unie determinată, abstracţie făcînd de o 
constantă complexă, fie ea ((0)— care poate fi dată arbitrar (vezi $ 11, 
pag. 216) Partea imaginară a acestei constante se alege de obicei in aşa 
fel încît fa =0. 

Acest; fapt constituie o teoremă de existenţă si unicitate a soluţiei 
problemei torsiunii pure. 
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Soluţia problemei (4) este vizibil funcţie numai de configuraţia 
lui Z, gi nu depinde nici de constantele elastice, nici de sarcină. Urmează 
că funcţiile (a), r(a4, Za) și t(24, 2a) depind numai de geometria lui 2 —asa- 
dar fiecărei secțiuni îi corespund anumite funcţii de torsiune, deplin deter- 
minate de geometria secțiunii, şi independente de sarcină si de material. 
Acest fapt nu are numai importanţă teoretică : el usureazá studierea experi- 
mentală (pe modele) a acelor tipuri de profile, pentru care o soluţie anali- 
tică nu este cunoscută. 


c) Rigiditatea geometrică la torsiune 


Pentru scrierea efectivă a soluţiei este necesară cunoaşterea, pe lingă 
Wa) şi a lui + (vezi (7)—(10)). În cazul torsiunii pure, (8.14) se reduce la 


AM = us U. -Im(f; voan) (13) 
a 


(unde Ja este momentul polar de inerție in axe oarecare), paranteza fiind 
de data asta (compară cu (8.14)) independentă de t. Intrucit pentru R = 0 
avem MI = Ma, Și intrueit paranteza din (13) se explicitează sub forma : 


C = (| è + a + mra — aara) AD, (14) 
a 
putem serie (13) sub forma 
Ms = tC. (15) 


Aşadar, momentul A, (care caracterizează sub formă globală sar- 
cina) este produsul a trei termeni, care depind separat de forma lui Z, de 
caracteristica globală a deformaţiei 7, şi de material. Este vizibil că, cu 
cît C e mai mare, eu atit — pentru M, și u dati — gradul de torsiune « este 
mai mic, si deci atit deplasările cit şi tensiunile sint mai mici. În spiritul 
celor arătate în $ 6, pag. 189, mărimea C se numeşte rigiditate geometrică 
la torsiune, iar produsul uC este rigiditatea la torsiune. (În literatură, se 
intilneste de obicei notația C pentru ceea ce aci am desemnat prin uC.) 


Expresia (14) poale fi încă pusă sub forma echivalentă 
c= ) (22 + ab au tn ota) AD: (16) 
a 

O a treia formă se obline utilizind (4.3.12), (A.3.19) : 

V (5 fa — Ar) dD = ( [Gr, Da — (x4 Dal dD = 

2 2 

1 
= $ r (Tiha — tn) ds = — $ r(r,dz, 4- rdr) = — 24 r aa? Tox. (17) 
g £ 2 jæ 
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Formula (14) devine acum 


1 
Cumjy,——u raai + 25) (18) 
2 jæ 
sau, integrind prin părţi şi ținind seama că r(r,, x4) este uniformă : 
1 a g 
C= Jo + {ri E T5) Fa ds, (19) 
2 jg 


sau încă, tinind seama în (18) de condiţia la limită (5) şi de saptul că funcţiile r şi t sint 
armonie conjugate (vezi A.5.8)): 


C= jy- $ FFn ds. (20) 
i 


A 


Higidilatea geometrică la torsiune este o cantitate strict pozitivă. Într-adevăr, să 
iranscriem (14) sub forma 


Css Jj Kra — tpt (ra + a)fIaD — jJ [Ara — mra (ra + (ra dD. — (21) 
gs £p 


Tinind seama de prima formulà a lui Green (7.2.10) pentru operatorul lui Laplace 
in plan 


W AudD = - (grad ir * grad v) dD + $ DU ds, 
sg 
eg 


luînd aci n = v = F(r, Za), utilizind armonicitatea lui r, conditia (4), si relația (17), oblinem 


Wa? n (rgfl abe d rra da = Wc nra cra) dD, (22) 
g 
Em 


astfel cà (21) se reduce la 
Css Wes — zy + (ra d nppIdD 9. (23) 


2 
Introducind incă (22) în (20), putem scrie si 


Cm — (| ra (ral dD. (24) 
g 
Cel mai simplu mod de a reprezenta pe C prin intermediul funcţiei 
W(4) provine din (18), de unde căpătăm 


C =], — z9 Re (t) d (tt). (25) 
2 je 
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Pentru secțiuni pentru care nu dispunem de o soluție exactă, este importantă eva- 
luarea aproximativă a rigidității geometrice la torsiune, inclusiv a marginilor (inferioară si 
superioară) pentru C. Problema e amănunţit studiată de G. Polya şi G. Szegă [1] (mai 
ales în cap. 5, In particular cu ajutorul reprezentării conforme). Vezi de asemenea J. Bartha 
[1]—[3]; E. Berger [1]; J. Diaz [1]; P. Germain [1], $ 8.6; L. Leibenzon [2] („„Metode 
variationale'", cap. 7); E. Makai [1] (evaluare mai puţin exactă decit cea a lui Polya); 
L. Milne-Thomson [3], $8 4.37 $1 4.38; G. Polojii [2] ; H. Weinberger [1]; A. Weinstein [3]. 


Toate cele de mai sus sint valabile si pentru bare de secțiune multiplu- 
conexá. În acest caz, este necesară si determinarea constantelor f; — ches- 
tiune asupra căreia ne vom opri in $ 14. Dacă 2 este simplu conex, aceste 
constante nu mai intervin, 8i condiţia (5) se reduce la o condiție Dirichlet. 


d) Cimpul deplasărilor 


Din (10) rezultă cà originea axelor In £2 nu se deplasează decit In lungul barei; aşadar, 
lucrurile se petrec ca şi cum secțiunile s-ar roti In. jurul originilor respective. Pe de altă 
parte însă, in toate cele de mai sus, poziția originii in orientarea axelor nu a jucat nici un rol. 

În fapt, se verifică uşor că o roto-translatie a axelor Or,r, conduce numai la apariţia 
unei roto-translaţii rigide a barel. Pentru a arăta aceasta, să considerăm un nou sistem de 
axe obținut din cel initial printr-o translație și o rotaţie. Din (11.22) rezultă că funcția 
Wò) si deci si funcțiile r(r,, z,), t(z,, Ta), sint invariate de o rotație a axelor, astfel cá ne 
rămine de considerat numai cazul translatiei. Din prima formulă (11.29) obținem 5) 


=r. tr ti (26) 


Din (11.25) urmează cá in cazul torsiunii avem și pentru o translație c = t', şi deci 
şi C — Cl (Acest rezultat se obţine şi scriind condiţia (4) in axele noi, si constatind că 
diferența celor două soluții coincide cu cea care rezultă din (26) — după care un calcul 
electiv conduce la concluzia C = C.) 

Cu aceasta, dispunem de două soluţii: 


HQ = — TÉfàTQ4, ps TY Ty, Us — Tr, (27) 

u= — rale, uimralz, uj— Tri c(r— 23 2, + 20 29), (28) 
de unde 

ul = u, + cat m, ub au, — Ttr, uj = u,— cala, + ral, (29) 


astfel că soluţia în axele noi se obține prin adăugarea unor deplasări corespunzătoare unui vector 
de rotaţie de componente rt, 720, 0), așadar unei rotații în jurul unei axe perpendiculare 
pe Ora. 

Aceasta inseamnă cá sintem liberi de pildă să alegem originea şi orientarea axelor În 
modul care permite să scriem ecuația frontierei sub forma cea mai comodă. Cele 6 con- 


PI 


8) Aci ad, x9 nu sint coordonatele centrului de greutate. 
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stante arbitrare introduse în acest mod se adaugă in fond constantelor ce intervin in (8.30), 
(8.831) si care au fost neglijate cind am seris deplasările sub forma (8.32), de unde am 


dedus (10). 
Vom lua deci în general (vezi (5.17)) : 


u = — thn = Ch + Bx,  F, 
la = Ti + Ca, — Arn +G, (30) 
HQ — T (ra X4) — Br + Ant H; 


dacă presupunem că vecinütatea originii aci alese nu se deplasează şi nu se rotește, toate 
constantele astfel introduse sint nule. 

Se mai poate admite că secţiunea r4, = 0 nu se deplasează și nu se roteşte în planul 
ti (aşadar u, = u, = 0 pentru rz, = 0), şi că cele 6 constante sint alese astfel incit media 
patratică pe secțiune a deplasárii longitudinale u, să fie minimă. Condiţia relativă la depla- 
sările t, u dà mai intii; 

LU = = TIO -+ B, Us = TiTa -— Ă X3, Us == T r(z4, rj) = Bz, -$ A Ia 4 H. (31) 

Este vizibil cà punctul de coordonate 

zi = AJT, zi m Bjr (32) 


nu se deplasează tangenlial pe nici o secțiune. Pentru acest motiv el poartă numele de cen- 
iru de lorsiune (A. Weinstein [1]). 
Punind şi conditia de extremum pentru integrala 
Iu) = | us dD, (33) 
2 
privită ca funcţie de A, B, H, obținem ecuaţiile 
jJ tyt dD = 0, W Uu, x. dD = 0, V i, dD = 0. (34) 
g a mg 


Alegind drept axe, axele centrale principale de inerție ale sectiunii, obținem din (31) 
şi (34): 


| (t r zy + As) gp = 


g 


e Lm 


(e rr, — Bri) AD = V irr- H)dD =ù, 


en 


z 
de unde 
A = — (li) jJ Xa Fite tp) dD, B = (7]la) V rr(z, m) dD, 
E | 2 (35) 
H = — (tl D) ( r(r, r4) dD. 


g 
(Vezi $i mai departe $ 19, pag. 308.) 
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e) Notă istorică 


Formulele (4), (5), (7), (8), (10), ca si considerarea funcţiilor r(z,, x4) şi t(r,, 1h se 
datorează lui Saint-Venant. Acestea au avut o deosebită importanţă atit in dezvoltarea teoriei 
torsiunii, cit si pentru utilizarea metodei semi-inverse. 

Problema torsiunii a fost abordată de către C. Coulomb [1] pentru cilindrul circular 
(in legătură cu studiile sale asupra pendulului de torsiune electro-static). Coulomb a dat 
soluția în cadrul ipotezei sectiunilor plane, presupunind 5:4 = 0, şi admitind că secțiunile nor- 
male se rotesc în planul lor ca un tot rigid în jurul centrului cercului, iar unghiul de rotație 
este proportional cu distanța r, la baza fixată (ipofeza lui Coulomb). Desigur, acestea sint 
cele mai simple presupuneri ce se puteau tace. 

Această soluție s-a dovedit a fi corectă. Dar incercarea lui L. Navier de-a folosi aceleaşi 
ipoteze pentru alte secțiuni a dus la rezultate eronate. (Ipoteza secțiunilor plane poate fi 
infirmată experimental, cu ajutorul unui cilindru necircular din cauciuc, pe a cărui suprafață 
laterală se trasează o rețea de generatoare si de traiectorii ortogonale lor.) A. Cauchy [7] 
a renunțat la ipoteza secţiunilor plane, dar nu a obținut nici el rezultatul corect, 

Saint-Venant a căutat soluţia problemei In deplasări, pornind de la ipoteza lui Gou- 
lomb, și admițind că secțiunile nu rămin plane, dar deplanează toale in același mod, inde- 
pendent de x, (ipoteza lui Saint- Venant). 

In conformitate cu ipoteza lui Coulomb, deplasarea tangentiali este normală pe raza 
vectoare, de unde ut, -+ tr, = 0, sau încă, în coordonate polare (r; + iz, = R exp (iy): 


u, cos y + ug sin y =0. (36) 


Mai departe, ea este proporțională cu distanța la baza rx, -— 0, si cu raza  vecioare 
R= Ve + xi, astfel că 


ij = KIR, us = hr, K, (37) 
ceea ce, impreună cu relațiile de mai sus, dà 
ujit = kih = — sin xjcos y, 
şi deci, notind cu 7 un coeficient de proportionalitale : 
tu = — vr, Asin y LL = TX, R eos y, 
asadar tocmai primele două relații (10) : 
H, = — Pata Hs = TiTa- (38) 


Fenomenul torsiunii se produce deci fără deformarea secțiunii (si deci a frontierei) în planul 
ei. (Din (8.32), se vede că In cazul general proprietatea nu se menţine.) 

Evaluind unghiul v dintre raza vectoare a punctului (z,, Xa) şi cea a aceluiaşi punct 
după deformatie (r, + t, Xa + ua), căpătăm 


nato = tf, (39) 


ceea ce corespunde semnificației lui v din (1). 
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Aceceplind ipoteza lui Coulomb, dar renuntind la presupunerea t, == 0, Saint-Venant 

a introdus ca ipoleză independentă presupunerea 
Ug = Us (X4, Ta) (40) 


care coincide în fapt cu a treia relație (10), şi a rezolvat in acest mod problema torsiunii, 
făcînd uz de ecuaţiile lui Lamé. 


În fapt însă, ipoteza (40) nu este o ipoteză independentă. Pentru a ne convinge de 
aceasta, să introducem (38) în ecuaţiile lui Lamé. Întrucît acum avem 


Q = diva = tag, (41) 
ecuațiile (4,8,7) se reduc la 
Haag = 0; Na — 0, Ug qa t Haga Y Ugga t (E — 2v) tity ss = 0. (42) 
Primele două din ele conduc la concluzia că 
Hg 17 f(xi, xg), Ha a = Dio Xa) Uza = h(24), (43) 
uslfe] cà a Lrcia ecuatie (42) devine 


1— 2v 
——7 (Ua + Hg, o5) = Ug gg = 20, (44) 
2(1-— y) 





unde a este o constantă. De aci urmează 
a 
Uy a = Bta) = Baza td, Uy = ata + bry + (a, Xa), (45) 
unde b este de asemenea o constantă. Pentru os, obținem uşor de aci 


Saa = (X + 2g) Gar, + b). (46) 


Întrucit prin ipoteză avem (f, = 0 pe ambele baze, conchidem cá 


|| (Bax, + B) dD = (| (ax, + b) dD =0, (47) 


»! 


de unde urmează a = b = 0; pentru componenta u4 oblinem deci o functie independentă 
de x., aşadar tocmai forma (40). 

Ipoteza lui Saint-Venant este deci o consecință a ecuaţiilor elasticitütii si a ipotezei 
lui Coulomb. De aci rezultă în particular că dacă baza Za = 0 (sau o secțiune oarecare) 
este fixată într-un mod care interzice deplanalia (torsiune împiedicată), atunci $i ipoteza 
rotației rigide a sectiunilor trebuie respinsă. 

Pentru un istoric detailat al problemei torsiunii, vezi N. Arutiunian şi B. Abramian 
[1], 5 1.13. 
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& 14. FUNCTIA LUI PRANDTL SI CONSTANTELE 
LUI PRANDTL 


a) Funcția lui Prandtl 


Funcţia lui Prandtl si Timoşenko — considerată pentru prima oară?) 
de către L. Prandtl [1], [2] pentru cazul forsiwnii — se dovedeşte mai ușor 
de manevrat din punct de vedere teoretic, și cu semnificații mecanice mai 
simple decit funcţiile lui Saint-Venant. 

Notind în acest caz, 


Fl șa) = utf (fi; a), (1) 
obţinem din (12.7) ecuaţia lui Poisson 
Af=— 2, (2) 
iar din (12.9), condiția la limită 
fle, — f;. (3) 


Funcția f(z,, a) se numeşte funcția lui Prandtl, iar constantele f, 
— constantele lui Prandil. Din (12.10) urmează că functia lui Prandtl este 
uniformá. Întrucit in (12.5) avem T, = 0, formulele (12.6) se reduc la 


T——2Jiyrf,, (4) 
sau încă 
C4 = PT fiy Ogy = — uT fy (B) 
Între funcţia lui Prandtl şi funcţia de torsiune conjugată există 
legătura ce derivă din (12.5): 
1 a 3 
f—t—— (sg wb (6) 
2 
care arată că funcția lui Prandtl este tocmai funcţia invariantá din (11.30). 
Din comparaţia relaţiilor (4) şi (13.6) căpătăm imediat 
pla = 2r, —2if,-rFig. (7) 


Funcţia lui Prandtl este numai un potenţial de tensiune : un echi- 
valent al relaţiilor (13.10) nu există. (Vezi şi $12, pag. 222). De cite ori va fi 


——— 





9) In fapt, această functie era deja folosită de către J. Boussinesq [1]. 
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determinată funetia lui Prandtl, va fi apoi necesară şi aflarea funcției 
"(2 £}; de pildă din (7): 


Fam fa F ta Pa — ir We (3) 
Tinind seama de (1)— (3), relaţia generală (12.20) devine aci: 
fa a) = — Y f, b, Gn ds + 2 (È G (zn 2a; En E) ADe. (9) 
j=l X e 


Această tormulă pune în evidenţă dependența între funcţia lui 
Prandtl şi constantele lui Prandtl, deocamdată necunoscute. 


b) Constantele lui Prandtl si rigiditatea geometrică la torsiune 
Să considerăm (L. Solomon [3]) funcțiile 


b; (is a) = — $, G,, ds , (10) 


4 


numite măsurile armonice ale componentelor 5; ale frontierei, Se ştie (vezi 
de ex. 5. Mihlin [1], $ 41) că ele sînt funcţii armonice în Z, si satisfac 
condiția 


b (a, Vy), |. (11) 
Întrucât extremele unei funcții armonice sint atinse numai pe fron- 
tieră, rezultă 0 — b, (2, 2,) < 1 în Z. Introducind (10) in (9), deducem 
(Ti $5) = VW f; b; (9, Ta) +2 (| G(45, 255 Eis Ea) d De. (12) 
{=l 
£i 


Mai departe, transeründ (12.19) pentru cazul torsiunii, căpătăm 
formula lui Bredt W) 


i f ds = —24A. (13) 
g 
Seriind această relație pe 5; (pe Z, ea rezultă atunci identic verifi- 


cată) si introducind aci (12), obținem — după operații asupra cărora nu 
ne oprim — sistemul 


Y Ba fa = 2 |D; + o (4, a) aD, jh-1,2..m, (14) 
A-1 l 


E 


10) Aceeasi observaţie ca la pag. 234. 


unde am notat 
B, =$ bc (15) 
=; 


Se poate demonstra că sistemul (14) are întotdeauna o soluție unică, 
ce poate fi găsită prin aproximafii succesive; cercetarea acestei soluții 
arată că f, > 0 (j > 1), astfel că din (12) urmează acum f(z,, d) > 0 in Z. 

Întrucît funcţia lui Green depinde numai de configurația domeniului 
Zi, din (14) rezultă că constantele lui Prandtl sînt niște constante geometrice 
ale domeniului. 

Pentru determinarea lor, vezi încă J. Bartha [2] $1 P. Narasim- 
hamurthy [1]. 

Introducind (8) in (13.14), obținem 


C= — manta AD, (16) 
a 
de unde, utilizind formula lui Riemann (A.5.18) : 
C= — tn Da + (004 — 20140 = 
a 
= -4 f (a, + Enga ds +2 Jj f(t fa) AD. 
g 
a 


Tinind seama de condiţia la limită (3), luind f, = 0, integrind pe 2 
cu respectarea sensului pozitiv, şi remarcind că, 


| (zT F Tana) ds = 2 | dD = 2D, (17) 
gu 
aj 
căpătăm în definitiv importanta formulă (vezi şi 8 16, pag. 215) 
C957 fa Dod | f(a,, 2a) AD. (18) 
j=1 
£l 


Mai departe, introducind aci expresia (12), obținem 
C2 Y o, + V b; (24, Wa) an| + 4 W G(X,,255 Ep Ba) dD, dD: (19) 
EN g gx 
sau încă, tinind seama de ecuaţiile (14) : 
Ce 2 Y Bf, a tmo mik a) AD, ans, 0) 
i gx gi 


ceea ce dá expresia rigidității C prin intermediul funetiei Ini Green. Întru- 
cit avem G > 0, b; — 0, f; — 0, din (19) rezultà din nou C > 0. 
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În cazul unui domeniu simplu-conex, formulele se simplifică. Ast- 
fel, funcţia lui Prandtl este în acest caz soluția problemei 


Af = -—9 în 3, î=0 pe 7, (21) 
aşadar a unei probleme Dirichlet. Din (12) urmează : 


f (24, 25) = 2 | G (25, 2, ; Ej Ea) ADe, (22) 
JJ 


iar pentru C avem, in loe de (18), (19), formulele simple 


C = 2 s za) AD = Gti azi Ea, Ea) ADAD. (23) 
E] S xg 


c) Imagine geometrică 


Pentru a infelege semnificația funcției lui Prandtl, să exprimăm cu 
ajutorul ei vectorul-tensiune (Sy, Gaz, 0) într-un punct oarecare al sectiu- 
nii 2. În acest scop, să considerăm familia de curbe 


f(z,, Za) = const. (24) 


Intrucit eosinugii directori ai normalei la o curbă oarecare a familiei 
sint proportionali cu f, şi f „deducem — tinind seama de (5) si (A.3.12)— : 


Prin urmare, vectorul tensiune este dirijat în fiecare punet după tan- 
genta la linia f = const. ce trece prin acel punct, Liniile f = const. poartă 
numele de traiectorii ale tensiunilor tangentiale. Ele se pot interpreta gi ca 
linii de nivel ale unei suprafețe X, = f (Ti; Ta). 

Din (3) rezultă că componentele lui 7 sint traiectorii ale tensiunilor 
tangenfiale, așadar în fiecare punct-frontieră tensiunea este dirijată 
după tangenta la 7. 

Să ealculăm acum proiecția T's) a vectorului tensiune pe tangenta 
la o curbă = oarecare din Z, definită de versorul tangentei s (vezi (12.22)). 
'Tinind din nou seama de (5) şi (A.3.12), obținem 


T(s) = us [— fig na —fm]l- —utf,, (26) 


unde n este normala care formează cu tangenta s un sistem de axe n, s 
orientat la fel cu sistemul z,, 2: prin urmare, pentru o curbă închisă, n 
este normala exterioară; dacă g = 7,;(j > 1), n este normala exterioară 
la Zif*, aşadar normala interioară la 2. 
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Dacă curba € este o traiectorie a tensiunilor tangentiale, tensiunea 
tangenţială este dirijată după s, si prin urmare avem T(s) = + |T|. 

În definitiv, direcția vectorului tensiune într-un punct oarecare 
(subinfeles : pe un element de normală paralelă cu 0.) este dată de direc- 
fia tangentei la traiectoria f(z,, x) = const. ce trece prin acel punct; 
iar mărimea vectorului tensiune este dată de gradientul funcției f (z,, Xa) 
(derivata după direcţia normalei la traiectorie). 


d) Proprietăți extremale 


Se poate uşor arăta că mărimea |T| a tensiunii îşi atinge mazimul 
pe frontiera Z ; acelaşi lucru este valabil pentru minimul funcției f (w; £a). 

Într-adevăr, funcția lui Prandtl este supraarmonică în Z (Af <0), 
şi astfel de funcţii îşi ating minimul numai pe -7 (vezi V. Smirnov [2], 
vol. 4, pot, 215). În particular, dacă f(z,, 2) ar avea un minim într-un 
punct interior, în acel punct ar trebui să fie 


la =0, f2=0, fu > 0, 1,45 2 0, 
ceea ce ar contrazice ecuaţia (2). Întrucît f; — 0(j 2-1), rezultă că minimul 


este atins pe componenta Z^, şi valoarea sa este f, = 0. 
Pe de altă parte, din (13.6) avem 





TR — TT = prt [9^ (3) (3) -iad'()—i8 p (3) + 881b (27) 


astfel cá, tinind seama de forma complexă (A.4.7) a operatorului lui La- 
place : 


A(|TP) —4 (TT), = 4 9352 (g^ 9" 4-1) O. (28) 


Funcţia |T|? rezultă a fi subarmonică (vezi loe. cit), gi îşi atinge 
deci maximul pe frontieră, Argumentul elementar de mai sus (cu semnele 
schimbate) rămîne valabil. Minimul funcției |T |? este desigur egal cu zero, 
gi poate fi atins atit pe frontieră, cât si în interior. (Vezi $ 16, pag. 266). 


& 15. PROBLEMA TORSIUNII, EXEMPLE 


În acest paragraf vom da unele exemple de determinare a funcțiilor 
de torsiune în cazuri in care ele pot fi găsite efectiv, cu mijloace elementare. 
Un loc important îl ocupă aci metoda inversă, si cea a separării variabi- 
lelor. 
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a) Cere. Coroană circulară 


Fie că Z este un cere de rază E, sau o coroană de raze Ry 8i E, 
(cu E, < R). Căutind o funcţie armonică în Z şi care satisface condiția 
la limită (13.11), găsim soluția evidentă 


t( Zu 2). Ri — const., (1) 


unde constanta a fost aleasă astfel încît f, să fie nulă (vezi (14.6)). 


OBSERVAȚIA 1, Aparent, soluția problemei pentru coroana circulară ar putea fi cău- 
tată sub forma 


t(z, zm) - x-F In R. 


Într-adevăr, această funcţie este armonică, si constantele œ, B pot fi determinate din con- 
ditia (13.11) scrisă pe cele două cercuri-lrontieră. Ea nu este însă acceptabilă, intrucit con- 
jugata armonică a funcției In R nu este uniformă in ZZ (vezi si $ 13, pag. 227). 


Funcția lui Prandtl în coordonate polare se scrie evident 


1 A 
f= (B E), R= abad. (2) 

Din (1) urmează şi r(z,, 2a) = const., si deci şi V(a) = const. ; ale- 
gind r(z,, 2$,) = 0, din (13.8) gi (13.10) avem 


M. = — TX47.4, Ma = TED Ug = 0; 904, — — PTE Oza = u*7,. (3) 


Prin urmare, in cazul sectiunii circulare (cu sau fără gol concentric), ipoteza sectiunilor 
plane este respectată. De altfel, acesta este singurul caz in care ea e respectată: luind 
u, = const., deducem r == const. $i deci și t = const., astfel că din (13.11) obtinem ecuațiile 
unor cercuri concentrice (cel mult două), Acest fapt arată importanța pasului tăcut prin 
ipoteza lui Saint-Venant asupra deplanării. 


Pentru rigiditatea geometrică la torsiune obținem din (13.14) 


C= h= i R? AR dy NITET — Rb, (4) 
g i 
(in cazul cercului, R, = 0). Valoarea lui T se calculează acum din (13.15). 
Pentru un cerc de arie dată D, deducem din (4) 
C = Dijar. (5) 


OBBERVATIA 2. Dacă constanta p nu este cunoscută, ea ponte fi determinată din mări- 
mile cunoscute Al, şi C = Ip, și valoarea măsurată a lui +. Torsiunea unei bare cilindrice 
circulare poate constitui deci cea de a doua experiență principial independentă necesară 
pentru determinarea constantelor elastice (vezi $ 3.4, pag. 95). 
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Solutia (3) (vezi si rationamentele din $ 6, pag. 190) sugerează utilizarea de bare 
lubulare, Astiel, o bară de secțiune cireularà cu raza H' are sceeasi rigiditate ca o bară 
tubularü, dacă R" = RE — Hj. Alegind de exemplu JH, = 6 cm, H, — 5 cm, obţinem R' = 
= 8,09 cm, şi deducem că bora tubulară este cu 58%, mai ușoară decit cea plină. 

Exemplu numeric. Un arbore de maşină transmite o putere P == 600 c.p., lucrind în 
regim de 120 rotații pe minut. Presupunind arborele cilindric circular (plin), din oţel (qj. = 
= 750 000 kgtícm?), sit se calculeze raza mirimă admisibilà pentru cat să nu depăşească 20'/m, 
iar |T(s)| să nu depăşească 600 kgfjcm*. 

Puterea dată este P= 600 x 75 kgms — 45 :10* kg -emise Lucrul mecanic 
produs de cuplul „Ø la o rotire de un unghi n este fi. Întrucii avem P = AMamlsee, si 
intrucit unghiul de rotație pe secundă este 120.2x-/60 = dz, obtinem Us —345.10514m ee 
c 358-10? kg-cm. 

Din (3), găsim pe frontieră 


la, = Vo + 02, = tB, = GAIR = 2 I ue Rp. 
Punind condiția ca această cantitate să nu depășească 600 kgf/em?, deducem 
Hy => V 380 em? c 7,24 em. Aceasta este condiţia de rezistentà a arborelui (calcul la tensiuni 
admisibile.) 
Pe de altă parte, valoarea gradului de torsiune admis (calcul de rigiditate) dă 
Malul sz20' m, de unde, intrucit 20'/m = 0,006058 radianijem, obținem fiy > 8,51 em. 
Se adoptă valoarea Hg = 8,51 cm corespunzătoare eondiliei mai severe. 


b) Elipsá 
Sä considerăm o secţiune a cărei frontieră are ecuația 
gija? + s/b — 1, b «a, (6) 
(B. de Saint-Venant [1], eap. 6). Alegind 
f(z,, £) = Kia? + azb — 1), (7) 


ceea ce asigură verificarea condiției la limită din (14.21), obținem 
Af = 2 K (a-~? + b-2). Pentru a asigura şi verificarea ecuației (14.21), 
se ia deei K = — a?b*|(a? + D?). Prin urmare, funcția lui Prandtl se 





sorie | g 
inny mu] (8) 
a? -L b? 1 a? D 
Introdueind (8) în (14.5), obţinem 
2a* 2b2 
Pui aj bi MTS, Ogg = ab» HT Pje (9) 
Pe de altă parte, tinind seama de (8) în prima relație (14.23), avem 
C= fi f(z,, 4,) dD — 2 | b E -x) dD. (10) 
| a + b? az b? 


Și g 
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Pentru momentele de inerție ale domeniului mărginit de elipsa (6), 
căpătăm 


= ^: ab, (ss mad, Lea 4 zab (at + bt), (11) 
astfel că din (10) urmează 
C = na?b?|(a* + b?). (12) 
Aceasta dá pentru gradul de torsiune valoarea 
z = Malul = [a + 02) rpad] Mas (13) 
gi deci formulele (9) devin in definitiv 
da = — (2 Myjnab?) aa, 044 = (2 Malratb) ty (14) 
Pentru modulul |e}! = |T] al vectorului tensiune avem de aci 
IT} = (2 Mit) Y xt1a* + agre. (15) 


Îutrucit maximul acestei funcţii este atins pe JP, trebuie să găsim punctele de anulare 
ale derivatei tangenţiale |T] , pe £P. Tinind seama de (4.3.12), (8) şi (15), avem pe rind 


ITI, = — Tia ng E ITE am = al Tia Lat Tia £4) = Béac* b-t) zm, 


(unde x, fi sint coeficienţi de proportionalitate), astfel că, pentru a s= b, extremele sint atinse 
pe axele elipsei, Avind de ales între extremele mărimilor v/a? şi r4/b*, deducem că mărimea 
tensiunii ia valoarea maximă pentru zr, — 0, r, = + b, aşadar la capetele semiaxei mici 
ale elipsel (6): 


Idainas = 2 Alamat. (16) 


Acesl rezultat este contrar celor ce s-ar petrece dacă ipoteza secfiunilor plane ar fi 
valabilà: am avea atunci jol? = p'r’ (x7 + 22), funcţie care ia valoarea maximă pentru 
x= 0, m. +a. Semnificaţia acestei proprietăți va fi mai bine înțeleasă în $ 16, pag. 266 


Pentru a calcula deplasările, este necesară determinarea funcției 
r(z,, 24). Din (14.8) gi (8) obţinem uşor 


ra = — [(a* — b?)/(a + 0*)] zm, ra ——[(a*— b*)/(a* -- b*)] amy, (17) 
de unde urmeazá 


r(4, wa) = — [(a* — b*?)/(a* + 8?)] ua. (18) 
Tinind seama și de (13), avem în definitiv 
tig (yy 44) = — [(a* — b*)/rpai] mm, . (19) 


Secţiunile normale se transformă deci în paraboloizi hiperbolici. 
Deplasările tangentiale sint cunoscute din (13.10) si (13). 
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Secţiunea eliptică reprezintă unul din rarele cazuri în care calculele se desfăşoară 
atit de simplu. În particular, acesta este unul din rarele cazuri in care funcţia lui Prandtl 
poate fi căutată sub forma unui produs de funcţii, printre care intervine ecuaţia frontierei 
sub formă implicită, ceea ce asigură verificarea condiției la limită din (14.21). (Vezi de ex. 
L. Leibenzon [2].) Lucrurile se petrec astfel, datorită structurii simple a funcției (3). 
Anume, din (14.6) si (8) deducem 

1 ] 1 n: e, b? gha 
t(zy Ta) = f (£p t) +— (1f + ox) = — — (ri — xa — (20) 
2 2 qp ga + p 





1 1 
Întrucit avem evident — za + m 51 — 2$) = 2 i3*, din (18) şi (20) deducem că 
soluția complexă a problemei are forma 
1 œ — p? aspe 
Wa) = — ————— ii? 4- i ————— a (21) 
à ap gi + bă 


unde termenul constant poate fi neglijat (el corespunde valorii fy = 0). 


Soluția aceleiaşi probleme poate fi obținută si printr-o metodă de tip invers, considerind 
funcții de forma hà" (unde h este o constantă complexă, iar n, un număr natural) gi deter- 
minind domeniile corespunzătoare. Pentru n = 2, găsim elipsa. 


Sá revenim asupra rigidității geometrice la torsiune. Notind cu 
D=xab si k-J1c- ba (22) 


aria si excentricitatea, si tinind seama de valoarea !, din (11), putem 
transerie (12) sub forma 


C = (DAJAn?,). (23) 


Mai departe, avem desigur 


"ER m D? (1 -— 5 e| 
dq = yz (1 = ci me b = je 1 — e ei lo 2 = n (24) 
TE T 


arl — k? 
astfel cá (23) devine 
C — (Delon) V1 — k? : t — e| (25) 
Dezvoltind in serie această expresie, obținem 
C = (D2/2x) | — : Ma) (26) 


unde am notat (compară mai departe cu (10.7.27)) : 





3 
k — k* 1 e [A — s o» a 21 
h(k) —1-4 + a H (27) 
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Prin urmare, rigiditatea geometrică la torsiune depinde de aria 
D a secțiunii eliptice, şi numai în relativ mică măsură de forma acesteia, 
caracterizată de excentricitatea k, sau de aria D și de momentul lẹ (Desi- 
gur, aceste relaţii isi pierd sensul pentru k = 1.) 


Pentru paranteza dreaptă din (26), avem valorile de mai jos: 
k | 0 0,2 0,4 0,6 0,7 0,8 0,9 0,95 — 0,97 


| 
1-— ELE) | 1 0,9908 (0,9902 0,9756 0,9458 0,8823 0,7326 — 0,5688 0,4590 


B. de Saint-Venant [3] a propus formula (23) ca expresie aproximativă a rigidității 
pentru orice secțiune simplu-conexă. Scriind-o sub forma 


C = x (DJ ] 4), (28) 


unde 3xejipg& = (l/4m?) = 0,02533, el a calculat valorile exacte ale lui x pentru diferite 
secțiuni (chiar secțiuni atit de îndepărtate de cea eliptică, cum sint profilele în P, obfinind 
rezultate satisfăcătoare, (Vezi tabela la finele paragrafului, pag. 260, coloana a doua.) Fără 
îndoială, valabilitatea formulei aproximative a lui Saint-Venant este legată de rolul redus :1 
formei elipsei de secțiune în valoarea lui C, evidenţiată în (26), 

OBSERVAȚIA 3. Se înțelege că de aci nu rezultă nimic in ce priveşte valorile tensiunii 
(şi în particular, ale tensiunii tangentiale maxime). Vezi de exemplu H. Muştari [1]. 


Din formula (23) rezultă că, la arie egală, cea mai avantajoasă secțiune este cea cu |, 
minimal. Din (26) urmează că secțiunea optimă este cea circulară (k = 0; compară cu (5)). 
Desigur, aceasta nu reprezintă o demonstraţie, întrucit formulele au numai caracter aproxi- 
mativ (dacă £5 nu este mărginit de o elipsă). Faptul că, la arie egală, domeniul simplu-conex 
de rigiditate geometrică maximă la torsiune este discul circular, a fost demonstrat de G.Polya 
[1]; în cazul domeniilor dublu conexe, rolul de domeniu de rigiditate maximă la aceeași arie 
il are coroana circulară (G. Polya si A. Weinstein [1]. O amplă analiză a problemei este 
prezentată de G. Polya si G. Szegó [1], capitolul 5. 

OBSERVATIA 4. Funcţia (8) este funcţia lui Prandtl si pentru orice domeniu dublu 
conex mărginit de elipsa (6) și de o curbă f(x, 2) = const. 


c) Triunghi echilateral 


Exemplul ce urmează (B. de Saint-Venant [1], $ 105) prezintă sugestiv modul de 
utilizare a metodei inverse din (13,11), (13.12). Fie deci 


unde coeficientul k este indispensabil pentru a asigura dimensiunile necesare ale cantită- 
{ilor cu care avem de-a face (vezi $ 13, pag. 227). Scriind (4) sub forma (13.2), obţinem 


"iz xj) = k(xp— Bază), — t(xy mj) (3220). (30) 
Luind functia r(r,, T) drept funcție de torsiune, căpătăm din (13.11) ecuaţia curbei- 


frontierá sub forma 


, 1 ; 
ki3zix, — ză) — Ja + x2) = h, (h- const.) (31) 
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Asimptotele acestei cubice se obțin egalind cu zero suma termenilor de grad 3: 
3rir, — r3 =a — Za (23 + /3z,) (r— y 3z9 = 0, 
Să considerăm trei drepte respectiv paralele cu aceste asimptote 


şi să determinăm k, h pentru care cubica (31) degenerează in ansamblul acestor trei drepte. 
Identificind expresiile 


1 a 
k(31iz, — x3) — — (rp + 19) — h = e(z, — a) [za — b} — 321]. 
2 
obținem 


k = 1j6a, h = — = EE P SSE T A (33) 
3 


Pentru aceste valori, cubica (31) degenerează in ansamblul dreptelor 


t, = d, dt |31, + 2a = 0, z, — 3z; + 22 = 0, (34) 
care definesc un triunghi echilateral cu centrul in origine. 


Avem deci 
y) = 62) Y". 


r(z,.2,) = (1/6a) (x1 — 32,23), (35) 


E 5 1 E] b] 2 j 
f(r,,z,) (1/62 3x;r,—25) — — (xj + 23) + — a*, 
2 3 


unde constanla a caracterizează dimensiunile triunghiului. 
Expresia 





ua = (t/őa)r (r; — Vaz, (n l/ 3x) (38) 


Fi E. Del 5.1 


defineşte aspectul după deformalie al secțiunilor inițial 
plane. În particular, înălțimile triunghiului rámin după deformație in planul iniţial al secțiunii, 
| Pentru a determina T, ne rămine să calculăm, folosind de pildă (13.24), valoarea 


C= h — (1/42) jJ EH + rta dD. (37) 
a 
In coordonate polare, deducem (vezi I. Rijik şi I. Gradstein [i], formula 2.246) 
ems ajcoa X. - B. 
p-9( azi — man =3V3ai, c-—y3e. (38) 
0 -0 5 
sau încă, Intrucit latura triunghiului este | = 2 V3a, iar aria D= 3| 323: 
C = 0,1155 D? = 0,0222 (DJ h). (39) 
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OBSERVAȚIA 5. Folosind diferite funcţii de forma kà" şi cembinatii de astfel de funcţii 
B. de Saint-Venant (loc. cit.) a rezolvat numeroase probleme de acest tip. 

OBSERVATIA 6. Pentru triunghiul dreptunghic isoscel, vezi B. Galerkin [2], volumul 1. 
Pentru alte triunghiuri, soluția nu este elementară, (Vezi de ex. N. Gloumakoff si 
Xi-Yuan Yu [1]). 


d) Lunulă circulară. Concentrarea tensiunilor 


Tot in spiritul metodei inverse, să alegem 





w(8)— ks hg * (40) 
(k, h, l — constante reale, deocamdată nedeterminate), de unde 
Ea Li e - f ~ri t Lm ! o X. ; 
(a d$) = ka, + A y Fe d t(x Da) = km, d^ J- dd « (4) 


Este de preferat să definim ecuaţia curbei-frontieră a domeniului 
corespunzător sub forma (13.12), ceea ce echivalează cu a lua în (13.11) 
drept funcție complexă de torsiune, funcţia i ((3). Căpătăm astfel 
à 1 35 
Le cpA————e1-—-—(um) uo 49 

1 a? r 1» 1 2) 3 ( ) 
aşadar ecuaţia unei cuartice. Sá determinăm valorile k, A, |, pentru care ea 
se descompune în ansamblul a două conice. În coordonate polare 3 = 
= k exp (iy), căpătăm uşor 

fa | ^on - 
(R? — 21) (i — Ək Re + hlk EX 
H* —2 R 


Luind aci 2l = eè, hjk = — 20 = — e, 
k — a, obtinem 


(E? — e?) [1 — 2a (cos x)/ R] = 0, (43) 





ceea ce, pentru c < 2a, este ecuația an- 
samblului celor două cercuri din figură, unul 
avind centrul pe circumferința celuilalt, 





Fig. 5.15.2 


Acesta este cazul elementar al problemei lunulei circulare, considerat initial de C, Weber 
[1], [2]. Pentru cazul ne-elementar, cînd centrul cercului de rază e nu e situat pe circumferința 
celuilalt, vezi I. Sokolnikoff [2], $ 45; I. Sokolnikoli! și E. Sokolnikolt [1]; L. Hamburger 
et al. [1]; I. Ufliand [2], $8 2.7—2.9. 


Prin urmare, pentru domeniul mărginit de cele două cercuri gi care 
nu conţine originea (punct in care funcţia (40) nu este olomorfá), avem 


F 1. | 
ya = ia (8 — g) ir ie, (44) 
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fti pe | mU — 2 o = 
(4, Pa) «a c xix = (ai + ai) A 
l 2.48 | 2a cos y! 
— (e — R*)|1 — ————]|- 45 
xu | É | (45) 


(Am ales funcția (44) în locul funcţiei ce ar rezulta direct din (40) gi (13.11), 
pentru ca axa de simetrie a figurii să fie axa polară.) 
Considerind aci şi cazul-limită e — 0, obţinem funetiile 


V(8) ia, fm ap) = — Š Rè [1 — 2a (cos 3)/ R], (46) 


care coincid cu funcțiile corespunzătoare pentru cazul cercului; aceasta 
decurge din (11.28) (unde trebuie neglijat un termen de forma i373, cores- 
punzátor unei deplasări rigide după cum rezultă tinind seama de (8.10)), 
respectiv din (11.31) (transcriind formula (2) pentru originea aleasă nu in 
centrul, ci pe frontiera discului de rază a). 


Dar aceasta nu înseamnă că tensiunile corespunzătoare cazului limită 

0 —>0 ar coincide cu cele ce se obțin în cazul discului circular, așadar luînd 

de la început e = 0, $i căutînd funcţia (3) sub forma din (46) (funcţie 

olomorfă inclusiv în 3 = 0, sau care cel puţin poate fi prelungită prin 

continuitate în acest punct). Vom reveni mai departe asupra acestei ches- 
tiuni. 

Pentru rigiditatea geometrică la torsiune, avem din (14.23) si (45): 


T e — F?) [1 — 2a(cos x)| R] R dR dy, (47) 
a 
cu limitele de integrare 
e< R«2acos y, X «Xx «Y, (48) 
unghiul y' = y,,, fiind definit de relaţia evidentă 
cosy = 0/24. (49) 


Efectuind calculele in (47), căpătăm 
C = qat lfa — 2 (cja)? — 5 Cla | 4- E (cla) + delay sin di (50) 


după care din (13.15) se calculează gradul de torsiune t = AMa/uC. 
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Pentru a determina tensiunea tangentialá, putem face uz de formula 
(13.6) şi (44), sau de (14.5) si (45), de unde 


T(3, 8) = — ipt [a(1 + 0/8) — à] (51) 
| T | 
Gg = pT |- Ta -+ ac? ye d. m 
d-a (52) 
e| tht 


Prezintă interes deosebit examinarea a douàá cazuri-limită: e —0 
(dise circular eu o mică slăbire circulară pe frontieră — eaz limită al barei 
cilindrice circulare eu un canal longitudinal circular), 8i c — 2a (lunulă 
circulară subțire). 


În primul din acestea, din (49) deducem y’ >> x. Intrucit e/2a = 


= C08 Y = sin (s X — x I — X, deducem 


X £ = (r— ela) siny’ = fi =- 1 (ea)? 2« 1 — s (ela). (53) 


Introducind aceste valori in (50), constatăm că termenii liniari in 
čja se reduc; neglijind pe cei cubici si de grad superior, obținem 


Ca > mat [1 — 2(e/a)2]. (54) 


Prin urmare, dacă e — 0, căpătăm pentru C tocmai valoarea cunoscută 
pentru cerc. O slăbire de forma considerată modifică deci numai cu puțin 
(şi anume, cu termeni patratici in c/a față de unitate) mărimile cu caracter 
global C si -. 

Să considerăm acum tensiunile ce apar în cazul cercului (aşadar să 
utilizăm funcţiile (46) in loe de (44), (45)) : 


T = —iuc(a—5) 64 = — Tta Oy = uz(— a + 2). (58) 


Dacă raportul e/|3| este mie, diferența între soluţiile (51), (52) şi 
(55) este de asemenea mică, și comparabilă eu patratul raportului efla] 
față de unitate. Prin urmare, influența unei slăbiri circulare pe frontieră 
asupra tensiunilor este şi ea neglijabilă la oarecare distanță. Dimpotrivă, 
la distanță mică tensiunile se modifică sensibil, întrucît raportul c/|3| 
nu mai este neglijabil. În particular, luînd 3 = e exp (i y), caleulind din 
(51) tensiunile pe frontieră, gi făcînd apoi e — 0, căpătăm 


im T (c, x) = — ipta [1 + exp (2iy)] (56) 
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(unde notația subliniază faptul că tensiunea depinde nu numai de punet, 
ci si de direcţie), în timp ce pentru discul circular deducem 


T(0) = — ipta. (51) 


După cum se vede, pentru y = + x/2 (punctele unghiulare ieginde 
ale frontierei) tensiunea tangenţială se anulează, Dimpotrivă, pentru 
y = 0, ea este la limită cu 100%, mai mare decit în cazul discului circular 
îără slăbire, 

În consecinţă, o mică slăbire cireulará pe frontieră (de ex., un canal 
de ungere al unui arbore) nu modifieà sensibil niei parametrii globali 
(C şi +), şi niei tensiunile la distanţă destul de mare; în schimb, ea duce 
local la creşteri considerabile ale tensiunii, adică la o concentrare a tensiu- 
nilor, cu un coeficient de concentrare mergind pînă la valoarea 2. (Vezi 
şi 8 4.2, pag. 127). Exemplul simplu de faţă arată limpede primejdia 
fisurilor—chiar microscopice—în material, și importanța realizării unor 
conture cît mai netede, tără discontinuități ale tangentei (Vezi si exemplul 
f, vag. 259). 

Explicaţia matematică a fenomenului in cazul considerat este le- 
gată de faptul că originea este un pol al funcției (44). Pentru e—0, ter- 
menul polar dispare din expresia ei — dar nu $i din expresia tensiunii T, 
care depinde de derivata funcției (44) si în care, pentru c — 0, 3 — 0, obti- 
nem termeni suplimentari faţă de soluţia ores punsA tore cazului e = Q. 

În al doilea caz-limită, avem e/2a--1, așadar x'— 0. Tinind seama 
de (49), transeriind (50) sub forma 


C zz a* [x (1 — 8 eos? y' — 8 eos* x^) + Sin z' (cos z' + 14 eos? y')] = 
== ca sin X 5 cosy’ + ; COR 27) — 7 (6 + 8 cos 2%” -F cos "o (58) 
gi efectuind dezvoltările in serie, obţinem 
Cp. (59) 


unde am neglijat termenii de ordin superior. De aci rezultă că, chiar pen- 
iru valori nu prea mici ale unghiului y’ (sub 15? 22 0,3 radiani), formula 
(50) îşi pierde precizia, şi trebuie înlocuită cu (59). Asupra acestui rezultat 
vom reveni în $ 16, exemplul f, pag. 271. 


e) Dreptunghi 


În unele cazuri (mai ales dacă frontiera este alcătuită din arce de 
ecuaţii destul de simple : drepte, arce de cerc) soluţia problemei se poate 
obține prin separarea variabilelor şi dezvoltări în serie, eventual după o 
schimbare convenabilă de coordonate. 
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Fie o bară de secțiune dreptunghiulară, avind laturile de ecuaţii 
= $+ @, Za = + b, unde b sa. (Pentru soluția originală, vezi B. de 
Saint- Venant) [1], eap. 8.) 


Cáutind funcția lui Prandtl sub forma . 


F (zx, 29) = X, X, (n) Y, (23), (60) 


obţinem usor din ecuaţia (14.2) 





» X! (2) Y, (23) TA XAY (m= — 2. (01) Vi. 515:3 


Dată fiind simetria secţiunii, funcţia f(z,, z+) trebuie să fie pară. 
Să dezvoltăm membrul al doilea din (61) în serie Fourier în interva- 
lul — b < ta < b. Pentru aceasta, considerăm funcția 
NE 2 pentru —2b & z, < — 5b, b< v, « 2b, (62) 
—2 pentru — bx z,« b, 
pentru care obţinem ugor dezvoltarea 


h(x) = — -Y frd I cos mtl T, + (63) 
N otind 
A, = (2n + 1) 3g, `M = n/2b, (64) 
gi alegind in (60) 
Y, (2a) = cos A Za, (65) 
ceea ce asigură verificarea condiției f (à, , Ta) ls = 0 pe laturile z, = + b 
— obţinem din (61) pentru X, (z,) ecuaţia 





X — 1)" 
Tor- AEXLU) sees 66 
(7) (n) n 1 (66) 
a cărei soluţie generală are forma 
X, (zr) = A, eh X, 2, + B, 8h 3, y doc A M. (67) 
x 2n 4- I 


Impunind condiția f (z,, 23) |... = 0 şi pe laturile z, = + b, obținem 
din (67) 
pia (=i 1 
mon --1 Mech wa 








B, — 0. (68) 
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În definitiv, am căpătat astfel funcţia lui Prandtl sub forma 
32 2 (— 1) h- ch 2, 2 

aco (2m + 1)? ch X, A, 
așadar o serie foarte rapid convergenţă. 





(ni, t) = ^| eos Aa Tas (69) 


Pentru componentele tensiunii obținem din (69) si (14.5) 


16 ~% {=1)" ch An 

G; = — — but —— | 1- — [sin 44 fe (70) 
m? . gZo (2n 1) TF) 
16 m — 1)” shA,r 

Sac  — burt E. | PASE cos À, Ya, 


Ted nag (2n + 1} ch à, a 


astfel că pe frontieră, unde trebuie să apară tensiunile maximale, avem: 


16 mo H | 
U31 (i a, ža) = 0, Tag (4 a, Ea) = 4 —bur Y ———À—À Aq COS À, Tas (71) 
up (2n + 1) 
16 ură 1 ch A4 £4 
Oa (m, + b) = F — burt ——— e —— Gas (04, d b) — O. (72) 
Lin nao (an + 19 ch X, a 


După cum era de aşteptat, vectorul tensiune este dirijat după tangenta la F. 

Pentru a determina punctele în care apar tensiunile tangentiale maximale, să considerăm 
separat seriile din (71), (72). 

Funcţia th E tinde rapid cáire 1 pentru £—- co. Întrucit ab, avem Xa > 


1 l 
> — (2n + 1)m, de unde th» a> 0,917 şi thi, a 221 pentru n 1. Aşadar, din (71) 
2 


obținem eu o bună aproximaţie 








16 1)” | 
Cg (0, T4) SE but — 0 ha Xy |3 (73) 
xt | 2b Ti (2n +1) 
de unde pentru derivati: 
8 TA. Tc m. {= 1j" 
[9834 (2, Talha £& — — yT | th D ac y RM — Sin A, Ta | (74) 
x 2b 2b uci 2n 4-1 


Această funetie se anulează pentru r, = 0 (ca si derivata valorii exacte a tensiunii), 
Maximul tensiunii pe latura r, = + a este deci atins pentru x, — 0: 


16 = e 1)" zi 
fa (0, 0) e — o 7 | (75) 
2 ==] fan TUO 














Pentru a calcula suma seriei din (75), amintim cà 


on {= 1)” 


> 


n-p (2n + 1)! 
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unde G este constanta lui Catalan (vezi de ex. I. Rijik si I. Gradştein [1], formula 
0.234). Prin urmare, (75) devine 











16 2. wa | 
Gy (a, 0) = — bu z | th — — 0,084]. (77) 
xi 2b 
Pe de altă parte, din (72) deducem 
s DW lio Bn 
[03 (ti Blu = —ur X (78) 
x p2n +1 ch À, a 
așadar o expresie ne-negativă, care se anulează numai pentru x, = 0. Întrucit avem 
a 1 
Y (an + 1)7* 2 — r", (79) 
ned 8 
(vezi loc. cit.), deducem penlru maximul corespunzător 
8 m I 1 
Gay (0, b) = — 2bpt ii — — ———— . (80) 
nagp (4n J4-1P ha 
Or, intrucit avem 
TEA 3 5 
ch ha = ch —, chha echon S 55, ch Aa 2 ch — t = 1286, 
2b 2 2 
rezultă că 
8 1 8 1 
Tai, b) e — aur l — ————— c m (B1) 
z* ch(za|2b) 9r? ch(3raj2b) 


Se constată uşor — cu gradul de aproximaţie acceptat in acest calcul — că avem 
Sa (0, b) > Op (a, 0). Pentru aceasta, trebuie să arătăm că 


1 1 1 Ta 
8 ch (ma/2b) 9 ch (3ra/2b) 2b 


(Întrucit 1 > th (ma/2b) > 0,917 si n*|8 = 1,2337, ambele cantități sint pozitive.) Obtinem 
de aci 


ra I I : 
th —— + =< + = & 1,3177, 
2b — ch(xaj2b) 9 ch (31a/25) 


ceea ce conduce la condiția exp(za/2b) > 4,825, sau incă ma/2b — 1,57, așadar a > b, ceta ce 
este asigurat prin ipoteză. 

Tensiunea tangenţială maximă este deci atinsă In punctele (0, + b), adică la mijlocul 
laturilor mari ale dreptunghiului. (Vezi şi mai sus, pag. 241.) Valoarea tensiunii tangentiale 
maxime este deci dată de (81)— unde se poate renunța de altfel la al treilea termen, 
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Pentru rigiditatea geometrică la torsiune obținem din (14.23) gi (69) 


i} as 
C=? Ws ta d -— 18 a |1 M daz (82) 
3 za 47, (2n + 1) 
g 
unde am ţinut seama (vezi loc. cit.) cá 
Y (2n + 1)-* — 24/96. (83) 


f 
Pentru a determina componenta t, a deplasării, este necesară cu- 
noasterea funcţiei r(z,, 4). Introducind (69) în relaţiile (14.8), deducem 
mai inti 





———! P 


n? n-0 (2n -+ 1) 





pus. dd (=p fı eh z) sin Atta + d, (84) 
eh ha 
16b $2 — 1) 3 X 
ra= i —— ( 1) Sh Ac, COS A du — Fj (85) 
n? p-p (an + 1) chha 
Integrind relația (63) in raport cu x, pentru — b < x,« b, obţinem 
ac er A i} Mw 
— 2r, = — aeg AE Ti ex TES. (86) 
n? aco (2n +1) 2b 





(Constanta de integrare este nulă). Utilizind (86) in (84), avem deci 
.. 16b & (—1) hna 


E: Sin MEg — £as 81 
f T? «20 (20 -] 1) ch àa . i en 
$1 relaţiile (85) şi (87) sau imediat 
2 uu Mrz H 4 
(ti La) = — Bta + rA a BLUCIES Bm SIN Apto. (88) 


m3 yai (2n -f 1 ch Ad 


Datorită prezenţei factorilor ch A a, seriile ce intervin 1n calcule sint atit de 
rapid convergente, incit putem reține numai primul lor termen. 

Suma din (82) a fost calculată de Saint-Venant pentru diverse valori ale raportului 
bla. Pentru bla < 1/3, ea nu mai depinde practic vorbind de acest raport, si C are 
valoarea 


16 
C = — ab? [1 — 0,63 (bja)]. (89) 
3 
Pentru b < a, chiar și primii termeni din aceste serii sint neglijabili, si obținem 


16 
3 
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Celálalt caz-limllà (b = a) este cel al pătratului, Din (82) urmează 


A=] 


16 | 1 an 
C = — at 11— 1922-5] th — xz + V. Qn 1)-5 ` 
3 2 


Tinind seama aci de valorile 


th mja = 0,9172, p? (2n + 1-5 = 0,0046, (31) 
m=] 
obținem 
C == 2,249 a* — 0,1405 D? = 0,0234 (D4J I,). (92) 


fJ) Semicoroaná circulară. Concentrarea tensiunilor 


Problema poale fi studiată in mod analog, prin metoda separării variabilelor — dar 
de data aceasta în coordonate polare. În loc de (66) se obţine o ecuaţie de tip Euler, astfel 
că locul liniilor hiperbolice este luat de termeni polinomiali în raport cu raza polară. (Vezi 
de ex. V. Novojilov [3], $ 6.15.) _ 

Vom utiliza aci variabilele complexe à, à. Modul de rezolvare ales trebuie să slujească 
şi mai departe, în problema incovoierii barei de profil în semicoroană (vezi $20, exemplul g). 


Fie dată o bară de secţiune Z în formă de jumătate de coroană 
circulară, de raze R, şi E,. Vom folosi mărimile nul-dimensionale 


R* = RIR, k=1—s=RIR<I, (93) 
(e fiind numită grosimea redusă) si funcțiile nul-dimensionale 


^ (R*, x) — f(R, x) Ro, r' QU, x) —r(R, x) Ra. (94) 
Relaţiile (14.21) vor fi transcrise sub forma 


1 
fu = — 3 d -— 0, (95) 
2 le 

şi vom căuta soluția f ca sumă a unei soluţii par- 
ticulare f, a acestei ecuaţii, cu soluţia generală f, 
a ecuaţiei omogene corespunzătoare. (Întrucît do- 
meniul este simplu conex, notafiile fọ, f, nu pre- 
tează la confuzie.) 

Întrucît f, este evident armonică şi uniformă, 





este firesc să o căutăm sub forma Fig. 5.15.4 
f,— Re y; ba = Y, R'(b, cos ny — b; sinny), (96) 
H= —u H -a 


unde am notat b, = b, + ibi. 
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Întrucît Z este simetric faţă de Ôx, ca si ecuaţia si condiţia la limită 
(95), putem alege f,(— x) = fo(x). Aceasta conduce la a lua b; =0; 
coeficienții b, sînt deci reali, si (96) se reduce la 


f,-— VW, bR cosny. (97) 


Condiţia la limită (95) pe porțiunile rectilini: ale lui Z poate fi ugor 
satistăcută pentru f,: intrueit pentru xz, — 0 avem x = + 1/2, urmează că 


= COB [s nz) - le pentru n = 2h + 1, 


COS ux 
(—1)' pentru n = 2h, 


la, =0 


(98) 


şi deci, dacă luăm b,, = 0, f, se scrie sub forma 


=% h= —aa 


us 1 is] 
fo V banya R71 cos (2h + 1) x = * Y bai (921 p gn, (99) 


ceea ce asigură armonicitatea lui f, și verificarea condiţiei 


f, [i.i 9 0. (100) 

Prin urmare, soluţia particulară f, trebuie să se anuleze şi ea pentru 

æ, = 0. Este evident că funcţia — EET = — 2, E? este o soluție particu- 
à 2 2 


lară a ecuaţiei (95), care nu se anulează însă pentru v, — 0. Pentru a obţine 
soluţia căutată, trebuie să adăugăm acestei funcții, o funcție armonică și 


astfel aleasă încit suma ei cu funcția — = R? să se anuleze pentru x = 


= + x/2. Aceasta sugerează să alegem 
1 Loe č $y o 
f = — DB + eos 20) = — (+3) (101) 


În felul acesta, sîntem conduşi la a căuta f sub forma 


= R| R cose + Yo BaB eos (2h + Da] = 
fia — t 
1 - 1 2 22 c Zh-1,; 32h41 
MC X er d Ptr d H Bant oL (102) 
h= — a 
unde am notat Basa = — 2b,,, si am strins la un loc termenii armonici 


de forma E" cos my. 
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Pentru a determina coeficienții B,,,,, rámine să ţinem seama de con- 
diția (95) pe cele două semicereuri-frontierá. Pentru R =Rp E = Hi, 
avem deci 


RU + cos 27) + Y, Basil cos(2h + 17 =0, (103) 


he- 


relație valabilă in intervalul — z/2 < xy « 7/2. 

Pentru a obţine de aici prin identificare valorile coeficienţilor B,,.,, 
este suficient să dezvoltăm funcţia 1 + eos 2X. in serie Fourier după multi- 
plii impari ai lui y. Întrucît funcțiile 1 şi cos 2y sint funcții coordonate ale 
sistemului trigonometric, o astfel de dezvoltare este desigur imposibilă 
în intervalul [— x, x]. Putem în schimb să considerăm funcţiile 


[ —1 pentru — Xy — rj, xj2 «X < 
h(x) —1 E EX sd ic (104) 
1 pentru — x/2 < xy < 7/2, 
| | — 060824 pentru — zr & y < n[2, n|2 — y & mx 
g(x) = (105) 
eos 3X pentru — n|? «€ y < m2. 


Aceste funcții pot fi dezvoltate în serii Fourier în intervalul [ —z, x], 
iar suma celor două serii coincide în intervalul [ — z/2, z/2] cu funcția 
1 + cos 2y. 


Pentru funcţia h(y) avem evident din (62), (63) dezvoltarea 
= (1) 


4 a am 
hix) = — V, >- cos (2 h 4- 1) y. 106 
di. ages 23 2h 3-1 (2h d 1)7 (106) 


Pentru coeficienții Fourier e, ai funcției g(y) obţinem mai intii 


niž TE 
TO = 2| cos 2% cos my dy — 2f cos 2y cos my dy. (107) 
0 


m2 


Tinind seama cá 20082y eos my = eos (m + 2)y + eos (m — 2) x, 
obținem din (107) pentru m Æ 43-2: 


rg, =2 mn + mcm (108) 


m --2 m —2 





X =z 


iar pentru m = 4-2: 


Ja = Ô. (109) 
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Întrucît funcţia g(x) este pară, dezvoltarea în serie corespunzătoare 
nu conţine termeni în sinus; din (108) urmează că coeficienţii termenilor 
de indici pari sînt nuli. În definitiv avem deci 


" m 1 1 
m XUL. EE. mo E E a E VELO 
g (x) TA ) bas x TOME ^ 


Cu aceasta deducem cá in intervalul | — z/2, x/2] avem dezvoltarea 


1 + cos 2y = Y, la+: cos (2 h + 1) y, (111) 
hu 
unde coeficienții la+: se obțin din (106) si (110) : 
16 1 
M (e TAE VS OPRI 
wa z 0 P Qh—1)(h DES) Pd. Vie 
Vom nota uneori aceşti coeficienţi si cu 
I encst; 
l, = — 16 (1) — —n m —2h--1z0, (113) 
T m (m? — 4) 
şi vom remarca că, 
= m0. (114) 


Introdueind acum (111) in (103), obţinem prin identificare sistemul 
de ecuaţii (valabil pentru m = 2h + 1 — 0): 


EB, + Rp Ba Hy. Bi Bd Bi Ba — Bii, (15) 
a cărui soluție (pentru orice m impar, negativ sau pozitiv) este 
Rar? T" Rp 
RRF 
Fácind uz de parametrul nul-dimensional k din (93), această soluție 
poate fi pusă si sub formele echivalente 
Ik Rr" Rante oi dif 


1— k*" 1 — k" 


poa L. (116) 


Dk: 
B, = — 


dintre care prima este convenabilă pentru m > 0 (intrucit isi păstrează 
sensul pentru R, k — 0), iar a doua, pentru m < 0 (din acelaşi motiv). 
Cu aceasta, funcția lui Prandtl este complet determinată : 


f(B,y) = — R*(1--eo8 23) -— Y luu X 
2 9 
] - 9:3 iens i — E» NORAN | | | 
xÍ LIE Bami Rp Iara BP R eos (2-41) (118) 


8 13 PROBLEMA TORSIUNII. EXEMPLE 257 


Sub formă complexă — utilă mai departe pentru determinarea tensiunii tangentiale 
complexe si a funcției r(z,, Xa), deci a deplasării u, — ea se scrie 


_ ac __ pRh-3 
EN E ag E E GL Ww i: PARRA 
(i p= — 9 gi t 4 (A+ 6d Wa bs er) | — pâna Ry A 
- PE rac E SE II zi 
se g” ri + ja dee. X RP Epl -4 rs (118) 
| — kf? 


În fine, folosind și (111), deducem (vezi (94)) expresia : 


ajg 
fat y) - V fu (RÀ) cos (2. 4-1) x, 
Hc 
(120) 


1 1 — părti | RR su 
farul R”) SEI a — |" "i IG LORE: Rezi +1 ca aaa ptei, 


utili pentru determinarea rigidității geometrice la torsiune. 


Introducind expresia (119) in formula (14.4), obtinem uşor 


5 _ ja 
Tih} — —2ip fg iesti Té y, Gh or fh uux 
hal 3 





q — pants S u Í-— pii a TRE 
x | RIO 5 ERA: ni F3 À zh jJ. (121) 
1— kr 1g? 


unde desigur putem pune în evidenţă, ca şi in (120), parametrii nul-dimensionali R* si k. 
Separind partea reală si cea imaginară, obținem componentele oa, $i Gaa 
Să considerăm in fiecare punct axele locale orientate după raza polară si tangenta la 


atm, m 
cercul R = const. si să notüm cu Rz, respectiv yz componentele tensiunii tangentiale în 


raport cu aceste axe (vezi si $ 4.1, pag. 121). Din (11.15) obţinem 


Lamm 


Rz + iyz = [exp (— 0)]T(. 3). (122) 
Pentru determinarea componentei U este necesară cunoașterea funcliei r(z,, Xa). Or, intrucit 


Ë ss 
din (14.6) avem f = t — — $3, conchidem câ membrul al doilea din (119), cu exceptia primului 
2 


sáu termen, este pur si simplu t — Im o». Pentru partea reală a lui (3) deducem prin 
urmare 


- 1 - 1 
(== zip zi Da lux 


jp2-—1 


m 


Iz 5-3 IE 1 
i | Rg 7*1 (ger — aA) 4 — 


€—— M L5 pS ah 0 .—2h-1 123 
1 — ph o pipa G à ) (023 
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sau incă 
1 1 œ 1 — 5+3 
r(R,y)—- — R'sin243 —-— V 1 ——— RAH RE — 
" : Y sa | ea 
beg (124) 
= LL R+ p- La 
EC s imens nz 


Pentru a obline functia de torsiune nul-dimensională din (94), vom remarca mai întîi 
că din (111) urmează prin derivare 


1 [i =] 
sin 2y = "3 Y (2h + 1) L,,, sin (2h + 1) x. (125) 
" hm 


Introducind această dezvoltare În serie în (124), deducem 


[= =] 
r* (RÀ, 3) = V r$, (8%) sin (2A 4-1), 


heu 
1 2h--1., ] — k+ 
re: R= | AS JU o oo R*?^41 
2241 (E) gj PH | 3 C— ips + (126) 
— pl | 
ES. k k?3 Rr], 
(1o k+ 


Pentru determinarea lui C este comodă utilizarea formulei (120)  Fácind uz şi de (14.23), 
oblinem 
o el " ü | p5h3 ii 
Cg f(z,, Xa) dD —2 l Rg R * — — - R$ — 





1 = k^^-1 n/a 
2 3 pe-a dR* | cos (2h + 1) y dy 
j — ppt + 2 | mm 
“x 
de unde, după calcule elementare, 
Cm Dg T^ — 1y! (1 + &*945) — (2 h + 39 k* (1-- &5-?) -- 16 (2 + 1) k^ 


. (127) 
T ^ k-0 (2h — 1) (2h + 1} (2h + 3)? (1 — kt* +3) 


Ca și în problema lunulei circulare, prezintă interes examinarea cazurilor limită k — 0 
(semicere cu o mică slăbire semicirculară pe frontieră, In origine) și cazul k -> 1 (semicoroană 
circulară cu pereţi subțiri), 

Soluţia problemei semicercului se obține pornind tot de la forma (96) pentru soluția 
generală a ecuației omogene — luind insă aci n 2 0, și retinind relația (103) numai pentru 
R = Ra, de unde deducem 


-9h T 
Bory = — Ro ci lar B oa-17 0 52 0. (128) 


Or, aceleaşi valori se obtin drept caz limită din (117), dacă facem aci .H,-—- 0, k — 0. 
Ca si în cazul lunulei, acest fapt nu permite totuși să identificăm soluția problemei semi- 
cercului, cu cea a semicercului cu o slăbire pe frontieră — din cauza apariţiei concentrării 
tensiunilor. 
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Pentru rigiditatea geometrică, fácind k — 0 in (127), obținem 
8 az 1 à 
C m" nr Bj ETE —— E E 0,2975 Ro. (129) 
T — W-o(2h-- 1y (2h +38) 


Întrucit pentru semicere avem 
1 | 1 
D= — nR, 1? = (43r) Ry, Jo —mR$, d, (Tit — 9/8r) Ri — 0,5021 RE, 
2 4 


$i aceste valori sint evident valabile si în cazul-limită al semicoroanei pentru k — 0, din 
(129) deducem 


C = 0,1204 D? = 0,0245 (D*/ Jj). (130) 


Valoarea (129) coincide cu cea care se obține tratind direct cazul semicercului, Prin 
urmare, existența unei slăbiri semicirculare de rază R, — 0 in origine nu modifică valorile 
globale C sau T. 


Pentru a studia problema concentrării tensiunilor in vecinătatea originii, să calculám 
T (3. 3 în punctul à = R,exp(iy) şi să facem apoi RB,—-0. Din (121) deducem uşor 


1 1— kl , l 
im T(R, x) = ir lim !|———H|R,— ————— Ri Ri” exp (Ziyi; 
Ryp Rio 2 1 — k? 


de unde (subliniind prin notație faptul că T depinde şi de 3): 
T(0, 0; 3) — (BăâmiurR, [1 + exp (215)]. (131) 
Folosind aceeași formulă pentru cazul semicercului, unde însă termenul ultim din 
paranteză nu apare, obţinem valoarea (independentă de y): 
T(0, 0) = —(8/3m)i v Ry = — 2,8099 (AI RE). (132) 
(Pentru calculul coeficientului, am tăcut uz şi de (129).) 


Deosebirea provine din existenţa termenilor polari corespunzători coeficienţilor 
[(1 — k?^-1)(1 — k?*3)] RÍ^*9, Pentru h> 0, aportul lor e nul; pentru h = 0, termenul 
corespunzător dispare din expresia-limită a funcţiei lui Prandtl — dar nu si din cea a deri- 
vatei acesteia. 


Comparind (131) cu (132), rezultă că în timp ce pentru y = + x[2 (punctele unghiu- 
lare ieşinde ale frontierei) tensiunea tangentialà se anulează, in schimb pentru y = 0 ca este 
cu 100% mai mare decit în cazul semicercului. 


Fenomenul are un vizibil caracter local: pentru RA; = 0 3i |3| > Kp in expresia 
funetiei T(3, 3) rámine acelaşi termen perturbator de mai sus, avind in factor raportul RI [3r 
— care este mic, si descreste rapid. 

În celălalt caz-limită (e — 0), vom calcula aci numai valoarea lui C. În acest scop, 
vom observa cà, notind numărătorul termenului general din (127) cu 

c (k) = (2h — 1) (1 4- +9) — (2h 4- 3)* &1 (1 + th) 4 16 (2h -- 1)k7^*3, (153) 
obținem pe rind 


e, (1) =c (1) = ci (1) = c, (1) = 0, ef" (1) = 16(2h — 1 (2h + 1) (2h -- 3. (134) 
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Dezvoltind expresia (127) in serie după puterile lui e (așadar in vecinătatea lui k = 1) 
si făcind uz de (79), căpătăm 
on r 
C = (8/3 x) Rie? Y (2h + 1)? = 
het 


zc. (135) 


w |= 


g) Tabel comparativ 


Pentru a încheia, prezentăm un tabel de rigiditáti geometrice la 
torsiune. (Vezi şi G. Polya şi G. Szegö[1], Anexe). 


Prima coloană a tabelului evaluiază rigiditatea C in funcție de aria D — aşadar de chel- 
tuiala de material. Se remarcă scăderea catastrofală a lui C în cazul dreptunghiului ingust, 
De asemenea se vede că sectorul circular cu deschidere de 360° (disc circular cu o fisură 
radială pină în centru) rezistă cu mult mai slab solicitării decit discul nefisurat, 

A doua coloană dă valorile coeficientului x din (28), inmulțite cu 452. Faptul cá aceste 
valori sint apropiate de 1 confirmă utilitatea formulei aproximative (23), Faptul că ele sint 
in general subunitare arată că formula (23) dă valori mai mari decit cele reale, Aceasta se 
explică prin prezenţa colturilor (unghiurilor) iesinde, în care tensiunile sint nule (vezi $ 16, 
pag. 266). A folosi formula (23) inseamnă — printre altele — a neglija efectul acestor colțuri, 
ceea ce conduce pentru Mi, (si deci şi pentru C) la valori mai mari decit cele reale, Exemplul 
sectorului de 360^ arată că formula nu poate fi in nici un caz folosită pentru secțiuni cu 
fisuri relativ adinci. 











Secţiune 2rCD* | dzc hD 
| 
Cerc 1,000 | 1,000 
exagon regulat 0,964 0,972 
patrat 0,883 0,025 
triunghi echilateral 0,726 0,877 
iriunghi dreptunghi isosce] 0,656 0,916 
triunghi dreptunghi cu un unghi de 30" | 0,597 0,962 
elipsă de semi-axe | | 
bja = 0,5 | 0,800 | 1,000 
bla — 0,1 0,199 | 1,000 
bja = 0,01 0,020 | 1,000 
dreptunghi de laturi | 
bja — 0,5 0,718 | 0,941 
bla = 0,1 0,196 | 1,038 
bla = 0,01 0,021 | 1,090 
sector circular de deschidere | 
30* 0,621 | 0,978 
180* | 0,758 | 0,970 
360° | 0,559 | 0,559 


Cu privire la această tabelă, a se revedea si formulele (5), (39), (92), (130). 
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816. ANALOGII MECANICE ALE PROBLEMEI TORSIUNII. 
EXEMPLE 


Pentru indicaţii generale asupra analogiilor, vezi cele spuse in $ 4.2, 
pag. 131. Cu referire specială la problema torsiunii, vezi încă N, Arutiu- 
nian şi B. Abramian [1], $8 1.8—1.9; C. Biezeno si R. Grammel [1], 
$ 3.0; Th. Higgins [4]; P. Papkovici [4] $8 13.1 —13.5; I. Sokolni- 
koff /2], $ $ 46; 5. Timoshenko si J. Goodier [1], $8 93, 99 şi 100. 


Pentru analogiile electrice, vezi Th, Higgins [6]. Aci, indicăm numai citeva exemple 
consacrate problemei torsiunii: E. Antonow [1]; M. Arutiunian şi B. Abramian [1], 8 1.10; 
C. Biezeno si B. Grammel [1], $ 3.7; L Blagoevescenski si P. Fileiakov [1]; I. Edamoto- 
[11; H. Nakazawa [1]; H. Nakazawa si T. Yatsuka [1]; L. Naumov si G. Stepanov [1]; 
P, Papkovici [4], $ 13.6; K. Rushton [1]; N. Waner si W. Soroka [i]: J. Weiner [i]. 
Eucrările lui A. Ugodelkov [1], [2] se ocupă de determinarea electro-analogică a functiei ce 
realizează reprezentarea conformă a domeniului (simplu conex sau dublu conex) de studiat, 
cu aplicaţie la problema torsiunii. 

Menţionăm încă metodele optice de studiu al stării de tensiune în torsiune (evident, 
nu mai e vorba de analogii, ci de metode experimentale), expuse de exemplu de M. Frocht 
[1], volumul 2, capitolul 12. (Vezi incă şi cap. 9, consacrat studiului reprezentării conforme.) 
În acest sens, vezi de exemplu M. Nisida si M. Hondo [1]. 


Punctul de plecare al oricărei analogii pentru problema torsiunii 
rezidă în faptul că funcțiile de torsiune depind numai de configuraţia 
secțiunii (vezi $ 13). Vom prezenta întii două analogii hidrodinamice, 
după care ne vom fixa atenţia asupra analogiei membranei elastice, care 
prezintă cea mai mare importanţă, 


a) Analogia lui lord Kelvin si P. Tait ([1], pct. 704—705) 


Sá considerăm un tub cilindric de sectiune Z/, umplut cu un fluid 
ideal. Rotind tubul cu o viteză unghiulară constantă œ în jurul axe 
longitudinale Öv, obţinem o mişcare irotationalá a fluidului, avind func- 
fia de curent t,(z,, 2,) care verifică ecuaţia 


At 0 (1) 

gi condiţia la limită 
ti ag = Lat + 43) «+ const. (2) 
(vezi C. Iacob [5], 88 7.3 si 7.8). Alegind « = — 1, funcția t, coincide cu 


functia de torsiune conjugată pentru bara de secţiune Z (vezi (13.11)). 
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b) Analogia lui J. Boussinesq ([1], S 1.9) 


Seurgerea laminară a unui fluid viscos incompresibil într-un tub 
cilindrie de secțiune (simplu conexă) Z este descrisă de ecuația 


Aus = (1/uo) p.a; (3) 


unde t, este viteza in lungul axei Ox,, ug este coeficientul de viscozitate, 
iar p,, este căderea de presiune (constantă) în lungul tubului. (Vezi 
C. Iacob [5] $ 4.36.) 


Pe peretele tubului este satistăcută condiția de aderentá 
Ws |, = 0. (4) 


Comparind (3), (4) eu (14.21), constatăm că aceste relaţii coincid 
dacă luăm p,, = — 2 up 


c) Analogia membranei elastice (L. Prandtl [1]) 


Sá considerăm o membrană flexibilă (așadar putind prelua sarcini 
de întindere in planul ei, dar nu şi sarcini de compresiune, sau de incovo- 
iere înafara acestui plan) de grosime constantă, ocupind în planul Oz,z, 
un domeniu simplu-conex Z. Să presupunem membrana fixată pe contu- 
rul Z, şi solicitată de o sarcină normală uniform repartizată (constantă) Q. 
Sub acţiunea acestei sarcini, în membrană apar tensiuni de întindere S 
şi deplasări normale w, acestea din urmă evident supuse condiţiei 


Wa — 0. (5) 

Vom presupune că deplasările tangențiale sint neglijabile, şi că ten- 
siunile S sint constante în orice punct si după orice direcţie. O astfel de 
stare este riguros realizată în membranele (filmele) de săpun, şi eu satisfá- 
cătoare precizie și în membranele de 
cauciuc, mult mai usor utilizabile in 
practică. 

Condiţia de echilibru a unui ele- 
ment rectangular de laturi da, dz, se 
serie ţinind seama numai de proiecția 
forţelor pe axa Ox, Notind eu x unghiul 
format de latura ab (sau ed) cu pla- 
nul (O, conchidem că proiecția pe 
Oz, a forței de întindere — S dx, ce 
lucrează pe latura ad este egală cu 
S dz, eos (1/2 — a) = — S dr, w, (for- 
mulă valabilă pentru deplasări suficient 
Fig. 5.16.1 de miei). 
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În mod analog obţinem proiecţiile pe latura be : S dx, w,, + (8 dryw,,), da ; 
pe latura ab: — S dti Ws; 
latura ed : S8 dz, w,, + (Sdz, w,,),, dz,. 

Condiţia de echilibru conduce deci la ecuaţia 

Aw = — QJS. (6) 

Comparind (5), (6) cu (14.21), se vede cá pentru Q = 2 S, soluţia w 
coincide cu funcţia lui Prandtl pentru domeniul Z. 

Asadar, pentru a rezolva problema torsiunii elastice") pentru o bară 
de secțiune simplu-conexá Z, este suficient să fixăm o membrană pe con- 
turul 7, să o supunem unei sarcini normale uniforme Q (de obicei, mărind 


presiunea. de aer într-un dispozitiv închis, cu un cadru pe care poate fi 
fixată membrana), și să măsurăm deplasările w. Rezultă 


f(z,, La) = 2(8/Q) (ans L2). (7) 
Din (14.23) si (7) deducem pentru un domeniu simplu conex, 
C = 4(8/9) V, (8) 


unde V este volumul cuprins între planul Or s, si membrana deformatá. 


Pentru a nu trebui să măsurâm sarcina Q și tensiunea 5 (necunoscută dinainte) 
este sulicient ca în aparat să existe, pe lingă conturul 5A de studiat, și un contur-etalon pentru 
care soluţia exactă este cunoscută (un cerc), Folosind membrane din acelaşi material şi asi- 
gurind aceeaşi presiune Q (prin comunicarea camerelor prin care se transmite presiunea), 
raportul QjS se determină măsurind deplasările w pe membrana-etalon şi comparind cu funt- 
tia f(x, za) cunoscută pentru domeniul-etalon. 

Pentru precizia măsurătorilor, este în general util să modificăm prin omotetie secţiunea 
de studiat. Întrucit functia lui Prandtl are dimensiunea L?, in urma transtormării Ar = X, 
Az, = X, funcția f(x r.) este înlocuită prin A7?f(X,, Xa). În acest caz, (7) se va serie 


f(x, Za) = (25 Q) u( X,, Xah (9) 
iar (8) va deveni 


C = (45/330) V. (10) 


Materialul, dimensiunile domeniului, precum si presiunea trebuie alese în aga fel inclt 
pantele să nu fie prea mari. (În caz contrar, derivatele funcţiei w din (6) trebuie înlocuite 
cu inversele razelor de curbură, si fenomenul nu mai este descris de ecuaţia lui Poisson.) 

Pentru bibliografie, tehnica de lucru, și unele exemple, vezi de exemplu E, Nicolau [1]. 


Analogia membranei isi păstrează valabilitatea în cazul unui dome- 
niu multiplu-conex. În acest caz însă, constantele lui Prandtl trebuie cu- 
noscute dinainte, pentru ca membrana să poată fi fixatá la nivelul zero 


7) Analogia membranei poate [i generalizată si pentru studiul torsiunii barelor anizo- 
trope (W. Olszak [1]) si chiar a barelor în stare clasto-plastică (A. Nadai [1], cap.35). 
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pe conturul exterior, si la nivelele(9/28) f, deasupra planului Od, pe con- 
turele interioare Z,. 

Aceste constante se obţin, în principiu, din (14.14). Pe cale experi- 
mentală, ele pot fi determinate dacă domeniile interioare 2; sint acoperite 
cu discuri de marginea cărora este lipită membrana ; aceste discuri se de- 
plasează numai vertical, si efectul greutăţii lor trebuie anihilat. Pentru 
această tehnică, vezi de exemplu R. Mindlin si M. Salvadori [1]. 


În practică, se dovedeşte mai simplă o cale legată de reprezentarea (14.12) a soluţiei, si 
diferind de aceasta numai prin înlocuirea măsurilor armonice b. (£i r,) din (14.10) prin nişte 
functii C; (Zr x.) care verifica aceleaşi condiţii la limită (14.11), dar sint soluţii ale ecuatiei 
Poisson (6). 

Anume, să căutăm funcţia ml, Xa) sub forma 


Hi 
Dr, Ta) = Y, a; c ny a), (11) 
i=0 


ande a, sint nişte constante necunoscute, si unde 


AÁc;(r Ta) = — 015, C, ti) lg = a... Bd, 193... (12) 
4 fiind o constantă de care vom dispune din considerente experimentale. 

Funcțiile cir, Ta) pot Ii determinate experimental, fixind toate conlurele la nivelul 
zero, cu excepția conturului S., care trebuie fixat la nivelul d, (Așadar, această constantă 
trebuie aleasă in așa fel incit pantele membranei să nu fie prea mari.) Totul revine deci 
Aa efectuarea măsurării cotelor pentru cele (m + 1) membrane auxiliare astfel considerate. 

Introducind acum (11) si (12) in (6), conehidem mai tutii că 


a; — 1. (13) 


Introducind (11) in formula lui Bredt (14.13) scrisă pentru cele m componente interioare 
ale frontierei, si tinind seama de (7), obtinem 


LE 


Y d; Cin 0879 — (QIS) Do I 1, 2,,.. m. (14 
Za 


Za 


Întrucit funcţiile c,(x,, Za) sint deja determinate experimenlal, derivatele lor normale 
$u lungul tuturor componentelor Z7, si deci si integralele din (14), pot fi de asemenea calcu- 
late. Prin urmare, relațiile (13), (14) alcătuiesc un sistem de m 1 ecuaţii liniare algebrice 
pentru cele m + 1 constante ay. 


Din (11) si (12) urmează deci pe frontieră 
"ein, Ya) le = a, d, h-—0,1,2,...,m, (15) 
şi problema este redusă la rezolvarea ecuației (6) cu condițiile la limită (13). De nitfel, noi 
măsurători nu mai sint necesare: soluția este dată efecliv de (11). 


După cum se vede din (15), pe SZ, nu avem acum w = 0. Pentru a obține f , — 0, este 
suficient să scádem din toate constantele a, aceeaşi cantitate dy. 
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Pentru ZZ dublu-conex, sistemul (13), (14) are forma 


Og Lo 4 — 1, £g i Co n ds + ad Cra ds = — (QJS)D,, (16) 
Im dà. 
de unde urmează 

i -— f 

d C4 ds + (QIS)D, d Co 4,05 + (QIS) D, 
le, _ iz, 

dg = E f ———" ta M em f — 
d Craii — | Copy Us A Cia, 48 — ch Cop dE 
|, P, | se, | se, 


i E , " m 
sau incă, scüzind din d, pe ag si notind cu a, constanta oblinută : 


a, - [xem D, + | Co m 5 F j ads | . [i Coup d8 — $ Cn s. (17) 
e, &, |. P, 


Precizia rezultatului depinde in mare măsură de diferenta de là numitorul din (17): 
tu cit această diferență este mai mică, cu atit rezultatul este mai dubios. De aceea este de 
dorit ca una din integrale să fie nulă, sau cel puțin foarte mică — ceea ce se poate uneori 
realiza prin modificarea convenabilă a valorii a (vezi (12)), aşadar ridicind si coborind nivelul 
diseului interior pinà cind constatăm că membrana este aproximativ langentă la dise (şi deci 
derivata normală c, && 0 pe Z) În acest caz, (17) devine 


ai =i- 20:[56 ate] (18) 
ie o 


Pentru alte indicaţii referitoare la cazul domeniilor multiplu conexe, vezi si F. Kla- 
petek [1]; P. Nemenyi [1]. 


Importanța practică a analogiei lui Prandtl este excepţională - 
măsnrători (uşor de efectuat) ale deplasării w permit determinarea efec- 
tivă a funcției í(z,, £a). Mai mult, simplul aspect al frontierei domeniului 
permite acum să tragem unele concluzii asupra solicitării barei torsionate. 

În primul rind, în $ 14 am văzut că vectorul tensiune este definit 
de tangenta la liniile f = const., si de gradientul f,. Dar liniile f = const. 
sint liniile de nivel ale membranei deformate, şi gradientul (panta maximă) 
e dat de densitatea liniilor de nivel în vecinătatea punctului considerat. 
Prin urmare, caracterul repartitiei tensiunilor poate fi imediat sesizat, 

De exemplu, dacă curbele f == const. sint incluse unele în celelalte, 
avem întotdeauna f,, < 0, si vectorul tensiune nu-și poate schimba sensul. 
(Astfel, pentru un moment de torsiune pozitiv, el este întotdeauna dirijat. 
in sens direct.) Dimpotrivă, dacă apar bifurcatii ale liniilor de nivel, vec- 
torul tensiune isi schimbă sensul. (Aceasta se petrece adesea în secţiuni 
multiplu conexe. Vezi de exemplu figura 5.16.12.) 

Pentru secțiuni convexe, densitatea liniilor de nivel este de obicei 
minimă în vecinătatea unui anumit punct interior. În particular, dacă 2 
are două axe de simetrie, panta membranei este nulă la intersecția acestora. 
Întrucit tensiunea maximă apare pe frontieră, putem conchide că de obicei 
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materialul din interiorul lui 2 „nu lucrează”, si deci este avantajos ca 
secțiunile masive să fie înlocuite cu secțiuni eu pereți subţiri. (Vezi si 
$ 6, pag. 190; $ 9, pag. 208) 

Uneori, tensiunile se anulează 8i pe frontierá : de exemplu, densitatea 
liniilor de nivel pentru triunghiul echilateral tinde la zero in vecinătatea 
virfurilor sale. (Compară cu (15.35).) Mai general, orice punct unghiular 
iesind este un punct de tensiune zero — căci vectorul tensiune trebuie sä 
fie dirijat după tangenta la linia de nivel, iar această tangentă nu este 
aci unică, 

Tensiunea maximală apare pe frontieră (vezi $ 14, pag. 238). Este de 
aşteptat ca adesea ea să apară în punctele cele mai apropiate de zona 
centrală a secțiunii — întrucit aci densitatea liniilor de nivel trebuie să 
fie maximă. (Vezi 8 15, pag. 241 şi 251 — cazul dreptunghiului si elipsei). 

Analogia membranei arată de asemenea că pentru dreptunghi este 
imposibil să ne aşteptăm la apariţia altui punct de maxim pentru 
Gaa(4,73), în afară de punctul z, = 0. Ca şi in cazul triunghiului echilateral, 
tensiunile sint nule in virfuri. 

Caracterul general al fenomenului descris in $ 15, pag. 248 și 259 
poate fi acum cu ușurință explicat. Mici modificări ale frontierei nu alte- 
rează sensibil nici rigiditatea geometrică la torsiune (care este proportio- 
nal cu volumul acoperit de membrană), nici tensiunile la o distanță sufi- 
cientă de zona acestei modificări (întrucit liniile de nivel rămîn aci practic 
intacte). În schimb, ele pot da mari concentrări de tensiuni, pentrucă 
liniile de nivel pot fi puternic alterate local. 

Raţionamente de acelaşi tip rămin valabile si pentru secțiuni multi- 
plu-conexe. În particular, se poate urmări efectul deplasării spre 7, a 
vreuneia din componentele interioare ale frontierei (ceea ce duce inevita- 
bil la apariția de concentrări de tensiuni), efectul apariţiei de fisuri ale 
secțiunii ete. 


Exemple 
d) Fisură rectilinie în lungul razei unei secțiuni circulare 


Să considerăm secțiunea din figura 5.16.2. 
Frontiera ei este compusă dintr-un cere de rază a, 
plus segmentul AB de lungime e. Acesta este un 
caz particular al problemei studiate de E. Siriaev 
[1]. Másurátorile necesare pentru analiza ce urmează 
au fost efectuate de E. Nicolau [2]. 

Ín figura 5.16.3 reproducem  liniile de nivel 
pentru diferite adincimi ale fisurii. (Linia punctată 
este „cumpăna apelor” pe suprafața membranei.) 
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Fig. 5.16.3 


Mai departe, in figura 5.16.4 este dată variația rigidităţii geome- 
trice la torsiune (raportată la cea a secţiunii circulare C, = mat/2) ca 
funcţie de adincimea relativă c/a a fisurii. 


— — — — — — — — —— o REL 





(4 LG 198 16 2 de 
Fig. 5.16.4 
În fine, în figura 5.16.5 se dă valoarea pantei « în virful fisurii (ra- 


portată la panta x, pe frontiera discului circular în absența fisurii) ca 
funcție de ecja. 


268 PROBLEMA ANTIPLANA Cap. 5 


£o 





Miesgorarea numărului de linii de nivel pe măsură ce fisura avan- 
sează, arată cá volumul acoperit de membrană (si deci gi C) descrește, 
şi deci + (pentru un M, dat) creşte. Pentru a evalua concentrarea de 
tensiuni efectivă, fenomenele descrise de figurile 5.16.4 si 5.16.5 trebuie 
suprapuse (prin multiplicare). 

O fisură de adincime e — 0,48 a produce concentrări de tensiune 
considerabile, dar nu modifică sensibil rigiditatea C. Totuşi (vezi confi- 
guraţia în potcoavă a liniilor de nivel în fig. 5.16.5, b, şi c), bara începe 
să se comporte ca o bară in U (profil deschis eu pereţi subţiri), cu o cu 
totul altă repartiție a tensiunilor decit in bara de sectiune circulară, 
(Vezi şi mai departe exemplul j si ultima figură 5.16.19.) 

În intervalul ce ]0,48 a; 1,16 af, rigiditatea C descreşte rapid. 
Această descreştere încetează practic vorbind pentru e > 1,35 a: în fapt, 
avem acum de-a face (chiar inainte de despicarea profilului) cu două bare 
de secțiune semicirculară care rezistă separat sarcinii. Valoarea experimen- 
tală finală a lui C este de 34% din cea inițială — şi este ceva mai mică 
decit; valoarea teoretică ce decurge din (15.129). 

În ce priveşte concentrarea de tensiuni în virful figurii, se observă că, 
pentru c— 0, rigiditatea C este aceeaşi ca pentru discul circular ; in schimb, 
«/&g—> 2. (Compară cu $ 15, exemplul d.) Pentru e = 0,6 a, raportul a/a 
îşi atinge maximul (egal cu 6,5), şi tensiunea tangenţială este de cca. 9 
ori mai mare decit in discul tără fisură. Panta începe acum sä scadă, dar 
coeficientul de concentrare a tensiunilor isi menţine un timp valoarea, 
intrucit C continuă să scadă. Pentru e 1,58 a, raportul /x, devine subu- 
nitar; aceasta se datoreste faptului că tensiunile se comportă acum ca 
în vecinătatea unui punct unghiular iesind. 





Desigur, aceasta este numai o descriere analogică a inráutátirli condiţiilor de rezistență 
în bara fisurată. Pentru a înțelege semnificația mecanică a fenomenului, să conșiderăm o 
secțiune longitudinală imaginară ce trece prin axa Or,, şi să separăm -- pentru claritate — 
bordurile sale, aşa cum se vede in figura 5.16.6. Întrucit în bara de secțiune circulară tensiunile 
variază liniar (vezi (15.3)), teorema de reciprocitate (2.4.16) permite să obţinem repartiţia 
de tensiuni din figură. (Tensiunile tangentiale ce apar In secţiunile longitudinale au rolul de 
a deforma secțiunile normale in conformitate cu ipoteza de deplanare a lui Saint-Venant. 
În cazul de față, ele asigură conservarea configurației plane a acestor secțiuni.) 
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Dar dacă secțiunea longitudinală este o secțiune reală, 
cele două borduri ale el aparţin suprafeței laterale libere 
ale barei, şi tensiunile tangentiale corespunzătoare dispar. 
O parte din materialul barei încetează să lucreze, şi con- 
dițiile de rezistență ale barel in ansamblu se inrăutățesc, 
Dispariția tensiunilor tangențiale longitudinale duce acum 
la deplanarea secțiunii circulare fisurate, Este vizibil că avem 
t4, <0 în acele puncte, inspre care se rotesc secțiunile 
normale. (Vezi şi mai departe pag. 276.) 


_ Cazul unei secțiuni circulare cu două fisuri 
radiale egale şi opuse (pentru soluția teoretică, 
vezi E. Siriaev [2]) a fost studiat cu ajutorul 
unei analogii electrice de către K. Rushton [1]. 


e) Secţiune dreptunghiulară îngustă 


Acesta este un caz particular al problemei 
din $ 15, exemplul e. Îl vom examina aci pentru 
a pune în evidență posibilitățile de calcul sugerate de 
analogia membranei, și à compara cu soluția exactă. h a 

Întrucit b < a, sub acțiunea sarcinii normale Q membrana | 


va lua o formă aproape cilindrică — exceptind vecinătatea laturilor 
mici ale dreptunghiului. 








iS 
D 
În primă aproximație, avem deci (p. 5€ w 4, 2E 0, astfel că I, 
ecuația (6) se reduce la f 
Wy = — 05; (19) 
de unde urmează . s 
Fig. 5.16.7 
w = (QI2S) x; + yx, 1- 8. (20) x 
Condiţia la limită (5), din care nu mai putem retine decit 
e|. "LIU (21) 
permit sà deducem din (20): 
w= ~ (Q/2S) (ză — b). (23) 


Prin urmare, membrana ia forma unui cilindru parabolic de curbă directoare (22) 
avind drept linii de nivel, liniile z, = const. Din (7) şi (22) avem acum soluția aproxi- 


mativàá 
fin, z) == bt — s. (23) 
Fácind uz şi de (14.26), tensiunea tangenlialá se obţine sub forma 


T() = —yucf,, = IUT z, — cu. (24) 
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După cum se vede, sintem conduși la a neglija componenta Oyy — ceca ce este îngăduit 
la distanţă suficientă de laturile mici ale dreptunghiului. 


Volumul V acoperit de membrană este produsul arici A a segmentului de parabolă 
definit de (22), cu lungimea 2a. Avem 


1 4b x 2 
A=- RISA Gi - dr, = — (Q8) », 
jM F 


de unde, folosind şi (8): 





V = 3 (Q/S) ab, C = — ab, (29) 


asttel că (13,15) devine 


p 


6 
Ma = E^ al ode ab. (26) 


Formulele (24) si (25) coincid cu formulele limită (15.90). Să remarcăm că dacă am calcula 
momentul „Al, tinind seama de (24), am obţine numai jumătate din valoarea corectă din (26) : 


8 
Al, A Z4 84; dD = ES ur ab*. (27) 
E 


Explicaţia acestei nepotriviri este simplă : volumul V este bine aproximat (cu un uşor 
exces) de prima expresia (25), în care se neglijează comportarea reală a membranei într-o por- 
fiune ce contribuie numai cu puțin la valoarea totală a volumului real: în schimb, neglijind 
componenta g,, în (27), neglijăm termeni de forma x, Gp in care tensiunile încetează de n fi 
neglijabile tocmai In vecinătatea laturilor mici ale dreptunghiului, așadar acolo unde variabila 
zı fa valori mari. 


Acest exemplu ne arată că analogia lui Prandt] (ca orice analogie de altiel) trebuie 
folosită cu atenție. Ea va da Intotdeauna o bună aproximare a gradului de torsiune (mărime 
cu caracter integral) şi o aproximaţie mai puţin satisfăcătoare pentru componentele tensiunii 
(mărimi legate de derivatele funcţiei f(z,. a). 


f) Bare cu pereţi subțiri 


Soluţia problemei anterioare poate fi extinsă, ca primă aproximaţie, 
si la cazul altor secțiuni de formă alungită, 


Astfel, pentru secțiunea din figura 5.16.8, vom alege drept linie a, linia mediană 
(convenabil definită) a secţiunii, Soluţia (23) rămine desigur — din aceleaşi considerente meca- 
nice — aproximativ valabilă, distanţa b fiind acum o funcţie b(r,). Întrucit coordonatele sint 
curbilinii, ecuația (14.21) nu mai este riguros verilicată — dar analogia membranei arată că 
această abatere nu are importanță esențială. Condiţia la limită din (14.21) este verificatà, cu 
excepția capetelor secțiunii, 


$ 16 ANALOGII MECANICE ALE TORSIUNII 271 


Pentru rigiditatea geometrică la torsiune obținem din (14.23) 


Pi 5 nl 
C = 2 f(z,, Ta) dD ez 2 | b* (xi) anf dr; — 
D " "UN 
ri +b n) 
>= dr; | ri dn. | 
y =b ir; I? 
de unde urmează 
g "1 z 
Cg | EASD dej. (23 Fig. 5.16.8 
3 J 
Pentru b(t) = const. z, = — a, zj =a, aceasta coincide cu (25). 


Pentru o justificare riguroasă a formulei (28), vezi A. Martin [1]. 


Ca exemplu, să considerăm cazul unei lunule subțiri a cărei frontieră se obține prin inter- 
seclarea a două cercuri definite prin razele lor și prin distanţa centrelor (lig. 5.16.9), Trasind 
cercul median — convenabil definit — al lunulei, determi- 
näm centrul, raza sa rg, şi unghiul de deschidere 2y* al 
lunulei. Vom nota cu a semi-lungimea medie desfăşurată, 
și cu b, semi-grosimea maximă. Cunoseind razele şi dis- 
tanta centrelor, mărimile y’, a, b, pot fi determinate 
exact — și reciproc. În practică, mărimile a, b, se măsoară 
direct, iar y' se calculează uşor. 

Funcția b(y) poate fi şi ea determinată exact, după 
calcule elementare, dar laborioase. O expresie aproximativă 
a ei se obține, tinind seama că b/b, este o funclie pară in 


Fig. 5.16.9 x. nulă pente X = y", şi egală cu 1 pentru y = 0. Prin ur- 
mare, avem 





a= DOOS [E — GU. (29) 


Introducind (29) in (28), unde r, = roy, obținem 
EU a | 
C = si b [1 — QUX p ry dy = 
—* 
= — bb a. (30) 


În cazul particular (cercetat insă cu mijloace 
exacte) din $15,d, am obţinut pentru C expresia 
Fig. 5.16.10 (15.59) (notatiile diferă I). Comparind figurile 5.15.2 
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şi 5.16.10, obţinem pentru semi-lungimea medie a (în notatiile din $15) valoarea 2ay', iar 


1 1 
pentru semi-grosimea maximă, valoarea bhy = — (2a — c) = a(1 — cos z') 2: — ay, astfel 
2 2 


că formula (30) coincide cu (15.59). 
Exemplul confirmă desigur utilitatea formulei aproximative (25). 


g) Sectiuni compuse 


Analogia membranei permite înțelegerea calitativă a comportării 
barelor a căror secțiune este alcătuită prin juxtapunere de domenii. Stu- 
diului exact al problemei ii este consacrată o vastă literatură. (Pentru 
detalii, vezi mai departe $ 18, pag. 301.) 


Să considerăm ca exemplu o secțiune In I, compusă din 
dreptunghiuri înguste. Vom folosi notatiile 2 pentru componentele 
dreptunghiulare ale secţiunii. Conform formulei (8), avem in primă 
aproximaţie G = C, + Cin + Cum sau încă, ținind seama de (25) : 





i.t. 
Fig. 5.16.11 Ca Şah, (31) 
i=1 


unde 25 sint in ălțimile dreptunghiurilor. Se vede limpede că, Ja oarecare distanță de frontie- 
rele comune ale domeniilor £7,,;. tensiunile ràmin aproximativ aceleaşi In £7 ca în fiecare din 
subdomeniile 2 u ÎN parte (pentru acelaşi 7). Modificări se constată numai in punctele de ,,li- 
pire" a dom eniilor, şi au caracterul unor concentrări locale de tensiuni, 

Din (31) rezultă că profilele deschise cu pereţi subţiri (așadar cu secţiuni simplu 
conexe şi cu pereţi subțiri, putind fi intotdeauna aproximate prin juxtapunere de 
dreptungh iuri) rezistă slab la torsiune, În fapt, tocmai pentru astfel de profile capătă 


deosebită imp ortantà fenomenul de torsiune împiedicată : tensiunile normale ce apar atunci 
constituie o importantă sursă suplimentară de rezistență a barci. 


h) Coroană circulară excentrică 


Soluția exactă a problemei este dată în $ 18, 
exemplul e. Dacă se determină liniile de nivel corespun- 
zătoare, se vede cá pe măsură ce componenta interioară a 
frontierei se deplasează spre cea exterioară, apar concentrări 
de tensiuni si numărul de linii de nivel scade. 

Un caz posibil, prezentat pe figura 5.16.12, arată 
prezenta une] linii de nivel bifurcale. Vectorul tensiune 
are sensul indicat de săgeți. În punctele A şi B, tensiunea 
schimbă, de sens pe S, trecînd prin zero, 
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i) Secţiuni multiplu conexe cu pereți subțiri 


Determinarea constantelor lui Prandtl poate îi usor realizată in 
cazul barelor cu pereţi subțiri. 

Să considerăm (pentru simplitate) o bară de secţiune dublu conexă. 
Să notăm eu 2A distanța (variabilă) între curbele Z, şi 7, măsurată de 
exemplu după normala interioară la 2. În 
acest caz relaţia (14.18) se serie 


C=2 D +32 jJ fla wa) AD. (32) 
s 


Întrucit grosimea 2A este mică, a- 
nalogia membranei ne permite să presu- 
punem că funcţia lui Prandtl variază liniar 
după direcția normalei interne la £^. (O Fig. 5.16.13 
lege parabolieà nu modifică cu mult re- 
zultatul) Dacă notăm cu Z' locul geometrice (convenabil definit) al! 
punctelor egal depărtate de £^ şi Z^, avem 


1 
fæ = fa Ej 





1 
g! = fh, (33) 
unde n este normala externă la Z'. Făcind uz de formula lui Bredt (14.13); 
pe -£ , obţinem 





4 h-t ds —4D', (34) 
ge 


unde D' — D, + E D este aria mărginită de z'.Din (34) căpătăm astfel pe f}. 


Mai departe, tinind seama de (33) in (32), obtinem 


c = 21,0 + fu ld aD = 2 f, D', (35) 
E. 
astiel că (13.15) dă pentru momentul de torsiune expresia 
May — 2g c f4D'. (36): 
Utilizind si (34), căpătăm astfel 
T= (M $ h^! ds): 8k. (D')*. (31) 


Într-un astfel de caleul nu poate fi vorba de determinarea tensiunilor 
tangentiale, ci numai a unor valori medii ale lor, ceea ce se obţine uşor 
din (14.26), (33) și (36): 


T(s) = — ptf urif, 2h) = M JAN D'. (38) 
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Pentru secțiuni de un ordin de conexiune mai inalt, rationamentul rimine în principiu 
același. Exemple de aces! fel sint date de pildă de Chi-Teh Wang [1], $5.6; A. Fâppl si L. 
Fóppl [1]. $$ 70—72; P. Papkoviei [4], § 7.11; S. Timoshenko si J. Goodier [1]. $$ 101, 102, 
Indicaţii bibliografice asupra puțin numeroaselor soluţii exacte sint date de 1. SokolnikoIt [2], 
$47. 


j) Secţiuni simplu conexe si multiplu conexe 


Analogia membranei permite să înțelegem comportarea complet 
diferită a barelor de secţiune simplu conexă, respectiv multiplu conexă, 
supuse la torsiune liberă. Pentru a simplifica rationamentele, vom consi- 





Fig. 5.16.16 Fig. 5.16.17 


dera o coroană circulară (de raze E, < E,) cu o fisură radială completă 
şi aceeaşi coroană circulară, fără fisură. Prima este un domeniu simplu 
conex Z’, iar a doua un domeniu dublu conex "(vezi îig.5.16.14—5.16.17). 
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În cazul ("), avem fle = 0. În cazul ("), avem f1z, = 0, flg, = f,7 0. 
Vectorul tensiune fiind dirijat după tangenta la liniile f = const., 
urmează că tensiunile pe frontieră sint dirijate după cum arată săgețile 
din figură, așadar în mod esenţial diferit în cele donă cazuri. 


In figura 5.16.17 (care e similară cu 5.16.6), tensiunile tangentiale pe secțiunile longitu- 
dinale imaginare menţin secțiunile normale în forma lor plană inițială. În schimb din figura 
5.16.16 este vizibil că trebuie să se manifeste deplanarea sectiunilor; deplasarea longitudinală 
u, va li negalivă pe bordul superior al fisurii (In lungul semiaxei negative Or, din lig. 5.16.14), 
si pezilivă pe bordul ci inferior. 


Argumentele referitoare la înrăutățirea condițiilor de rezistență (pag. 269) îşi păstrează! 
valabilitatea. Pe lingă aceasta, din considerente evidente de continuitate, este limpede că 
tensiunile vor fi nule undeva in lungul unei linii din interiorul lui 2 '— şi deci materialul cores-- 
punzător nu va „lucra”. (Vezi şi $6, pag. 190.) 


Să calculăm acum rigiditatea C cu ajutorul formulei (14.18) — unde In primul caz avem 
m == 0, jar în al doilea. m = 1. Integrala este proporțională cu volumul acoperii de membrană ; 
aceasta din urmă satisface în primul caz condiția wlg = 0, iar in al doilea, condițiile wa „=0, 
Wee = Wi > 0. 


În cazul ('), acest volum este aproximativ egal cu cel acoperit de o membrană dublu 
conexă, ce satisface însă condițiile wg, = wlg, = 0. ÎL vom determina, integrind ecuația 
Af = — 2, și presupunind că forma membranei nu depinde de unghiul polar y. În coordonate 
polare (vezi (A.4.11) pentru d/dy = 0), deducem 


1 
fut) = — — E -+ pin (BIR) + 8, (38). 


2 
unde termenul logaritmic este scris sub o formă care nu depinde de alegerea unității de măsură. 
(Spre deosebire de cele spuse în observaţia din $15, pag. 239, o astfel de soluţie este acum: 
justificată, întrucit facem uz de ea pentru domeniul £Z'*, care este în fapt simplu conex.) 
Impunind 1n general condițiile f (Rì) = 0, f(R,) = fı» deducem din (38) : 
i | 1 
Y= [fı = (Ri - RD): 210 (R/R)  8— RS. (40) 
Întrucit în cazul (") avem f, = 0, soluţia (30) se serie 
tr) 1 3 ü : 
f" = z Fo — R*) —[(Rg — R2 In (R,/R,)] In (R/R). (41) 
| l 2 a 
In cazul (*) putem face uz de formula (34), care ne dă fi = — (Rý — RJ) (ceca ce 
Fă 
coincide de altfel cu valoarea exactă, după cum urmează din (15.2)); astfel obţinem 


ín = > (R$ — R°, (42) 


așadar chiar funcţia lui Prandtl (soluția exactă) pentru £Z" (vezi (15.2). 
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Trecind la calcului deplasărilor, constatăm evident că r"! = 0. Pentru cazul (^, 


avem 
mai intii din (14.6) 


1 1. 
t(r, m) —1]-—R*--vyIn(RIB 4- — Rz, 
2 2 
$i deci 
| | aa 
MĂ) = r(r, Za) + iyin (RR + — iR} 
2 


Ceea ce conduce la expresiile 


Eo x i a 
AO) iy ing R iR, gU (m, m) — yX. = 83 yaln (RIN). (43) 
Ei 
OBSERVAŢIE. Aceleaşi relaţii aproximative pot fi utilizate cu succes chiar şi pentru 
semicoroana circulară cu pereți subțiri, Astfel, luind R; = 1, Ry = 0,9, din (15.123) oblinem 
r (1, d 7/2) = F 14i (unde am reținut 4 termeni ai seriei) Or, soluția aproximativă (43) 
dà exact acelaşi rezultat. (Subliniem că nu este vorba de o comparare numai a parametrilor glo- 


bali |) În particular, este vizibil că pentru 4, > 0 şi Aa > 0, cápátàm m, < 0 — după cum era 
«de așteptat, 


Considerind mărimile nul-dimensionale R*, k, e din (15.93) si funcţia lui Prandtl nul- 
dimensională (15.94), care se scrie acum 


f*(n*) — f( Ry Rs. (44) 
obţinem din (11), (12) 
* 1 ; " 1 ! " 
fom A — R* — UL — &$21nk]ln R*, fy = 3 (1 — RE), (45) 
Să caleulăm pentru ambele variante integrala 

a 1 
ai ) flan 23) dD = end (Re) n* dn*. (16) 

k 

5 


În cazul coroanei circulare deducem imediat 


1 
H" = Ri — KM = Rice (47) 
4 


TE) 
aem 
E 
| 
e 
4. 
ga | me 
ge 
rai 


Ţinind seama cà in general 


[ 1 1 
| x" in zdr = zt OD DNE , (48) 
n--1 (n--1y 





obţinem 


= 1 1 1 1 
| R* in R*àR* = — —[1 + P (2ln k — 1) — — af: — —£ - ze): (49) 
k 4 2 
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Intrucit din (43) urmează 


- x 1 ` 
y= — K — Pln k] = Ri : — e+ "I (30) 
b 
deducem 
» a fl t sl 1 
H'—H" 4 nv Ren RAR = Hei rJ (51) 
i: 3 | P. 
În definiliv, avem deci 
5 
C*=2H'= —rRi ei ze) 
3 2 
(32) 


a à | 
C" = 2 H -5 2f,D, E 27 Ri e t = — Ek EE e # 
i 


unde C" coincide cu valoarea exactă ce rezultă din (15.4). 

Aşadar, mărimea C” are în factor pe z^; mărimea H”, pe c*; iar C^, pe e. Prin urmare, 
profilul inchis 2” rezistă cu mult mal bine nu numai din cauză că volumul H” e mult mai 
mare decit volumul H’, ci mai ales datorită prezenței termenului f, D,. (Desigur, şi acest din urmă 
termen Linde la zero odată cu z.) 


Lucrurile se petrec deci ca si cum orificiul Z7; participă (si joacă 
chiar rolul esenţial) în rezistenţa la solicitare. Acelaşi orificiu, deschis spre 
exterior, încetează de a participa la rezistenţă, şi provoacă o redistribuire 
nefavorabilă de tensiuni în material, care face ca valoarea f, să cadă la 
zero, iar valoarea volumului H”, la H'. | 


Fig. 2.16.18 












"ug 27 






Secţionind volumele acoperite de membrană printr-un plan perpendicular pe Or,z,, 
obţinem situația din figura 5.16.18 (unde sec(iunea volumului fD, + H^ este haguratà simplu, 
iar cea a volumului H' este hasuratá dublu), Întrucit materialul utilizat este proporţional cu 
(R — RÌ) = 2n Re, iar C" este proporțional cu 2xRă e, rezultă limpede marea economie de 
material realizată prin utilizarea de profile inchise cu pereţi subţiri. (Vezi si $6, pag. 190.) 
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Aceste raționamente clarifică semnificația mecanică a formulei 
(14.18) : integrala jfi (z,, Xa) dD măsoară participarea la rezistenţă a mate- 


g m 
rialului folosit, în timp ce suma V, f,D, măsoară, paradoxal, participarea 


j-1 
la rezistenţă a oriticiilor, aşadar a materialului economisit. 

Se înţelege cá aceste raționamente îşi pierd sensul în cazul torsiunii 
impiedecate. 

Pentru a încheia, reproducem incă liniile de nivel obţinute prin analogia membranei 


pentru o coroană circulară (cu R/R = 0,2) cu o fisură exterioară radială, permitind urmărirea 
procesului de fisurare. Se pot repeta aci cele spuse relativ la exemplul d. 





Fig. 5.16.19 


817. PROBLEMA TORSIUNII PENTRU BARE DE SECTIUNE 
SIMPLU-CONEXĂ. METODA REPREZENTĂRII CONFORME 


În cele ce urmează, ne vom limita la cazul unei secţiuni simplu 
conexe 2 în planul 3. Problema torsiunii se reduce la determinarea funcției 
b(a), olomorfe in Z, din condiţia la limită (13.3) sau (13.5). Întrucît 
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avem Z = 2, Şi fa = 0,notind cu t un punct curent pe frontiera Z, avem 


myt) = — tt. (1) 


mil 


" Uneori, problema astfel formulată se rezolvă elementar cu ajutorul asa numitei „metod, 
åå” (A. Stevenson [1]; Th. Higgins [1] Anume, dacă ecuația G(r,. r,) — 0 a frontierei £ 
transcrisă in variabilele å, 4, poate ti pusă sub forma 


gt) + git) = tt + const, (2) 


unde g(.) este valoarea la limită a unei functii g(4) olamorfe în ZZ, atunci soluţia problemei (1) 
este direct construită sub forma 


pià) = 19(3) -+ const. (3) 


Unele exemple de acest fel vor [i date in $15, a si b. Totuşi, metoda nu se dovedeşte 
decit rareori eficace. 


Linia principală de abordare a problemei torsiunii o constituie 
utilizarea mijloacelor teoriei funcţiilor complexe, ale căror posibilităţi 
practice sint limitate numai de posibilitatea construirii efective a reprezen- 
tării conforme corespunzătoare (exacte sau aproximative) a domeniului 2 
pe discul unitate /7* (pe care-l vom nota aci cel mai adesea numai cu M). 
Rezultatele şi formulele necesare în cele ce urmează sint date în 88 A.6-A.8. 
Cazul domeniului dublu conex nu este principial mai greu — dar calculele 
devin mult mai complicate. Pentru un ordin de conexiune superior, pro- 
blema isi schimbă caracterul, si rezolvarea ei este considerabil mai dificilă, 


Fie deci cunoscută funcţia 


3 = ul), (4) 


care reprezintă conform discul unitate J de frontieră y din planul C, 
pe domeniul simplu conex Z. Inversa a-estei funcții este 


S o7'(3). (5) 


Prin ipoteză, funcția (4) este olomorfá in J, iar derivata ei nu are 
zerouri în Į (putînd avea totuşi zerouri sau puncte singulare pe y). Pentru 
comportarea la limită a funcţiei o (7) si a derivatelor sale, vezi $ A.6, 
pag. 728—130. 

Pe cercul unitate vom nota 

Sl c = exp id), e = exp(—i0) = c^', . de — ic d, (6) 
astfel că pentru orice domeniu mărginit de o curbă simplă jordaniană 2 
avem (vezi şi 8 A.11, pag. 781) 





t= lg = olo) = 0, t=alg = (o) = o7, (7) 
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Cunoaşterea funcției c(l) permite determinarea electivă a diferi- 
telor elemente ce depind de geometria domeniului (vezi $ A.7). Exemple 
de reprezentări conforme relativ simple gi utile în cele ce urmează sint 
date în $ A.8. 


În general, problema la limită (1) nu poate fi rezolvată direct. Ea 
poate fi însă abordată prin transcrierea tuturor elementelor problemei în 
coordonate naturale (vezi $ A.7) și prin rezolvarea problemei la limită 
corespunzător transformate în planul 5 (vezi 8 A.7, pag. 735). 

Atunci cint este cazul, vom atribui funcţiilor de à (considerate deci 
în planul ,.fizic") indicele inferior ,,1", păstrind aceleaşi notații, dar fără 
indice, pentru transformatele lor prin intermediul reprezentării (4). Avem 
deci (vezi (A.7.4) — (A.7.5)) : 


Yu (3) = yo lo (H = (3), 
"ay (4) — da (a) / dà = Y (t) x v'(/e' (t). 
Funcția j(3) odată determinată, obținem imediat 
Pala) = p [o (9]; (9) 


ceea ee se poate calcula efectiv dacă (5) poate fi explicitat. În caz contrar, 
funcțiile co (X), Ņ (X) dau soluția sub formă parametrică: pentru orice 
te] cunoaştem punctul ze 2 care îi corespunde, şi componentele depla- 
sării si tensiunii in acest punct. Anume, formulele (13.6), (15.9) devin 


(8) 


T -—ywz[v'(E)/e (5) -Fie(2)], U = itea), t = t Re (X). (10) 
În aceste notații, condiția la limită (1) se serie 


Im j(oc) = 2 a(o) w (c), (11) 


ceea ce trebuie să permită determinarea funcţiei v (3), olomorfe în ,T. 
Pentru găsirea rigiditátii rămine să facem uz de (13.25), ceea ce se va scrie 
= Jo — Ret, (12) 


unde f, este momentul polar de inerție [in axele ce rezultă din (4), iar 


C, = $ ridt, ReG= 
F 


to |m 


d r d (tti). (13) 
= Je 
Pentru J, dispunem de formula (A.7.32), iar pentru Re C, avem de 
introdus in (13) funcţia deja găsită (4), de ţinut seama de valorile la 
limită ce decurg din (4), și de calculat integrala corespunzătoare pe y. 
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Pentru rezolvarea acestei probleme, vom expune aici trei metode. 


a) Metoda 33 


Ca și la inceputul paragrafului, dacă produsul c (a) " (a) poate fi pus sub forma sumei 
unei funcţii de o cu funetia conjugată acesteia, și dacă această funcţie este valoarea pe Y a unei 
funetii olomorte in M, problema este rezolvată. 

În particular, metoda este intotdeauna aplicabilă dacă c (4) este o funcţie raţională 
(in particular, un polinom). Într-adevăr, din (7) urmează că produsul «y c) este valoarea la limită 
a produsului de funcții rationale « (7) c, (5). dintre care prima are poli numai 1n M, iar a doua, 
numai in /[*. Descompunind acest produs în sumă de fracţii simple, si notind cu R(Z) suma 


tuturor termenilor corespunzători polilor din 47, rezultă — intrucit produsul wta) w (c) este 
real — că trebuie să avem 





a (7) e, (7) = RE) + R, (5) (14) 

(plus eventual o constantă reală determinată). Întrucit R(E) este prin constructie olomorfá în 
JI*, soluția problemei este 

p (5 =i R(G). (15) 

În acest caz, soluția problemei se obține deci efectiv, sub o formă elementară, prin operaţii 


de descompunere a unei funcții rationale în sumă de fracţii simple. Rezultatul rámine valabil 
dacă R(X) este o functie olomorfá 1n /[ ^, dar altfel oarecare. 


Chestiunea este examinată amănunţit, și sub o formă mult mai generală, de C. Iacob [6]. 


b) Metoda seriilor 


„Dacă soluţia nu poate fi găsită direct sub forma (15), vom ţine 
seama că c(t), 4(%) sint olomorfe în ,7, si deci au forma 


a(3) = Yo (16) 
fi = 
(unde coeficienții c, sint cunoscuţi), respectiv 
ua 
HE = Y 57, (17) 
"=ü 


unde coeficienții b, urmează a fi determinati din (11). 
Pentru membrul al doilea din (11) obținem mai intii : 


a(c) c(c) = Y y, ox € a, 
E-)0 h-10 
sau încă, scriind k—A = n pentru k— h, şi k—h = —n pentru k < h: 
o(c) o(s) = 2B,-- Y, Ba + Y B. o^, (18) 
n=l "nol 
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unde am notat (pentru n = 1, 2...) 
2B, = V, On Or,  B,— 5, O pgh Uys Bon = M o, Gua B, (19) 
: k=0 


Coeficientii B, sint așadar cunoscuți. În particular B, este real. 
Cu aceasta, condiţia la limită (11) ia forma 


y bo" — 3 Baa” —2iB,--iY B,o"-Fi Y Bo”, (20) 


»"-—l 


de unde, tinind seama de proprietatea de unicitate à coeficienţilor Fourier 
(vezi 8 A.9, pag. 759) obţinem prin identificare 


UV —5,55 IB, bB =iB, i sQ33.. (21) 

şi deci și soluţia problemei, sub forma 
P= 1 Y b, $^, (22) 

n-ü0 


unde termenul liber este determinat numai abstracţie tăcind de o constantă 
reală. (Alegerea făcută aci revine la a cere Re (0) = 0 si fj = 0.) Dacă 
« (Č) este un polinom, calculele sint identice cu cele cerute de metoda 33. 


Ideea de a dezvolta datele la limită în serie Fourier pe y şi a obține în felul acesta 
soluția sub forma unei dezvoltări in serie Taylor în /T, este larg folosită atit în studiul problemei 


torsiunii, cit si în cel al încovoierii, si al problemei plane, 


Pentru determinarea lui C, vom face uz de formulele (12), (13). 
Momentul polar J, se calculează după formula (A.7.32) : 


ju = — i$ O atolo) (23) 
Or, din (16) avem evident 
lo (c)]* = y Şi Op 0, G^ 77, 


h-0 k=0 


de unde mai departe, notind k + k — gi considerind coeficienții 


E, == y Gg; Gh. (24) 
[0 
obtinem 
[ete] — Y, E, c". (25) 


nu 
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Pentru J, àvem acum 


]h2-— Ii b Y E, E,c si PLE 7 ds. (26) 


Datorită relațiilor de ortogonalitate 





$ gis de = Irid 
F 
Urmează 
Je = LY n EE,. (21) 


n=l 
Mai departe, pentru cantitatea Re C, din (13), tinind seama de (22) 
(unde B, este o cantitate reală) si de (18), obținem 
I 3 


Re C, -134 Š B, 9" — Y B, el . y m Ba o" tdo = 
y [n-21 n=l m= 
= pi-2ri | $ nB, B- — X28,.5,]. 
de unde in definitiv — 
Re G —x Y. n B, B,. (28) 
n1 


Cu aceasta, formula (12) devine 


Con Y (ELE, — 4 B,B,), (23) 


Hl 


unde coeficienții E, si B, sint cunoscuţi. 


OBSERVAȚIA 1. Metoda este ușor utilizabilă dacă w(5) este un polinom. Cazuri în 
care şi soluția exactă este cunoscută permit să ne facem o idee despre utilitatea metodei 
aproximative corespunzătoare (vezi $18, exemplul f). 


c) Metoda integralelor de tip Cauchy 


Dacă funtia œ (5) este cunoscută sub formă compactă, problema (11) 
poate fi întotdeauna rezolvată — adesea chiar efectiv —cu ajutorul 
integralelor de tip Cauchy. 


In acest scop, să înmulțim ambii membri ai condiției la limită (11) 
cu dao/Zri(c—1), gi să integrám pe y, pentru eft: 





1 £ le) a2 1 4 X9) aș -Lif olojola) a. (go) 
Y 


2ri l»c-- t ani J» c— t 2ri g — 
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Întrucit funcțiile w, y sint olomorte in Z/*, putem face uz de formulele 
(A.10.1) 8i (A.11.37), astfel că (30) devine 


yt) - 2-6 sente) de + F0), (31) 
AT T; G — 
ceea ce dà explicit solutia sub forma unei Ath definite, de tip Cauchy. 
Dacă am introduce (16) în (31), am obţine din nou soluţia (22). (Vezi 
şi finele $ A.11.) Dacă œ (3) este rațională, integrala din (31) se calculează 
usor cu ajutorul formulelor din 8 A.10. 

Pentru a găsi pe C, trebuie să facem din nou uz de formulele (12) si 
(13); dacă œ (X) este funcție raţională, aceasta conduce la utilizarea teore- 
mei reziduurilor. 


Cele trei metode expuse reduc deci dificultatea la determinarea, 
funcției e (X). Problema torsiunii nu e deci principial mai complicată 
decit cea a reprezentării conforme a lui /[^ pe ZZ : aceasta este de înțeles, 
întrucît ambele conduc la cite o problemă Dirichlet eu date pur geometrice 
pentru ecuaţia lui Laplace. 


OBSERVAȚIA 2, Dacă domeniul £5 este dublu coner, deci reprezenlabil conform pe o 
coroană circulară, expresiile (16), (17) se înlocuiesc prin 


m. uc 
o(f)- 5 œt Üs x bi, (32) 


H= Á- 0 


iar în locul condiției (11) căpătăm condiţiile 
1 Sp 
m pOl = —eQ eq, j=, (33) 


unde A, sint cele două cercuri-frontieră, iar f yim valorile constantelor lui Prandtl. 
Rationamente de același tip eu cele de mai sus duc la determinarea efectivă a functiei 
WY) sub forma unor integrale definite (L. Bartels [1]) sau a unor serii Laurent (E. Deutsch 
[1]). Ne vom mărgini numai la a cerceta două exemple în £ 18, d şi e. 
Pemarcăm că utilizarea acestei metode nu pretinde cunoaşterea prealabilă a constantelor 
jui Prandtl. Aceasta era de așteptat, intrucit ele depind explicit de functia lui Green a domeniu- 
lui (vezi (14.14)), așadar în definitiv de c (7). 


$ 18. PROBLEMA TORSIUNII PENTRU BARE DE SECȚIUNI 
SIMPLU CONEXE SI DUBLU CONEXE. EXEMPLE 


Vom da citeva exemple de secţiuni, eventual fără utilitate practică 
directă, dar pentru care metodele de mai sus pot îi aplicate uşor. Ele isi 
păstrează valabilitatea in numeroase probleme mai complicate din punctul 
de vedere al calculului — dar nu diferite principial de acestea. 
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a) Elipsă 
Ecuația frontierei (15.6) se pune uşor sub forma 
A (a? — de)p(a2 + 08)] (12 + T) = tT + const, a) 
astfel că (17.3) dă imediat soluţia sub forma (compară cu (15.21)) 
V) = —- [lat — b*)(a* + 69) ia? + const. 2) 


Constanta din (2) poate fi determinată din condiţiile Re 9 (0) = 0, f, = 0. 


OBSERVATIA 1. Problema triunghiului echilatera! şi a lunulei circulare (cazul elementar) 
se rezolvă tot atit de usor prin metoda à Aceeasi metodă poate fi folosită si pentru problema 
dreptunghiului — dar în acest caz aplicarea ei este In fond un decalc al metodei separării 
variabilelor. 


b) Cardioidă 


În $ A.8, exemplu c, sint calculate diferitele date geometrice nece- 
sare pentru studiul secţiunii mărginite de o cardioidă — exemplu simplu 
de studiu al unei secţiuni cu funcţia w (X) polinomială. Amintim că avem 

à—e()-—a(1-4- Oh t-(Jay? — 1. (3) 

Conditia la limitá (17.11) se serie deci 


Wa) — Ho) = ia? (c? + 4e -- 6 4- 45714- &?). (4) 
Metoda 3 a dă imediat soluția (vezi (17.15)) sub forma 
v (5) = ia? (6 + At + 72) + const, (5) 


Punind condiția Re 4 (0) = 0, deducem că constanta din (5) este 
pur imaginară, fie ea iK (cu A real) Punind $i condiţia fy = 0, obţinem 


f, Im $(e)— o(s)e(s) e 0, 


de unde A = — 3 a", Cu aceasta, (5) devine in definitiv 
P(E) = ia*(3 + 45 + £5). (6) 
Același rezultat poate fi obținut prin metoda seriilor. Constantele c, din (17.16) au valo- 
rile «X, = d, ti, = 2d, t = d, toate celelalte fiind nule. Din (17.19) si (17.24) obţinem acum 


By = 3c, B, = 4da, B. = d Ep = E, = a*, E, = E; = dat, E, = 6a*. Din (17.22) obtinem 
deci funcția de torsiune sub acecaşi formă (6). 
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Aceeaşi problemă se rezolvă (după calcule gi mai puțin laborioase) şi cu ajutorul inte- 
gralelor de tip Cauchy. Anume, din (17.31) deducem 
ia f (L-- 9)* + o cL 
qe) =b —— üe 4 $0). (7) 
2mi |y e —t 


Numărătorul integrandului este valoarea la limită a funcției (1 4- 2/05, olomorfá In 
JI, cu excepția punctului 5 = 0, în vecinătatea căruia ea are forma 


UHR tat + fS fala, (8) 


Îl (3) fiind olomortă în T. Din formula (A.10.20) obținem deci pentru integrala din (7) valoarea 
ia? fa (8), şi (7) devine 


pË = ie(6 + 47 + 72) + 90). (9) 
Luind aci $ = 0 obţinem (abstracție l'áclnd de o constantă reală nedeterminabilà) $0) = 
= — Sia, astfel că (9) conduce din nou la (6). 
Pentru a calcula C, din (17.29) se obţine 
C = 17ra, (10) 


Pe de altă parte, putem utiliza formulele (17.12), (17.13). Integrala J, se 
calculează cu ajutorul teoremei reziduurilor si are valoarea (vezi ( A.8.43)) 


Ja = 35zat. (11) 


Cantitatea Re C, se calculează utilizînd (17.13), (3), (6) şi teorema 
reziduurilor, de unde 


Re Cm iid [o + 4a — 4o” —o?] X 
4 Jr 
x d[(1 + e)* (1 + `P] — 18za*. (12) 
Tinind seama de (17.12), regăsim deci pentru C valoarea din (10). 


Funcţia de torsiune si constanta C (şi deci şi 7) odată determinate, din (17.10), (3) şi 
(6) obținem componentele tensiunii şi deplasării. Astfel de pildă deducem 


T(5, 0) = înca [1 + = (2-0 4 CH. (13) 
Soluția se transcrie uşor 1n planul fizic. Anume, avem 


Val) = ia? [(3/a) + 2 (3jay*]. (14) 


Ta, G: 3) = — tura [1 — (Mía) + (3a 1^]. (15) 


Deplasările — care depind numai de d(L) şi (3) — rámin finite In punctul singular al 
frontierei (3 = 0. sau punctul corespunzător 5 = —1). Tensiunile în schimb tind la infinit în 
acest punct. 
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OBSERVAȚIA 2. Soluţia a fost obţinută presupunind desigur cá teorema de existență 
este valabilă, Întrucit apariţia de tensiuni infinite nu are sens mecanic, aceasta inseamnă de fapt 
că teorema de existență este pusă sub semnul întrebării (vezi 54.4, pag. 133). Soluția îşi 
păstrează totuși utilitatea practică — dacă se indică numai faptul că în vecinătatea punctului 
singular apar tensiuni atit de mari, încât ecuaţiile elasticităţii liniare nu mai sint respectate. 

Fenomenul se manifestă întotdeauna în torsiunea barelor care prezinlă pe frontiera 
secțiunii puncte unghiulare inirinde, şi conduce la apariţia de fisuri, sau de zone de deformalie 
elasto-plastică. (Vezi şi $ 16, pag. 265—266). 

OBSERVAȚIA 3. Rationamentele relative la cazul cardioidei rămin uşor utilizabile în cazul 
oricărei funcţii ett) rationale. 


c) Lemniscata lui Bernoulli 


Acesta este un exemplu de problemă in care funcția de reprezentare 
nu este rațională ; anume, avem (vezi $ A.8, exemplul d) 


à — e(5) —a(14- 5)'*, E= (ala — 1. (16) 


Metoda 43 nu conduce aci la soluție, Într-adevăr, obţinem ușor 


wlc) ex o) = a (ya + 1]Yo). (17) 


dar funetia yz nu este olomorfá în „7, si deci soluția nu poate fi scrisă sub forma (17.15). 

Nici metoda seriilor nu este indicată : ca metodă exactă, ea este depăşită in eficacitate 
de metoda integralei de tip Cauchy ; ca metodă aproximativă ea nu e recomandabilă datorită 
prezenței punctului critic £ = —1 al reprezentării. (În cazul cardioidei, prezența aceluiaşi punet 
critic C = —1 nu se făcea simțită, intrucit co(7) era un polinom.) 


Ne rămine la dispoziție metoda integralelor de tip Cauchy, care 
dă funcţia de torsiune sub forma ce rezultă din (17.31) : 
3 1 d i SRI AN, 
CE tsn iyah tede (18) 


ATL l» l'a g= L 


tta o I9 g ke 
Pd e c(c— t) SRM 








gii is 8, T 
e (a — t) tlet G 
astfel incit, considerind integrala 
1 Va 
yi. sali à 2 
J (X) Əxi T „a ( 1) 


rezultă că (18) ia forma, ce depinde numai de f(2) : 


PX) = iat (f(£) + C? [f(5) — OI + 9 (0)- (22) 
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Funcția Yzi(z — t) (unde Z este o valoare curentă a variabilei t) 
are în /[* două sigularitáti : punctul eritie algebric Z = 0, si polul simplu 
Z = {Æ 0. Efeetuind o tàieturá in lungul semi-axei Of, negative de la 
frontiera y là punctul critic Z = 0, putem apliea teorema reziduurilor re- 
lativ la domeniul astfel modificat. (Evident, şi alte tăieturi sint posibile.) 


Pentru valoarea |'Z a reziduului relativ la polul Z = č, obținem astfel 
expresia 


Ww esc ELI y yz ax - | z "i m pe z| n 
VE = 10 + p z—-$z—:u| Zap oe» 





unde punctul de integrare Z parcurge conturul din prima figură A.5.2; 
Y' este arcul def; iar în integralele de pe cele două borduri ale tăieturii 
trebuie să ținem seama de (A.5.45). 


Întrucît avem E Æ 0, integrala curbilinie pe y' tinde la zero odată, 











eu IZ]. Obţinem deci, notind 1?) Z = — T pe tăietură : 
t œ i|[T —ipT 
(Qr oar Exi: HT ga 
2 T+% îmi T 4-0 
de unde 
ecd y T m 
f es FE] dE (24) 
i lo T+& 
Făcînd substituțiile T = uf, u = Ñ v, avem 
1 Y 1 
| T m -ha gu =2|1— arctg yal; 
E Aet: yz 
intrucit are tg (1/]/7) = z/2— arctg |X, (24) devine 
E(X) = (2/x) [L + VẸ are tg lt]. (25) 


Amintim aci dezvoltările in serie cunoscute, valabile pentru | 2| « 1: 


_ OVE 
arctg | = da 1 ijt 


2i 1— ijt Uu 


Tinind seama de (25) şi (26) in (22), obținem mai intii 


(28) 





| ca 2ia* -— 
u ( LA = JE arctg i T a "i 4 (0), 


13) A nu se confunda cu tensiunea complexă! 
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de unde, luind 7 = 0, obţinem (abstracţie făcînd de o constantă reală) 
$(0) = 2ia?/x, (27) 
astiel că în definitiv avem 





V(6) = TT ur * arctg V7, (28) 
sau încă » 
iiie £ : 2 in Lik, (29) 
TA = 
sau În fine 
Sia? 4 (—1 n 30 
y(t) = Lator” (30) 


Expresia astfel determinată corespunde condițiilor Re W(0) = 0, fọ = 0. Prima din ele 
rezultă din (27). Pentru cea de a doua, se verilică uşor că (c) — d) — (at]z) (o 3-1/f/ o) In ( —1)— 


= ia? (Ya + 1/f/a) = ic (o) (o), unde am ţinut seama că In (—1) = ir. 


Pentru a determina rigiditatea geometrică la torsiune, avem de 
calculat mărimile fJ, $i Re C. Obfinem mai intii din (A.7.32) 


fim — List] 04 o0) do = nai, (31) 
d c 4 


Pentru a face uz de formula (17.13), vom ţine seama cá din (28) 
urmează 





i jetta) + Bin e De "ela aretg Jo — nl. 
zx Vo 


şi deci, utilizind —E in serie (26) : 
e (D | 
Fig =— (1 + — i 32 
em. Le ?| "PR url i (32) 


Aceasta este o funcţie reală. Într-adevăr, să considerăm seria Fourier : 


Mys- Y es^ (33) 


h-—2m 
de unde, Inmultind cu ai~} si integrind pe y: 
$ (o-i7! JJ) do = c, $ oldo = Ori e. (34) 
rd Y 


Pentru integrala din (34) avem pe rind 


M, -$ e^ [aa o2 gays = 25 Li 2 -2a a-l Ya da, 
Bur Y 
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unde pentru Ó — avem e = —1 si Vo = i, iar pentru 0 = —z avem o = —1 ṣi Jo = —i; 
prin urmare deducem M, = 2(—1)' 2i — 2n Mp ceea ce dă 
! 4(-1 A 
M, = f (e^ [Y 5) de = im i h — 0, +i 2, a (33) 
Ty an + 
și evident 
Maca = My (36) 
Prin urmare, (33) devine | 
an 1 h 
ys Y a6 à - v, 4 


Xo s 2h41 


astfel că dezvoltarea în serie (32) se poate pune sub forma — vizibil reală — 


: a? e (—1p m (—1)" ag 
ra= —i (+o) oeg PAS Wp 
paeen È - Y E | 





n=p 2h 4d hai 247— 1 
a9 Te NY oa Y AES oos ex MO uon 
T je, 2h -- 1 vai dh — 1 hel 2h Ses 


aa y! 2 e i 1 
STETI ae e 
ho 2h 4-1 Ao x 2h — i 2h +i 


Introducind acum (1 6), (32) şi (35) in (17.13), obținem 


(17 
4 en mu k Ñ 
a= ci) E l L E e 
Li 
at . 1-45 e (If 
ex pos wd, SEE dod M, + M, 
i| b c -+ Merl eb u D|- 


“ü 
=- i|- mami 16i $ [a — aa! 
ax | Eu 9h L1  2À--8 


Tinind seama de formulele 0.234.2 şi 0.237.1 din I. Rijik şi I. Gradgtein [1]: 


— 
a | 
zz 
li 
e 
LIES 
em 
T 
AN 








eo 4 2 x nt, T. EMI 1 l l : (39) 
ro (2h +1}? 8 izo(2h + 1) ( (2h EP 3 
găsim aşadar 
C mmo at. (40) 
TL 
În definitiv, din (17.12) obţinem astfel 
C = (m]4 — 2) at œ= 0,149 af, (41) 


și cu aceasta problema este complet rezolvată. 
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Din (28) si (17.10) avem de exemplu: 
1 — 0 ns £—1 si | 
Tit) = ius a|Vi Ti-Xp yi I eg are tet] (42) 
D: 2 £l 


Expresiile (28) şi (12) se transcriu uşor In planul fizic eu ajutorul reprezentării Inverse 
din (16). În punctul critic & = —1 (punct unghiular ieșind), atit deplasările clt $i tensiunile 
cămin finite; mai mult, in acest punct avem chiar U = u, = T = 0 (Vezi şi § 16, pag. 266.) 


d) Coroana eliptică. Concentrarea tensiunilor 


Să considerăm funcția din (A.8.17) 
à-—o(€)-c(C 0?) (43) 


care reprezintă conform interiorul coroanei circulare de raze p, > e, — 1 dale In (A.8.18), pe 
domeniul mărginit de două elipse confocale 2, 7, (E. Deutsch [1]). Căutind funcţia de torsi- 
une sub forma seriei Laurent din (17.32) și ținind seama da faptul cà pe cercurile-frontierá avem 


la mers: lu, 0 o (44) 
câpătăm din (17.33) următoarele două condiții la limită (j = 0, 1): 
| 1 ! 
Im 4 © |a, = ^ d (p, o -- oj a) (p, 0^! a pj! o) t fj. (45) 
unde f,, f, sint constantele lui Prandtl), de unde 
a = 
y, 06,06 —5,0j') c" — i (cf -- ej +pj2+0-2)+2i/,. (46) 
n=— 
IdentificInd coeficienţii oblinem din aceste două condiții, relaţiile : 
n—0: b,— by = tet (po + pg ) + 21 fos 
n-1: b pQ—5D 499? 0, 
1 Po 1 (41) 
n= 2: hp -bp ic, 
n5: bp ön ti" 0. 


precum și relațiile analoge ce se capătă dacă Inlocvim aci ps, fa cu p,. f,. (Pentru indici n « 0, 
se obţin relaţii complex conjugate cu cele din (47).) 

Din a doua si a patra relație (47), impreună cu relaţiile corespunzătoare lor pentru 
p, deducem evident 


b =b, a = 0 pentru nz-0, 4 2. (48) 


Alegind f, — 0. prima relatie (47) conduce la sistemul 


by = b, =i (p pa). O do by m de* (rp ep) 214 fo, 


A02 PROBLEMA -ANTIPLANĂ Cap. 5 


de unde 1 e EI 
Im By = = (eg + go (19) 
T M =g z 28 = 
pomme (pog t£o^—91—£1 ^. (50) 


In fine, à ireia relatie (47) conduce la „sistemul 


| b, gg — Ba po^ = de? bp b_api? = je. 
de unde 


ba = ic?/(p] + po), b_p = det ei poj(pt + p0) (51) 
Prin urmare, funelia de torsiune are expresia 
i å P ] E] £i 1 È =J Lo 
VQ) = 16 (pă + pa) 1002 -+ eres C7] Lie GR + po?) (52) 


unde am neglijat constanta reală ne-esentiald Re dj, şi am ales Im b, în asa fel incil fy — 0. 

Constanta f,a rezultat din calcul, si valoarea ei nu a fost necesară pentru determinarea 

coeficientilor. i 
Pentru a calcula rigiditatea geometrică la torsiune, vom utiliza formulele (17.12), (17.13) 

— unde vom iine seama că de data aceasta frontiera S£ este aleátuilà din donà componente. 
Din (A.7.32) si (43) obţinem acum (compară cu 17.23)) 


Ja 8 


1 — 
hn F r [e (CD]* dfe (GP = — ijs p E+E Pati = 
4 


] [ F: à 
se ith (pe 2o) (pho — p^ a73) de — 
4 ur 
i 4 f „d —4. ala l ri (ei 4 -4 —4 
= ——tet mp (p$—5*)o7'da— —ne* (pi — pl — pg * -- pL h (53) 
J : 2 X 
unde am ţinut seama că 1 a” dg = 0 pentru n= — 1. 
i$ 
Pentru a face uz de (17.13), deducem mai intti din (52) 


1 z E - wk zc i} Carapa ii 
r(z,, 1, —ie(pi-- e!) IG e pi e —pi PC |. (54) 
2 


Intrueit din (43) avem — pentru p = const. — 
d (33) = 20 (g — o^) da, 

obținem acum 

1 o. xk RN ïi NE 

Re C, = — iet (și +03) 1 (o-—0o"-Felope Gg .— 
2 A 
— (i pă pr o) (a — o7?) do = 
1 : zd | m RR 
S (— £g dee — ddr o do = 
A 


= 4 met (ol + po) ) (pg — Pi (55) 
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Prin urmare, avem 


1 : 
C = Jo — Re pm! m (pă — a) Keg + pD (1 + eo” ei — (pt + op 11. (56) 


Cu aceasta problema este rezolvată. În cazul particular îi = 1, obtinem soluţia pentru 
domeniul mărginit de elipsa exterioară, cu o tăietură în lungul segmentului [—2c, 2c] pe axa Oz. 

Un raționament simplu permite găsirea de aci a funcţiei de torsiune pentru discul elip- 
tic. Pentru aceasta, esle suficient să tinem seama:că funcţia jay) trebuie să fic olomorfà în 
discul eliptie — deci cu necesitate trebuie să poată fi prelungită analitic la traversarea tăielurii 
L- 2e, 2c]. Mai departe, pentru aceasta este necesar ca ea să ia valori egale pe cele două bor- 
duri ale táieturii. Întrucit pentru p, — 1 avem Ela, = g = exp (i0), aceasta revine la a serie 


lo) = d (0). 67) 


În locul relatiilor ce se deduc din (47) prin inlocuirea lui p, eu pys trebuie să Tolosim deci 
acum epalilățile i 


e PR (58) 

Luind f, = 0, obtinem din (47) $i (58) 
(3 : a. 

Im b, = "t S (ob + pa). Pi pd — Py pg ^ m icd, (59) 


toli ceilalţi coeficienţi b, find nuli. Trecind, in a doua relaţie (59), la cantităţi complex conju- 
gale, obiinem sistemul 


de unde 
bob gg tt os (1 + pi), (60) 


Prin urmare, ima de torsiune pentru discul eliptic este 
a a I. " 
PR) = iet gg (1 -+ pg) R + L7] eiet (pa + eg *)- (61) 
2 
Tinind seama de relaţiile (vezi (A.8.18)) 
3 1 2 2 
c "iac (n — b)  pg=(a+b)ha—b), (62) 


si introducind (43) in solulia obținută prin mijloace elementare in (15. 21), eăpătăm tocmai 
expresia (61) a funcției de torsiune. 

Soluţia dedusă în acest mod pentru problema discului eliptic nu prezintă desigur interes 
în sine, ci numai ca exemplu simplu de utilizare a prelungirii analitice, Un exemplu nebanal 
în acest sens va Íi considerat în 86.18, b. 

Efectul táieturii [—2e, 2e] se manifestă atit prin scăderea rigidității (elect global), cit 
și prin apariţia fenomenului de concentrare a tensiunilor (efect local). 
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Luind in (56) p, = 1 si utilizind aci (62), obținem pentru discul eliptic cu táietura consi- 
deratà 


1 1 
C = — m ab (d? + p — — m (Blaj (a? — pp, (63) 
4 4 


sau încă, ținind seama de formulele (15.24) : 
C = (D227) V1 — ke (1 + keo). 


Comparatia cu (15.25) arată că prezenţa fisurii micşorează rigiditatea geometrică la 
torsiune în raportul 1/(1 — k*/4) (compară de pildă cu (15.53)) — aşadar pină la cel mult 25% 
pentru k — 1. În schimb concentrárile de tensiuni sint considerabile. Într-adevăr, introducind 
(43) şi (61) în expresia (17.10) a tensiunii tangentiale complexe, obtinem pentru discul eliptice 


2 


E 200 PAG e». (64) 
+ Pa 





TG = iese] - 


în timp ce pentru discul cu táietura [—2c, 2c] deducem din (52), pentru p, = 1: 
i 

2 Pad 
14-56 i-p 





T (5.0) — iure | = dft e» (65) 
In acest ultim caz, tensiunile devin infinite pentru Y — +1 (așadar pentru ài 26). 
Pentru domeniu märginit de două elipse confocale, cea interioară corespunzind unei valori 
p, E 1, in expresia lui T (5, Y) apare la numitor același factor 1 — g care poate lua valori 
oricit de mici, pentru p, destul de apropiat de 1. 
Cele spuse relativ la existența soluției in cazul cardioidei (pag. 287) rimin și aci valabile. 


e) Coroana circulară excentrică 
Să considerăm funcția din (4.8.3) 


- C[(1— at), (66) 


care reprezintă interiorul unei coroane cireulare pe cel al unei coroane cir- 
culare excentrice, Date fiind razele Ry E, ale celor două cercuri, precum 
şi distanța lp dintre centrele lor, formulele (4.8.5), (A.8.6) permit să se 
determine parametrul a din (66), şi razele py, p, ale cercurilor concentrice 
din planul 7. 

Pentru a face uz de condiţia la limită (17.33), să ealeulám intii 
produsul 


jo (De o et c Ch x utr. (67) 


n=l 
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Tinind seama cá pe frontieră avem egalitátile (44), şi notind n — m 
—--p după eum avem n F m, obținem ugor 


LOIGI Sur a, p A i (68) 
pl 
unde 
A, =A, = (a gll (1 — a p’) (69) 


Căntind soluția sub forma unei serii Laurent (17.32), deducem 


ba -h S pi V, ej?) o? + Y, (0, pi? — b, gf) 0? = 
p=l 


(70) 
= [i gil(1 — a? | 1+ Y, (a gj o" + V (a p) 2i tif, 


Notind eu a, abscisa centrului cercului de rază E, (jJ = 0,1), deducem 
din (A.8.4) : 





PL — at pi) = aa, pil — a? pj) = Ry j-—01. (11) 
Prin identificare, obtinem mai intii din (70) (pentru p — 0): 
Im bo = a,2a, fi = lu? fo=0. (12) 
Pentru p> 1 căpătăm sistemul 
b, e; — b, gj? = (ia/[a) (ap, j= 0,1, (13) 
de unde, notind k = $/po: 
; dg — a, k” m | 
b = i e- 22 Dia! -a 74 
B 1 jue ji p lo 1 yer ( ) 


Pentru p — 0 căpătăm un sistem identie eu (73). 
Prin urmare, funcţia de torsiune a problemei este 


T i[1 o ,— 5 k^. pi" 
= [s + Și e AL ppo (a 15 
y (X) i ;^*à 1-g (a X) la Y i — ee (15) 
sau încă, adáugind si scázind ak” la numărătorul primei serii din (75) 
și amintind că ay — a, = lu: 


= Zoe IE ELT ew ur] vo 


Tinind seama de inversa transformării (66), A de torsiune 
poate fi ușor transcrisă si prin intermediul variabilei 3. 

Determinarea rigiditátii geometrice la torsiune se face cu ajutorul 
formulelor (17.12), (17.13). 
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Momentul polar J, în axele corespunzătoare transformării (66) se 
poate deduce fie folosind formula (A.7.30) si un raţionament similar celui 
din (17.23) — (17.27), fie cu ajutorul teoremei reziduurilor. Vom conveni 
să notăm eu indicele superior ,,0", respectiv ,,1", mărimile relative la 
cercul exterior, respectiv la cel interior. Asadar, avem in general 


, 1 s i adi 
la BB — gi Pam j=0n (17) 
S Jz; 
Din (A.7.25) avem ja —l0+ es Do, si o relație similară pentru cercul 


interior. Prin urmare (vezi (5.15.4), deducem 
i gm 1 X pA T 
je ai 0 A 2 aa Ro), fem e Bit Dai Ba) (78) 


Cu titlu de exercițiu dám şi ralionamentele ce fac uz de reprezentarea (66) si de teorema 
reziduurilor. Din a doua tormulă (77) avem mai Intii 


1 G à vm XY 
Ja EU HRME ee = d | Po =a cm 
8 yA — ags Î— d fas 


1 
zug aude — —D - da. (19) 
4 y (o — a po)? (1 — a poo)" 


Intrucll apa — 1 (vezi § A.8, pag. 711), integrandul este valoarea la limilă a unei funcții 


ce posedă un pol dublu in punctul [= epy. Formula (A.5.30) dà reziduul corespunzător, şi 
astfel rezultă 


ii 











1 i Ek i XR 
dz — pé (A + 207 po) — a pol. (80) 


Tinind seama de (71), aceasta coincide cu prima formulă (78). Pentru | rezultatul este 
similar. 
Pentru a uza de metoda seriilor, din (66) deducen mai Intli 


H a5 | H 
ice Xa oa in 
astfel că (intrucit ex = 0): ` ^ des 
e il 
P bM An E, = Y Qq, 0, > (n — |) pk (82) 
rr 0-1 l 


Din (77) avem acum 


i Een n ae) 


1 - 
=n Vy nii a-m pin, 
A n2 


(83) 


şi o expresie similară pentru Jj. 
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: Pentru a suma seria din (83), procedăm precum urmează. Să considerăm seria 


A (x) = Y n(n — 1)! a"-* = $ (n — 1) me] iir (84) 
Jiti Heu 


Pentru seria din paranteză, avem vizibil 








Ba) = Y (n — ija" = Y (n = ij- Cah .. (85) 
neg 2-2 
unde 
(orbes PEL edt “=a y il = j| E ) = E aes (86) 
ed ba 1—z] Qr 5 
Introducind (85) si (86) în (84), căpătăm imediat 1 


A (1) = [2*(1, — z)7*]" — 21 + 2r) (1 — pri, (87) 
Tinind seama de (84) și (87) în (83), deducem din nou 
1 


: 1 i 
nd A Cat pi) = 7 pă + 2a? si) (1 — că gj *. (88) 
P- 


Să trecem acum la calculul integralei Re C, — realizabil numai 


prin metoda seriilor. Tinind seama de (17.13), (75), (68) 8i (69) avem pe 
cercul exterior : 


— à, k?’ 2p | 
Bec? —— 731 Ph Ee X a? op + la V RT a? s (c? — o7?) x 
D=] 
X pă (1 — a? pa)! V, a* pi (Q^! — gom!) do, (89) 
$—1 


şi după integrare (întrucit p si q sint pozitivi, numai termenii pentru 
p = g sint ne-nul): nr 


2 en "^ ap 
Re C? — T o [5 p eg 7 094 k (a? p2P + 
Po 


&al—at*pgis: i-—k? 
l 
tla Y p t se (90) 
peel 
Un calcul similar dă pe cercul interior 
i ua ru i 
Re C) = AEG HE al — h a? HPI | 2 a], 
= oi y^ No T ( tla i4 eu | 


` (91) 
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Adăugind si scăzind ajQk*" la numărătorul primei serii din (90) (si 
din (91)), căpătăm factorul alo &?"/(1— E7). Tinind încă seama de for- 
mulele (71), obţinem 

ge e A v plae 9L Op En] 
Rec, — 7S |a, Y pti + 2ln $ p 





; (a2 k? gi (a? e?) 
— — |g a BEL te Mie EAL N Ai l 
22 i Xr gi)" -+ lor X» 1 rp» Tm ira 


În (92) apare din nou seria (86), şi trei serii de forma 
Dia) - Y» ise Are + Soo Y gea 


a kt y 
a 


(1 — m)? | TE k*z)? 








=C (æ) + C(ka) +0 (Ka)... = 


ji x 
(1 — ki x)? 


=~ b m mă 


de unde 
[= 2] Ll 


Lm — — 93 
p " 3, — pays (93) 


ŢI za E 





(a) "n i 
Tinind seama in (92) de (86) gi (93), avem deci 
Re C, = (m agla?) [aC (a? o5) + 219,D (a*91)] — 
— (naja?) [asC(a* o3) + loD (a?k? o1) + lorD (a*91)]. 
Utilizind (86) si (71), avem mai intii 
C (a*oj) = a*gi/(l—a*9)? = a?Rj, C(a*gi) = a? Ri, 
8 îprin urmare 


Re G = naj ki — naa Ri + 2xlpadopi V, [KP — ak” o1)*] — 
„20 


— nl a Kk? pi Y [EH — ae pr] — 


p-0 


— mlam pi V, [K7](1 — atk g1)*]. (94) 
p=0 
Să separăm in prima şi a treia serie din (94) termenii corespunzători 
lui p = 0, şi să înlocuim în a doua serie pe (p + 1) prin p — ceea ce face 
<a limita inferioară de sumare să devină p = 1. Scăzind suma ultimelor 
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două serii (acum vizibil egale) din cea dintii, şi tinind seama că ay — a, = 


i 


= Log, 8e pune în evidenţă un factor 2zlj, pi, care inmulteste aceeași serie, 
sumată de la 1 la co. Termenii rămași din prima și a treia serie pentru 
p — 0 vor fi 

După efectuarea tuturor acestor operaţii, (94) devine 


em 


Re C, = zaks — zat Ri + 2nl5 e; V, [K"](1 — a*k*^ o1)2] + 
pel 
+ nl Ri + roi. (96) 


Cu ajutorul expresiilor Jj, Jj din (78) si al valorii Re C, din (96), 
putem calcula acum rigiditatea C = ja — Re G. Grupind termenii ee 
provin din Jẹ, cu primul, al doilea, și ultimul termen din Re C,, căpătăm 
formula finală 


C — La(R- Ri) nli RE — nhot ŞI [EP] — fk ry] — (97) 


pel 


Formulele (76) si (97) permit să se aprecieze gradul de precizie al 
rezultatelor experimentale obținute pentru aceeași problemă, eu ajutorul 
analogiei lui Prandtl (vezi $ 16, exemplul h). 


OssERvATIA 4. Cazul in care cercul interior nu cste gol, ci este ocupal de un material 
cu alte constante elastice, a fost studiat — practic vorbind, pe aceeaşi cale — de către I. Vekua 
și A. Ruhadze [1], ale căror formule finale sint reproduse de N. Mushelişvili [5], $140 a. 


f) Domenii reprezentabile conform pe discul unitate prin 
intermediul unor functii polinomiale. (Soluţii aproximative) 


După cum am văzut in $ 17, soluția se obţine uşor dacă funetia 
w (7) este un polinom. În foarte multe cazuri, cînd funcția w (5) nu este 
cunoscută exact, sau are o formă complicată, pot fi utilizate funcţii care 
reprezintă conform discul unitate (sau o coroană circulară) nu pe domeniul 
2 considerat, ci pe un domeniu apropiat lui. În acest sens, vezi indicaţiile 
din $8 A.6—A.8. Aci ne vom limita la a prezenta un exemplu. 


Funcţia care reprezintă conform discul-unitate pe interiorul elipsei are o structură extrem 
de complicată (vezi (A.8.24)). Să considerâm elipsa 


3 5 
— Ep 4 —2$-1, (98) 
4 4 


ZI 
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și funcţia care realizează reprezentarea conformă aproximativă dată In (A.8.26) : 
toy (5) = 0,98 (£-- 0,12 Y% 4- 0,03 £* 4- 0,01 Z7). (99) 
Din (17.16), (17.19) sí (17.24) obţinem valorile 
€, = 0,99; c, = 0,12; c, = 0,03; c, = 0,01 ; 
25, = 0,99; B, = 0,12; B, = 0,03; B, = 0,01; 
E, = 0,98; E, = 0,24; E, = 0,07; E, = 0,03, 
unde am reținut In calcule numai primele două zecimale. Celelalte constante sint nute sau negli- 
jabile. Din (17.22) şi (17.29) deducem acum 
(C) = i (0,5 + 0,12 724003 £^ 4- 06,01 09, C — 1,61. (100) 


Pentru a evalua precizia acestei soluţii, să o comparám cu soluţia exactă. Pentru discul 
eliptic definit de frontiera (98), avem din (15.21) şi (15.12) 


Vu) = 100.5 4-012533, C = 2z]|/15 = 1,02. (101) 


Or, introducind în (101) functia de reprezentare (99), obtinem exact functia din (100). 
Pentru acelaşi disc, căpătâm din (61) soluția 


W (Ñ) zi (0,017 Kt -- 0,017 7 + 0,533), (102) 

in timp ce pentru discul eliptic cu o tăielură între focare deducem, lulnd p, — 1 in (52): 
(0) = i (0,015 Xe -+ 0,1187? + 0,533). (103) 

Deosebirea dintre formulele (100) și (102) se datorește, evident, luplului că In cea dintii 


avem | Xi i, iar în cea de a doua 1x [5| & gg = l4 + J15 == 2,805 (disc, respectiv co- 
roană circulară). 


Dacă frontiera 2 prezintă puncte unghiulare — așadar dacă funcţia 
«c (C) are zerouri ale derivatei sau puncte singulare pe y (sau pe frontiera 
coroanei circulare), metoda pierde mult din eficacitate, sau devine chiar 
inutilizabilă. 


Astfel, în locul funcţiei à — a(l + C)? ce reprezintă conform discul unitate pe interiorul 
buclei de lemniscatà Bernoulli, putem încerca să utilizăm reprezentarea aproximalivă ce 
rezultă din (A.8,60). Inlocuind functia (16) eu această din urmă funetie, coeficientii B, vor fi 
obţinuţi numai aproximativ ; eocficientil E, sinl exacti pinà Ia un indice n egal cu gradul poli- 
nomului ce inlocuieste funcţia (X). (Pentru comparație, valorile exacte ale tuturor acestor 
coeficienli se pot cápüta introducind (16) In (17.18) si (17.25).) Hetinind in polinomul din 
(A.8.60) primii 5, respectiv toli cei 7 termeni calculati, obţinem pentru rigiditatea C valo- 
rile aproximative 0,141 at, respectiv 0.147 at, în timp ce valoarea exactă dată In (41) este 0,149 at. 
Prezența punctului singular [= —1 nu alterează sensibil (în acest caz!) valoarea C ; aceasta se 
datorește faptului că punctului singular îi corespunde pe S£ un punet unghiular ieşind, astfel că 
(in cazul torsiunii) calculul conduce la neglijarea unei zone în care tensiunile nu contribuie 
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substanțial la valoarea totală a lui /ff,— şi deci şi a lui C. Pentru un punct unghiular infrfnd, 
diferenţele pot fi considerabile. 


În ce priveşte calculul tensiunilor, el este iluzoriu în vecinătatea punctului singular : 
importanta modificare a frontierei domeniului-imagine ce rezultă din Inlocuirea funcţiei exacte 
(16) prin cea aproximativă (A.8.60) (vezi fig. A.8.7) arată aceasta In mod evident. 


Observaţii asemănăloare se pot face relativ la problema torsiunii pentru domenii poli- 


gonale. Metode mai eficace pentru reprezentarea conformă aproximativă sint indicate la finele 
8 A.6, pag. 733. 


g) Alte metode si tipuri de probleme 


O sislemalizare a imense] literaturi existente asupra torsiunii nu intră In scopurile noas- 
tre. Indicám insă aci unele probleme, metode şi articole. 


Deplin justificatà pentru studiul teoretic al problemei, metoda reprezentării conforme Îşi 
pierde eficacitatea In multe cazuri practice. 


Pentru domenii simplu conexe, această eficacitale depinde direct. de posibilitatea reali- 
zării reprezentării conforme cu ajutorul unor expresii polinomiale cu relativ puţini termeni. 
Pentru diferite dificultăţi ce se ridică în această direelie, precum şi pentru compararea posibili- 


tátilor a diferite metode aproximative, vezi M. Poritsky si C. Danforth [1]. Pentru alte indicaţii 
asupra aceleeasi leme, vezi linele § A.6. 


În cazul domeniilor dublu conexe, determinarea funcției de reprezentare este încă mai 
complicată. Aceste dificultăţi cresc $i mai mult atunci cind componentele frontierei sint foarte 
apropiate într-o porțiune oarecare : în acest caz apar inevitabil puternice concentrări ale ten- 
siunilor, și se constată o lentă convergență a seriilor Laurent ce dau soluția In coroana circulară, 
imagine a secțiunii. Pentru astfel de probleme, au fost folosite cu succes metodele teorici ecuaţi- 
ilor integrale : vezi S. Mihlin [1], partea a H-a, capitolul 1; D. Serman [7]. Vezi şi D. Serman 
[5], $ 2.1, (cu indicaţii eritice şi bibliografice detailate) şi monografia [9] a aceluiaşi autor. Apli- 
carea unor astfel de metode în cazul (mai complicat) al problemei plane este sehitatà mai jos, 
In $$6.23 si 6.24. 

Gazul domeniilor cu puncte unghiulare pe frontieră prezintă dificultăţi suplimentare. 
Pentre anumite domenii poligonale (regulate sau nu, simplu conexe sau dublu conexe) si mai 
ules peniru domenii uşor de descompus in clleva dreptunghiuri si triunghiuri (profile in T, 
In 1, in cruce ete.), N. Aruliunian [2] a elaborat a metodă de abordare directă a problemei 
prin suprapunere a soluțiilor corespunzind fiecăreia din componentele lui £2. Aceasta conduce 
Intotdeauna la rezolvarea unor sisteme infinite de ecuaţii algebrice liniare, care se dovedesc à 
[i complet regulate, Rezultatele lui B. Abramian, E. Alexandrian, ^. Bubluian, N, Gul- 
kanian, pentru diferite domenii simplu conexe şi dublu conexe de acest lip, sint citate şi 
expuse în monografia lui N. Arutiunian si B. Abramian [1]. (Pentru istoricul chestiunii, vezi 
loc. cit., $3.3.) Metoda este folosită şi de A. Bojenko [1]. [2]. E. Deutsch [3], [5] etc. Toate 
aceste rezultate permit compararea soluţiei exacte cu soluţiile aproximative obţinute prin 
metodele schitate în $ 16, exemplele f. g si î. şi dau adesea şi concluzii privitoare la concentrarea 
tensiunilor în vecinătatea unghiurilor intrinde. 

Pentru alte tipuri de domenii, notăm aci unele soluţii relativ simple, obținute de 
M. Abassi [1]; W. Bassali [1], [2]; L. Hamburger et al, [1]; A. Herzig [1]; C. Iacob [2], 
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Caleulele care au dus la formulele (8), (12) sint mai simple decit 
cele ce au permis stabilirea formulelor corespunzătoare (5.8.10), (5.8.32). 
Formulele înseşi au un aspect mai simplu — dar în fapt o strueturá con- 
siderabil mai complicată : în locul termenilor polinominali din expresiile 
menţionate, apare aci o a doua funcție necunoscută. Problema este deci 
calitativ mai complicată decit cea antiplaná — beneficiind totuşi de me- 
tode de studiu apropiate. Acest paralelism constituie unul din avanta- 
jele esențiale ale utilizării potenţialilor complecși în problemele plane şi 
antiplane. 

Funcţiile lui Kolosov si Mushelisvili sint potenţiali de deplasare, 
și prezintă deci în raport cu funcţia lui Airy aceleaşi avantaje ca cele 
ale funcției lui Capildeo gi Milne-Thomson față de funcțiile lui Prandtl 
şi Timoshenko (vezi $ 5.12, pag. 222, şi $ 5.19, pag. 303). 


Să calculäm acum componentele vectorului e, pe un element de 
suprafaţă cilindric, avind drept curbă directoare o curbă «€? din 4, 
definită de normala sa n. Tinind seama de (A.3.12) în (4.8) (relaţii valabile 
pe €,si nu numai pe £2) si utilizînd si (6.13), căpătăm pe rind 


G, boda. = [91192(8) — 6,52; (8)] + i [cit (8) — 63523 (8)] = 


= (ou + ic12)%2(8) — (015 + 1653) (s) = 


t2] = 


(So — S) aie) — 15, -- S) (5) = — zi [So ae) $6), (14) 


astiel că, introdueind aci expresiile (8), urmează 


Dar intrucit avem evident 
(o'4- e = Bp” t qn 

rezultă că expresia (15) este derivata în raport cu arcul $ a unei anumite 

funcții de 3, 3. Notind 
S; = 2(9'-F q)-K,, 5$ -—2(9" H )-—Ks (16) 

deducem uşor 

K( 3) = 2(e--89 +9); (17) 

astfel eá (15) devine 
Su PF lO, = — i 1E 2. (18) 


gau Încă 


Gai T 18,5 zi Aaa iTo(3) T 39' (3) Eg V (3)]..- (19) 
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a) Încovoiere si torsiune 


Vom trece acum la cazul general R s& 0 cind — după cum am văzut 
in $ 9 — sectiunile sint supuse simultan la alunecare, incovoiere, si tor- 
siune. Soluţia acestei probleme este dată in (8.3), (8.10), (8.32) şi încă 
in (8.3), (12.6). Pentru scrierea efectivă a deplasărilor şi a tensiunilor este 
deci necesară cunoaşterea funcţiilor 9 sau F (ultima din ele prezentind 
dezavantajele menţionate în $ 12, pag. 222), şi a coeficienţilor z şi vt. 

O bară supusă la încovoiere sub acţiunea sarcinilor tangentiale se 
numeste bară în consolă, sau, pe scurt, consolă. 

Problema consolei duce deci la studiul problemelor la limită (11.1), 
(11.2) sau (11.3) pentru funcţia q(3), respectiv a problemei (12.7), (12.9) 
pentru funcția F (4, 3) — așadar al unor probleme de acelaşi tip cu cele 
ce apar în cazul torsiunii (vezi (13.3) — (13.5), respectiv (14.2), (14.3)). 
Prin urmare, problema consolei apare ca mai dificilă din punctul de vedere 
al caleulului, dar principial cu nimic deosebită de cea a torsiunii, si benefi- 
ciază deci de aceleași metode de cercetare. Analogia este deplină în cazul 
utilizării funcţiei lui Capildeo si Milne-Thomson, ceea ce, împreună cu 
cele arătate la pag. 222, constituie încă un avantaj al acestei funcţii față 
de cea a lui Prandtl şi Timoshenko 15). 


Cu toată această asemănare de principiu, unele din caracteristicele mecanice importante 
ale stării de torsiune nu mai apar In Incovoierea în consolă. Astfel, din (8.32) rezultă evident că 
frontiera 5 nu rămine nemoditicată In planul ei, De asemenea, funcția |T]? nu este în general 
sub-armonică, şi deci nu se poate afirma că maximul ei ar fi atins pe frontieră. (Vezi şi § 20, 
pag. 331.) Rezultate semnificative In această chestiune aparțin lui G. Polojii [3]. 


Vom examina in $8 20—22 unele metode si exemple de studiu, mult 
simplificate datorită celor deja cunoscute privitor la torsiune. 

În paragraful de față, ne vom opri asupra caracterizării stării elas- 
tice a consolei (completind cele spuse in $ 10), şi asupra determinării para- 
metrilor constanti ce definesc această stare. 

Fie asadar că sarcina pe baza v, = } este static echivalentă cu o 
forţă de componente /2,,/2, aplicată în centrul de reducere 3,, plus un 
cuplu de moment A, în raport cu acest centru. Dacă a, este situat in ori- 
ginea axelor în Z, atunci M, se notează M3. 

Punctele în raport cu care avem AA, = 0, formează axa centrală 
a sistemului de sarcini. Notind cu a, afixul unui punct curent pe axa 
centrală, obținem din (2.3) 


Rasi — (Q, vi — M3 = 0, (1) 


13) Menţionăm incă metoda clasică a lui B. de Saint-Venant [2], prezentată In toate tra- 
tatele de teoria elasticitátii (A. Love [1]. I. Sokolnikoff [2] ete.) — dar nemaiavind azi 
decit un interes pur istoric. 
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sau încă (vezi (8.12)) : 
l..z " 
As Set rx Da IE R E l (2) 


Dacă valorile (Qi, (Pa, A sint date, relaţiile (1) sau (2) pot fi privite 
ca ecuaţii ale azei centrale in £2. Dimpotrivă, dacă centrul de reducere 
este ales pe axa centrală si deci sistemul este considerat ca redus la o forţă 
unică R aplicată în a, şi dirijată în lungul axei, atunci (1), (2) trebuie 
privite ca definind valoarea .J/ a momentului faţă de origine, ca funcţie 
de afixul 3, al punctului de aplicare a forței R. Deplasarea acestui punct 
în lungul suportului vectorului R (care coincide acum cu axa centrală) 
nu modifică desigur momentul .J/$. 


b) Gradul de torsiune la încovoiere. Rigidităţi 


În $ 9 am văzut că stările de alunecare şi încovoiere sint earacte- 
rizate prin relaţiile elementare (9.1) si (9.3). Tinind seama si de (4.12) 
rezultă că parametrii ce definese stările de încovoiere şi alunecare sînt; 
cunoscuți, iar valorile lor sint independente de A3 sau de punctul de apli- 
care al forţei R. | 

Cunoaşterea stării de torsiune, caracterizată in (9.4), necesită deter- 
minarea parametrului 7, pe care-l vom numi pe scurt (desi nu deplin 
corect, dacă a, Æ 0) grad de torsiune [a încovoiere. 

Cunoaşterea lui + permite aprecierea contribuţiei funcţiilor de tor- 
siune în funcţia de încovoiere. Într-adevăr, din (12.7), (12.9) rezultă 
(vezi si mai jos (27)): 


unde f este funcția lui Prandtl din (14.2), (14.3), iar F verifică 
- 14-2. .,. m 
AF ee le ij [aaa În Z 4 
2(L-- v) (xà 3) 3 (4) 


Fl, == Fis ( (tdt —— tdi) ee ža f tt (a dt — a dt) +- uF, 
1 A ^ b d, 
(F; — constante necunoscute, dar nu arbitrare), Desigur, în cazul torsiunii 
avem F = 0. Relaţii similare se pot serie și cu ajutorul funcţiilor (3) 
și pla). 
Pentru determinarea lui +, amintim fórmula (8.14): 


A = uc], — T : = tafa ffas aD] =y i» fara 
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care dă pe t ca functie de M3 (si deci, in cazul unei forte unice aplicate 
în 3, ca functie de poziţia acestui punct !*)). Faptul însă că aci intervine 
functia 9(3), la rindul ei depinzind de v, complică natura relației dintre 
i a: 

TS În cele ce urmează, vom da formule mai simple pentru determinarea 
lui t (L. Solomon [8], [9]). În acest scop, să remarcăm că intrucit o(3) = 
p + iq, iar funcţiile p şi q sint armonic conjugate, putem scrie 


Im [3 e'(3)] = (pzg) 4 — (Ptr) 2 (5) 


Introdueind (5) in formula (8.14) mai sus reprodusă, şi utilizind 
formula lui Riemann (A.3.18), obținem 


1—2v YE zc | | 
Jm = oL M « jg dD|— £y, — an) ds, 6 
3 ut fo 8(1-- v) | je | zi ERUN Ha) (6) 
sau încă, tinind seama de condiţia la limită (13.4) pentru r(zy, £o), și de 
a treia formulă a lui Green (vezi mai departe (7.2.12)) pentru funcţiile 
armonice p şi r: 
ME — uz] MRE PURĂ, Im fa (azra n] — jl i rp,, ds (7) 
bendi js [um 


unde valoarea la limită à derivatei normale p „ este cunoscută din (11.2). 
Să considerăm acum integralele (vezi si (17.13)) 


b =¢ ceat Ce -d ritdn y= rtt dt (8) 
şi — utilizind şi formula complexă a lui Stokes (4.4.29) — : 
vies $ t dt = 4i J 313 dD. (9) 
A | 


Introducînd acum (11.2) in (7) şi tinind seama gi de expresia (17.12) 
a rigiditátii geometrice la torsiune, obținem după calcule elementare. 
formula 


1 1 + 2v 
ibecuri! J IG eee E liat) 
à p SH " 1 8(1-- v) (a Ca) 
suec e Cp io a EA, (10) 
40 +) 32 (+y) 


Pentru determinarea lui + este deci suficientă cunoaşterea funcţiei 
V (3), 8i chiar numai a valorilor la limită ale lui Re 4 (3). În cazul torsiunii 
(10) se reduce la (13.15). 


| M) Amintim că R este un vector plisant, Prin urmare, cind vorbim despre un vector 
aplicat in 3,, subintelegem că suportul sáu trece prin ġa- 
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Uneori este preferabil ca în locul integralelor curbilinii din (10), să 
utilizăm integrale duble in =Z, în care să intervină de asemenea numai 
funcţia de torsiune. În acest scop, să considerăm funcția lui Prandtl 
extinsă la domeniul £g: 

f(z,,2,) în 8, 


ic cn (11) 
f; in £j, 


ÎLE Ta) =! 


şi să introducem integralele 


gu 2 * 2 


Tinind seama de formula (14.18) pentru C, obţinem ugor 


a l 
H = )fap D, = — C. 13 
) T L Lb, 2 La) 
3 
De asemenea pentru integrala H4 avem 
Hy = ELS ES EB Ve (14) 
j=l 


= 


Între integralele C, din (8) şi integralele H, din (12) există relații simple, 
care se explicitează utilizînd formula lui Stokes (A.4.29): 


E Hi, ci usan, S 45 fl £i j'3* dD, 
a a (15) 
ELE d ( j'334D. 
ag 
Mai departe, folosind formula (14.7) (V' (4) — 21f,, + i3), Și din 
nou formula lui Stokes, cápátám 
V TE d.D = i(2H — Jo), WU i daD = 4i Ha T 1 C, , 
2 g 
(ysgaD = iH — — 6. (16) 
g 
astfel că in definitiv (10) devine 


M = ucC + eH, — Re(aH,) — mp: Im (aH). (11) 
y 
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Integralele C, si H, depind numai de solutia problemei torsiunii, 
mai usor de rezolvat (exact, aproximativ sau analogic), 

Toate aceste integrale sint deci nişte constante ale domeniului, Și 
au semnificaţia unor rigidilăți geometrice la torsiunea de incovoiere 9). 
Formulele (10) și (17) vor înlocui in cele ce urmează formula (8.14) pentru 
determinarea lui 7. În ce priveşte semnificația lor, vezi 8 6, pag. 189. 


c) Centrul de incovoiere 


Prezintă importanţă evidentă cunoasterea cazurilor in care incovo- 
ierea se produce fără torsiune, așadar fără tensiunile pe care torsiunea le 
provoacă, Acea valoare a lui 7 pentru care torsiunea dispare, se va nota 
7,; din (9.4) rezultă 


u vil v 
T, —— ld -— mE —————— 
Hte 2E ( ðo & 3) 2(1 4- v) 
așadar o cantitate unie determinată. Dacă axele sint centrale, avem -,— 0. 
Relaţiile (10) si (17) expliciteazá dependenţa dintre + şi M8. În par- 
ticular, vom nota cu M, acea valoare à momentului JM! care corespunde 
lui 7., şi se obţine deci introducînd (18) în (10) sau (17). Întrucît AM9 de- 
pinde de poziția punctului de aplicare a, a sarcinii R, înseamnă că valorii 
7, îi corespunde o anumită poziţie a lui 3,, sau — ceea ce este acelaşi 
lueru — a axei centrale a sarcinii. 
Privind relaţia (2) ca relaţie ce dă momentul M3 ca funcţie de R 
şi de 3,, obţinem prin derivare 


à, = 2i(0./8] OR), (19) 
ceea ce poate fi de asemenea privit ca ecuaţie a axei centrale. 
In particular, luînd pentru /2 valoarea M., şi notind eu 3, punctul 3, 


corespunzător, așadar acel punct de aplicare al sarcinii R pentru care 
ineovoierea se realizează fără torsiune, deducem din (19) 


4, = 2i (IM LOR). (20) 


Tinind seama că M, este funcție de R (vezi (18) si (4.12)), punctul 
à este unie determinat, si nu depinde de sarcină, ci numai de configurația 
secţiunii, si de v. (Se constată că 4, variază foarte puțin ca funcție de v. 
Vezi mai departe (20.95), (22.24), (22.52). Vezi $i C. Pearson [1].) Punetul 
3, astfel definit se numeşte centru de încovoiere. (R. Capildeo [1] — care se 
referă la un punct de vedere al lui A. Stevenson, eonducind la (18) ; L. 
Leibenzon [2]; E. Trefftz [4]). 

Dacă sarcina este echivalentă cu o forţă R al cărei suport trece 
prin 4,, încovoierea se produce deci fără torsiune. Întrucît acest suport 


Rs 


Im (2 354); (18) 





15) Totuşi fără a putea stabili, de exemplu, că 7 scade cind aceste constante cresc. 
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coincide cu axa centrală a sistemului de sarcini, este suficient să calculăm 
componentele P, Ra Alz şi să verificăm dacă punctul de coordonate 
gi, ase situat pe dreapta (1) sau nu — pentru a sti dacă incovoierea 
se produce fără, sau cu torsiune. 


Pentru centrul de Incovoiere se poale da și o definiție bazată pe considerente varialio- 
nale, de același tip cu definiția centrului de torsiune ($ 13, pag. 231). Se obține atunci o poziţie 
independentă de v. Pentru detalii, vezi E. Trefitz [4], A. Weinstein [1]. 


Atit t cit gi 5, depind in ultimă instanță de funcția de torsiune 
W(3) a secţiunii. În ce priveste poziția centrului de incovoiere, un rezultat, 
de acest tip aparţine lui M. Berman [1]. Ela fost reluat de V. Novojilov 
[2], şi simplificat de E. Deutsch [2]. Formula (10) este datorată în esenţă 
lui R. Capildeo [1]. 


Sint de indical unele soluții exacte ale problemei lorsiunii, cu determinare ulterioară 
a centrului de incovoiere. Multe din rezultatele mentionate In § 18, pag. 301 (si în special cele 
dale sau citate de N. Arutiunian şi B. Abramian [1]) pot fi folosite pentru acelaşi scop. Indicám 
şi rezultatele lui L. Payne [2]. 


Introducind valoarea ~v, din (18) in (10) sau (17), şi fácind uz 
de (20), se pot obţine formule generale pentru ş.. În practică, calcularea 
lui + fiind întotdeauna necesară, e mai ugor de obținut à, din (18) şi 
(20), după ce + a fost determinat în funcție de R si R. 

Faptul că 7 şi 3, depind de u(3) numai sub formă integrală, face 
ca ele să poată fi găsite cu precizie satistăcătoare chiar dacă această 
ultimă funcție este cunoscută numai aproximativ, sau eventual experi- 
mental (vezi $ 20, exemplul g, pag. 328 —329). 


OBSERVAȚIE. Dacă J are o axă de simetrie, atunci 3, este situat pe această axă, 
Într-adevăr, alegind-o drept axă Or}, avem ho = x Şi [u$ = U. SĂ construim funcţiile 


1 
rt t $ [r iz Taj + KENT yx 14)]. Lr = — [r {Ti Ta) F rir. —1,)]. 
2 


| 
2 
(21) 
1 E E plns 
tt = [ta x, + tre — Zale t = — [t (fp n)—t(Gn.— tah 
33 2 
care, în wiriutea simetriei, sint definite peste lot 1n 
A, şi permit să scriem 
rert- pr^, tatr (22) 
Funcţiile r*, t* sint pare in r, in limp ce 
r .t sint impare. Dat fiind că pe ££ funcţia n, 
este pară, iar n, este impară în a, din (21) şi din 
condițiile (13.1) si (13.5) deducem pe 2: 
PS fie Pag Hohe 


E ou A 23 
++ m —— (zi + a2) + const, t^ =0, ii, 
2 





Fig 5.19.1 
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Intrucit aceste funcții sint armonice, de aci urmează r* = t^ = 0 in ZZ. Funcţia de 
torsiune a lui Saint-Venanl rezultă deci a fi imparà, iar luncția de torsiune conjugată, şi deci 
si funcţia lui Prandtl, rezultă pare în S. 

Din (12) urmează acum 


1 te 
Ho——C3:0, H — 0, H [i i rra dD, H4 = W z, di, (24) 
2 | 
Ea dij 
astfel că (17) devine, pentru valoarea c, diu (18): 
y à 
M as Erat M x, 4D — —— i fa, dD | fm a. (25) 
| 2(1 +) J. Ec 
s aj 
Íntrucit la = 0, avem şi | = ]. si din (4.42) deducem 
a — & == (2/3) (f + D(R—R). (28) 


Prin urmare, cantitalea ĝe din (20) este reală, si centrul de incovoiere este situat pe 
axa de simetrie Orj. În particular. dacă SĂ -are doui (sau mai multe) axe de simetrie, à, este 
situat la intersecția acestora, si coincide cu ġo 


Abstracție fácind de cazul particular al problemei rezolvate în axe 
centrale (3, = 0), absenţa torsiunii nu este caracterizată de valoarea 
t = 0, ei de valoarea 7, dată in (18). Este deci firesc să folosim uneori 
in loe de (3), formula 


Festum +F) + g(* — Trif, (21) 


unde al doilea termen dă tensiunile de torsiune datorate aplicării sareinii 
de încovoiere în afara punetului à. 

Aceste tensiuni pot fi uneori considerabile. Pentru determinarea 
ponderi lor, este comod să procedăm precum urmează. Valoarea r, 
fiind cunoscută din (18), se obține usor din (10) sau (17) valoarea M, 
a momentului Mz, asadar valoarea sa optimalà. Scriind relaţiile (10) — 
sau (17) — pentru A si c, apoi pentru M, şi v., şi scázindu-le termen 
cu termen, căpătăm 

A — Me = ll — 3), (28) 
ceea ce dă imediat coeficientul termenului torsional din (27). 


Tensiunile ce apar pentru tÆ t, pot avea efecte catastrofale 
(vezi 8 10, pag. 212—213. Ca exemplu vezi $ 20, h). 


$ 20. INCOVOIEREA CONSOLEI. ANALOGII. EXEMPLE 


În paragraful de faţă, vom examina cîteva cazuri in care funcţia 
lui Capildeo si Milne- Thomson, sau funcția lui Timoshenko, pot fi deter. 
minste eu mijloace relativ elementare. 
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a) Disc circular. Coroană circulară. Concentrarea tensiunilor 


Să considerăm o consolă avind drept secţiune Z o coroană circu- 
lară de raze R, < Ry, solicitată de o sarcină statie echivalentă cu o forţă 
tangentialà R aplicată in centru. Alegind originea în centru $i luînd 
drept axă Oz, suportul forței, obţinem ag, =c —0, R = (,. Folosind 
notafile (15.93), avem evident 


D sia 
a 
l n pria meu ( d 
=> R| ax | mam = Ri — hp), (1) 
a= — Ti k 
astfel că din (4.12) obţinem 
gom mw = (Qul, = 4 Br Ril — k*), (2) 


ceea ce permite să scriem imediat componenta ca, sub forma (8.3). 

Conform celor spuse la finele $ precedent, centrul de incovoiere este 
situat în origine; întrucit forţa R este aplicată in origine, rezultă și 
* = 0. După cum urmează din (11.7) gi (11.9), funcţia lui Capildeo si 
Milne-Thomson este in acest caz uniformă. Este firesc deci să o căutăm 
sub forma 


pla) = y 4,5", 3 = Rexp(iy). (3) 


8-—u 


Coeficientii a, urmează a fi determinati din condiţia (11.1), care 


devine 
] - 14-2» 4 j 
; at -L-————— sje) = 
4u(1 + v) I 2 ] 





Im [e'(t) t'(s)] = 





26g, : T. ; 
e i N E L—It|tt (s): 4 
- ERA) | | + E ij | ex " 
Pe orice cere de rază R avem desigur 
s= Ry a(s) —iexp(iy) = i(g/ R). (5) 


Introducind acum (3) in (4), obținem pentru R = E,j-—0,1: 


1 3 2 Ri 

— Im |i na, R? exp (in EMI 

R, | X. »ü 0|- xER:(1— M 
1 


(Henn 


zER (Up) | [ex (iy) + 
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de unde, notind a, — a; + ia;, deducem relaţiile 
(3 + 2v) 8; R 
rERj(1- k’) 
Evident, toate constantele a; rezultă nule; constantele a, sint 
de asemenea nule, exceptind a; $i a',. În definitiv, din (6) obţinem 
sistemul 


Y n R} (a, cos ny — a; sin ny) = eo8 y, j — 0,1. (6) 


"-— ca 


(3 + 2v)/2, 
aa EU 


— Roa, + Ra! = 
vs 7*7 XER, (1 — k’) 














| (1) 
K 2 v)&*rj 
— Eja, + Ra, = IB T TUE. : 
x E RL — k$) 
de unde 
| 32y p 20 S spe ] 
a, = > a Al S. mci 8 
RE 1—K "^ '" E Bü- ” » 
astfel că soluţia problemei este dată de 
3 4- 2v | 1 k? | 
= = - (Id, "is x 9 
LN aom - OE NEM. | zx 


Soluţia pentru discul circular se capătă renuntind in seria din (3) 
la termenii de indici n < 0, precum şi la a doua ecuație (7). Deducem 
astiel 


| à -+ 2v (i 
NI E e S 10 
va) rE R? 5 um 


Introducind (9) in (3.10), obţinem după calcule elementare 





- (e 
T ——. BEC act Oa 
(b 3) 2s d v) RP P) la + 2v)s* + 
2 
4-233 (3 4-2) mI aika e. (11) 


Tensiunea pentru cazul diseului circular se capătă de aci luînd 
k — 0, ceea ce se verifică şi dacă introducem (10) în (8.10). 

Tensiunea tangentialà in origine este dată, în cazul discului circu- 
lar, de relaţia (11), unde luăm k = 0 şi apoi 4 — 0: 


AS Tak 


T(0,0) = SEXE d 


(12) 





312 PROBLEMA ANTIPLANĂ Cap. 5 


_ În cazul coroanei cu k —.0 putem calcula intii tensiunile in 3 = 
RD, exp (iy), fácind apoi R,—0. Obtinem astfel (compară cu $15, pag. 259) : 


| (3 4- 2v) (94 à j 
T(0,05 y) == peL g 9 i- 13 
vm quo 9x(l.4- v) | exp ( ix)], (13) 





astfel cá, pentru y = + x[2, componenta cą ia o valoare de două 
ori mai mare decit in cazul cercului plin. Acesta constituie un exemplu 
simplu de concentrare a tensiunilor la ineovoiere (vezi si $ 15, exemplele 
d şi f). și 

Comparind această soluție cu soluţia problemei torsiunii pentru 
acelaşi domeniu (vezi $ 15, exemplul a), se observă uşor natura dificul- 
tátilor sporite pe care le intimpinám în studiul cazului general al sarcinii 
tangentiale. 


,b) Funcfia lui Timoshenko modificată 


Ca, şi în cazul torsiunii, funcția lui Capildeo si Milne-Thomson se 
dovedeşte eficace mai ales atunci cînd este cunoscută funcţia ce realizează 
reprezentarea contormă a discului unitate sau a unei coroane circulare, 
pe domeniul considerat. Numeroase probleme pot fi însă rezolvate efectiv 
cu ajutorul funcţiei lui Prandtl si Timoshenko (in cazul încovoierii o 
vom numi funcția lui Timoshenko). 

Amintim aci că, F odată determinată, din (12.5), (12.6) urmează 


1 1 " " 
Ga = fa + E e e uox, F $2), 
dud 


(14) 
i 41 1 = a 
8323 = — F, 1 i o Cita ne 3 Gol îi -- is]. 


Aceste formule se simplifică dacă axele sint centrale (e — 0), si 
se simplifică încă mai mult in.axe centrale principale, cînd din (9.6) 
avem e = Rilla g = Raflı. 

Dacă funcţia lui Timoshenko se caută sub forma 


Fili X.) = Fola Gg) + Falta) + Faltis (15) 


atunci pentru F (£i; x) avem (vezi (12.13)) ecuaţia, 


| Loma : " " | 
AF, == — dur duce (aa — Gay) — Fi (£a) — Fa (4), (16) 
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şi condiţia la limită (vezi (12.9)) 
Fola = it [(z? + a) (adr, — ada) + eldr; — r da,)] — 


— F (Sa) le — Fala le ; (17) 
unde putem dispune in diferite moduri de funcţiile F(x), Fel). 


c) Analogia membranei elastice 


Funcția Fy(z,, z,) poate fi privită ca soluție a problemei membranei 
flexibile (vezi $16, pag. 262—263), avînd initial forma secţiunii 2, solicitată 
de o sarcină neuniformă, definită de primii doi termeni din membrul al 
doilea din (16) si avînd pe contur cote de asemenea neuniforme, definite 
de primii doi termeni din al doilea membru al condiţiei la limită (17). 
Acest punct de vedere nu ingăduie însă o realizare simplă din punct de 
vedere experimental a analogiei. 

F. Vening Meinesz (vezi S. Timoshenko si J. Goodier [1], $ 113) 
a reuşit să formuleze analogia sub o formă aproape tot atit de simplă 
ca în cazul torsiunii. Anume, pentru 2 simplu conex, să căutăm soluția 
"uo forma (vezi (19.3)) 


Faltis Za) = pr f(t, Ay) + F (4, za): (18) 
unde f(z,, ta) este funcţia lui Prandtl, soluţie a problemei (14.21) : 
Af = — 2, fle — 0. (19) 
Introducind (18) în (16) si (17), obținem 
| 4 2v 
AF = xn r (44 Ta — da 24) "> F? (Ta) i Fa (2), 


(20) 


m Ig . E od | 

F lg E 2 | (3 + 2$) (ou dig — ada) + e(r4 da, — a dz,)] — 

"9 
— Regla — Falai) la 
Alegind acum T 
| 1-423 l--2 

Filta) = E aa i Fa (21) ED Ea Aa Viy (21) 
ob[inem din (20): 

AF —0, 

Sr | (22) 

Fig = E | [(o i — 2 er,) da - = (ag ad — 2 ca) de, ] cui 


V și dl 
(ouă — ta Ti) 


6 (L+ v)“ s Îi 
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Integrala, din condiţia la limită este o funcție uniformă pe £7; 
intr-adevár, formula lui Riemann (A.3.19) ne dă 


$ (azi — 2e2,) da, — (asi —2 ca) dm] = 2 (a,l + «4,22 — 2e) D — 0, 
JZ 


in virtutea relației de definiție (4.8) a constantei c. Prin urmare, valorile 
la limită ale lui F sint univoc determinate si problema se reduce la pro- 
blema lui Dirichlet pentru ecuația lui Laplace. 

Pentru a o rezolva pe cale experimentală, trebuie să construim curba 
F, 8i în fiecare punet să ridicăm o cotă proporţională cu valoarea (22). 
Membrana fixată pe această curbă în spaţiu (materializată de exemplu 
printr-un cadru de sirmă) şi nesolicitată de nici o sarcină normală — 
întrucît ecuaţia din (22) este omogenă — reprezintă analogul căutat al 
problemei. 

Menţionăm încă posibilitatea utilizării de analogii electrice (vezi 
bibliografia în Th. Higgins [6 ]). 


d) Domenii simetrice 


Uneori este convenabil să utilizăm funcțiile F,, F, pentru a sim- 
plifiea nu ecuația, ci condiţia la limită. Astfel, fie că sarcina eaplicată 
in centrul de greutate al lui Z, în lungul uneia din axele centrale princi- 
pale de inerție, pe care o alegem drept axă Oz,. Întrucit in acest caz 
avem 3s = 0, /2, = 0, din (16) pi (17) urmează 


1 + 2v 
1 


nil. 


AFg = —2ur+ 





(Rilla) Ta — Fi (22), 
(23) 


— Rlta , 


1 | | 
Fole = (Ra lla) ata, + (IL) i 


BR E 
ü lo 








unde am ales F, (2%) — 0. 

Dacă 2 are o axă de simetrie, fie ea Or,, si dacă R acționează 
central in lungul unei perpendiculare pe axa de simetrie, așadar ca mai 
sus după axa Ox,, atunci, punind ecuaţia frontierei sub forma 

Ti = g(a), (24) 
este firesc să alegem in (23): 
1 , | 1 , " 
Fa lea) = 2-02. I)h gto) dz, + (Rh) | » (25) 
2 lo 6 lo 
ceea ce conduce la condiţia la limită 


Fo (T1; Calu — 0. (26) 
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Această metodă (propusă de S. Timoshenko) permite să rezolvăm 
orice problemă de incovoiere pentru secțiuni cu două axe de simetrie 
perpendiculare. 


e) Elipsá (S. Timoshenko si J. Goodier [1], § 108) 


Să considerám consola de secțiune £P mürginità de elipsa 

xla? + ză = 1. (27) 
Intrucit In acest caz à, = 0, punind (27) sub forma 

zi = a? (1 — 33/03), (28) 


ne situăm in cazul general de mai sus. 
Fie cà sarcina acționează central, in lungul axei Or. Din (25) obținem 


1 1 
Fin) = z Rl la) |^ z + ^ (1 — a/b?) 4l. (29) 


Din (23) deducem deci ecuația 


A Folt, Ia) = — 2urT + (02, 114) (a/b -- v/(1 4- v)] Ta; (30) 


care trebuie rezolvată tinind seama de condiția la limită (26). 
În virtutea celor spuse la finele $ 19, avem à, > 0; sarcina fiind aplicată central, rezultă 


7-0, | (31) 
astfel cà ecualla (30) devine 


AF, = (Ri la) Ja? b + v1 (0 + )) ta- (32) 


Pentru a satisface condiţia (26), vom căuta soluția sub forma unui produs de funcţii 
care conține In factor ecuația implicită a frontierei (27). Întrucit membrul al doilea din (32) 
este liniar în £,, vom lua 


Faltis 25) = Ka, (z][a* + a2] 03 — 1). (33) 


Inlroducind acum (33) In (32), obţinem cu uşurinţă 
1 
K = — [a* b? (3a* + d°) (9, 19) [3/09 + v (1 +]. (34) 
2 


Cu aceasta, funetia F,(x,, 23) — şi deci şi funetia lui Timoshenko F =F, + F,(x,) — 
sint determinate. Componentele tensiunii se calculează imediat din (14) (unde e = 0). Ecuațiile 
geometrice se integrează de asemenea, după calcule elementare, intrucit componentele tensiunii 
sint polinoame. 

Pentru o sarcină aplicată central în lungul axei Or, calculele se repetă analog. Soluția 
pentru o sarcină centrală oarecare se obține prin suprapunere. Dacă sarcina este aplicată excen- 
tric, atunci trebuie să rezolvăm $i problema de lorsiune, corespunzătoare momentului sarcinii 
față de origine. 
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4 5 f) Dreptunghi 


Să considerăm o consolă de secțiune dreptunghiulară, de frontieră y, > -$ a, 4 = + b. 
Sarcina este aplicată central, m lungul axei Or, Evident avem t = 0, și incovolerea se face 
fără torsiune. Dar raţionamentul precedent nu mai poale fi utilizat, intrucit eeualía frontierei 
nu poate [i pusă sub forma (24). Din (24) obținem i 


slg = |2 «0,10 Gt d — f 29) E (35) 


unde, evident, pe laturile z, = + b avem 35(5) = 0, Alegind funcţia F, (24) în aga fel încit 
paranteza dreaptă din (25) să se anuleze pe laturile 1, = + a, căpătâm 


Fag = Bate + 2, FG) m (Dalia (36) 
aslie] că în definitiv (23) se reduce la 
A Fa = bt + VNR a) gs Fog = (37) 
iar formulele (14) devin 
an = Fes + = (R idla = a, os = Foe (38) 


OBSERVAȚIA 1. Teoria elementarü a incovoierii barelor de sectiune dreptunghiulară 
presupune că, pentru o sarcină aplicată central în lungul uneia din axele de simetrie — fie ea 
Oz, — tensiunea tangentialà se reduce la componenta ca, paralelă cu sarcina, distribuită 
dupà o lege parabolică, şi independentă de r}. Aceasta se obline evident din (38) dacă luăm 
F, =0: 


an = 5 (Ri [ h) (0è — ai), 0s O, (39) 


- dar o asemenea simplificare nu e n general justilicată. (Pentru un caz particular, vezi 
maj jos (50).) Totuşi, formulele (39) — care poartă numele lui D. Jurawski — constituie Incă 
și azi în rezistența materialelor punctul de pornire în studiul problemei incovoierii consolei de 
secțiune dreptunghiulară, şi chiar mai complicată incă. Pentru detalii, vezi de exemplu N. Be- 
liaev [2], $15.91 ; Filonenko-Borodici et al. [1], volumul 1, § 5.63. 


Comparind (37) cu (16), conchidem că deter- 
minarea funcției F echivalează cw rezolvarea pro- 
blemei membranei fixate pe contur $i solicitate de o 
sarcină normală, proporţională cu — |v/(1 + v)] 
(Rilla) ta (vezi (16.6) si fig. 5.20.1). De aci urmează 
că Fí(r,, r4) trebuie să fie pară în x, și impară In r}. 
Să o căutăm sub forma unei dezvoltări 1n serie 
Fig. 5.20.1 dublă Fourier 





- mr ni 
Fog» 24) = Y Fm;n cos A sin : É (40) 
mn 2u 2b 
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Introducind această expresie în ecuația (37), avem 





cos -sin ———— — -— ———— M y (41) 


c 23 a p 
ov xxr m n Hm, 00 nc, vo i 
T Puglia : ' 
ü 2d 2b 1 he y la 


dh = (—1)" nx 
is t= — sin a cod poems (42) 
young d b 


Tinind seama si de dezvoltarea in serie (15.63), de unde 


e. o6 t 2m -- 1 
ie 3 beu S zi. — aaa, (43) 





putem deci serie (42) sub forma 


8b œ — ppt 2m -r 1 ' nm 
mi me cis Y WC Eo mU FI sin i (44) 
c? maat m+ i)n 2a b 





astiel că din (41) urmează prin identificare 


8bosv (Qo (—1y9*» 
Pom +1; 2 = ser 
m 04v h Qm-)n|2m t1? 4e 4 nif] 


| Am - 1 
| ( —1)" *" cos RU A ts sin| —À— 
Fola» Ta) = E TD II i aa a aan 


m dx. h o Qna Dn [m 4 1) (02 fat) 4- në] 


E a a 











şi deci solutia este 





Prin urmare, din (38) deducem 





2m + 1 nT zx. 
( — 1)" ** cos Ta eos| - = 
iie e AM o o m m 2a b 


mod 9m, (m +1) 2m + 1) (04a) + nt] 


2m 1 nTzrz 
(—1)*** sin|- tu ze, | sin : 
1 (du oss y a a | 2a db] 


2 h maiti A n [(3 m + 1)* (b*/ 4a*) + nt] 





În cazul limită b -- 0, aşadar pentru o consolă de secţiune foarte ingustă (o placă 
dreptunghiulară, acționată fnr lungul secțiunii sale transversale : fig. 5.20.2), sumele din (AS 
lind evident spre zero, si soluția elementară (39) rezultă justificată, 

Analogia membranei permite studierea stării de tensiune în cazul 2a g 2b«l 
(secţiune largă ; vezi prima fig. 5.20.3). Tntrueit Fy reprezintă deplasarea normală a membranei 
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sub acțiunea unei sarcini proporţionale cu. — [v/(1 -- v)] ((2,/la)a, se poate considera că In puncte 
nu prea apropiate de laturile mici r4 = + b, Fa este funcţie liniară de x, (vezi si fig. 5.20.1). 
Ecualia (37) se reduce astfel la 


Fay = (+ (8 "m Tas 


«le unde 


1 a 
Fg = za + (8, | 1h) (G—2*) ra. (47) 
Formulele (38) devin atunci 
1 ! à 
Gy = x LII + v)] (4,/ 1) — xp). Cg = — [vI(T - 00 (0041 1) ta ta (48) 


În comparaţie cu (39), constatăm o micşorare a tensiunilor oa (paralele cu sarcina), si 
apariţia unor tensiuni fy. care sint importante pentru |x| mare. 


bag! 


Hi. 
1^ 
Ty 


În acelaşi mod se poate examina si cazul 2b 2a I. Pentru aceleaşi motive 
ca mai sus, admitem cà in puncte nu prea apropiate de laturile mici z, = + a, membrana ia 
o formă cilindrică, astfel cà de data aceasta Fou este neglijabil. Ecuația (37) dă acum 





Fig. 5.20.2 


1 a 
Fg == = [v (1 + DUR [1 ) zs (35 — 03), (49) 
de unde 
1 y Fa 5 P 
95 = alha | a — ri t v/a nz E sl. Gu 0. (50) 


După cum era de aşteptat, corectia fată de soluția elementară este în acest caz foarte mică. 

Pentru detalii, vezi încă 5. Timoshenko şi J. Goodier [1], $ 109. 

Dimpotrivă, în celălalt caz-limită, fie el b-— co (placă dreptunghiulară infinità acționată 
lupă înălțimea secțiunii sale transversale : figura 5.20.3), formulele (46) îşi pierd sensul. Ele nu 
pot fi restabilite nici eu ajutorul teoriei integralei Fourier, intrucit funcţia r, nu este complet 
integrabilà pe dreapta nemărginită. 


i 20 INCOVOIEREA IN CONSOLA. EXEMPLE 319 


De altfel, în problema anliplanà, însâși presupunerea bà | nu poale [fi acceptată: 
problema unei astfel de „plăci in consolă” trebuie abordată pe altă cale (vezi mai departe 
$ 6.5, pag. 375). 


320 æ | « 2b 


25 
13 





Fig. 5.20.3 
g) Semicoroană circulară. Concentrarea tensiunilor 


Problema torsiunii pentru bare de secțiune in semicoroană a fost 
studiată in § 15, exemplul f. Aci vom examina problema incovoierii in 
consolă a unei astfel de bare, sub acțiunea unei sarcini tangentiale, dirijate 
perpendicular pe axa de simetrie Oz, a secţiunii (vezi fig. 5.15.4). 

Păstrind notatiile din $ 15, f, avem evident 





D= A s(Ri— Ri) => a RG — xS, (51) 
njz 3 Ea : . PF 1 Ry 
bas = | exp (i dy RAR = — i exp (ix) | =R" = 
—mnj2 R, -x2 3 IR, 


2 
xd ^ (A, — Ri), 


de unde 
(R-E 4 1— k’ : 
pcs. ARB) 4 1— P, (52) 
Pentru momentele (ne-centrale) de inerție avem, ca si in (A.7.25), 


I - san =” 


—mn"a 


a 1 
à RAR =—xz(Ri — RÌ), 
R, 4 
(53) 
xia Ra 
J= ean =] exp (215) dy | R'dR-—0, 
-7/2 R, 
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4e unde deducem 
1 M 1 | 
]n = Jes = & "US — Bye rz Ri (1 — m), ha = 0. (54) 


Fácind uz de teorema lui Steiner şi de valorile (51), (52), obţinem 
de aci (întrucit 22 = 0): 
h -— Iu: P 2 aa I (a3) D. (55) 
Întrucit datele la limită an expresii analitice diferite pe diferitele 
porțiuni ale frontierei, nu se vede cum s-ar putea face uz de condiția 
la limită (11.1). În schimb, limitindu-ne la cazul unei sarcini perpendicu- 
lare pe axa de simetrie Oz,, funcția lui Timoshenko poate fi găsită. 
Întrucît în acest caz avem R = i @,, din (4.12) urmează 


a = (2/8) (lo + DR = i æy = i (Raflı), e=0. (56) 


Să căutăm funcţia lui Timoshenko sub forma (15), încercînd totodată 
să ajungem la o condiţie la limită de forma simplă din (26). (Baţiona- 
mentul din (23)—(26) nu poate fi utilizat, intrucit frontiera este alcă- 
tuită din arce de expresii analitice diferite.) 

Alegind F, (3) = 0 si derivind in raport cu arcul s in condiţia la 
limită (17) — unde 2, = «x, = ¢ = 0 — obţinem 


| 1 2 a , | F 
Fale = — E (2,11) (at + a3) + F (20| 2 (8). (57) 
(Comparind cu (23), se vede că intervertind z, cu fa, se schimbă şi 


semnele.) Pe porțiunile rectilinii ale frontierei avem da, = 0, astfel 
că (57) se reduce aci la 


Fo, a lao ze Da (58) 

Pentru a verifica (57) pe semicercul exterior, este suficient să alegem 
" AS » BA i es : 
Fa (%1) |n, = — 3 (Rajh) (i + a3) ace, > — Ei (Rafli) Es, 


de nnde 


1 å 
Fa (24) = — 3 (Ral hi) Bot- (59) 
Pe semicercul interior rămîne astfel | 
1 i 
Fo. na, 3 (2,11) (Ri — Ri) ala). (60) 


Integrind aceste relaţii în raport cu arcul s, obținem 
1 a 
Fo 2-0 =0, Fo le-a = 0 3 Fo PR 5 (Plh) (E — Ri) Tis (61) 


ceea ce inlocuieste condiția la limită (26). 
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Totodată, tinind seama de (59) in (23) (unde intervertim de ase- 
menea semnele: vezi (16)), deducem 


AF, = — 2ur — [(1 + 27) (1 + I] (29/1) 2, . (62) 


Soluţia generală a ecuaţiei (62) poate fi căutată ca sumă a soluției 
generale a ecuaţiei 


AF = — 2uz, (63) 
cu o soluție particulară a ecuației 
AF, = — LU 2/1 + (Ball) a. (64) 


Pentru cea dinţii, este firesc să alegem Fi = utf, unde f este 
funcția deja determinată in § 15, pag. 256. Întrucit avem f — 0 pe F, 
rămine să căutăm acea soluție a ecuaţiei (64), care satisface şi condiţia 
la limită (61). 

Pentru început, vom considera funcția A,R? z,, nulă pe componentele 
reetilinii ale lui 2, şi pentru care avem A(A R? m) —8.À,2,. Verificarea 
ecuației (64) şi a primei condiţii (61) este deci asigurată, dacă alegem 

an lity Ra —— 12v — Ba 
i S LEA h z(l--v) Ri— Ri 

Pentru a satisface si celelalte două condiţii (61), trebuie să adăugăm 

funcţiei A, I?y, o funcție astfel aleasă, încît ecuaţia, (64) şi prima condiție 


(61) să rămină verificate — aşadar o funcție armonică, si nulă pentru 
4, = 0. Luind 














(65) 


E — (A, R? + Aj + AE) a, (66) 

căpătăm din (61) relaţiile 

d j a i a 1 E 2 
As + Ash? — — A Ri A + AgRi?= — 48 + 3 (Raflı) (Eo — Ri), 
de unde 

à ^ 1 = 1 a m 
Ai = — (R + Ri) A — > (Ral h) Ri, 45 — 4, + s It] RR, (67) 
ceea ce, tinind seama de valorile lui A, si 4, dă 


2 D Lo 2 pê 
Ap2OEP)ELTG R2) RP, 0, 0 3-3» RR o, qu 
v (l + v) (Re — Rì) z(l--v) H;—Hj 


În expresia finală a funcției F mai intervine însă si funcţia Fa (2) 
din (59). Notind cu A, coeficientul termenului in z, căpătăm deci 








3 A+ 9y l 
——— - Ba. 69 
r(l- v) R- * s 





TS | 
Aa = A; — 2, ]1) 8 = — 
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Amintind acum expresia (15.102) a functiei lui Prandtl, putem scrie 
funcția lui Timoshenko sub forma finală 





$ 
Fina t) = — TL (1 + eos 2y) + Y Ba R^! eos (Zh + 1) x 4 
and ii = — 08 
+ (A, 4-4, + AVES) a, (70) 
unde expresiile (15.117) dau 
16 zo bed. ora AS Ry": pentru h>0, 
| x (2h —1) (2h --1) (2a -+ d | — Ke? | 
By a = a (71) 
[2 MTM NENNEN LI IK E 
(m (9A — 1) (25-1 1) T TEE gen " ees 


Pentru coeficienții A,, Ap, Ag dispunem de expresiile (65), (69) gi 
(68), sau încă, folosind gi aci notația k = K| Ra: 
DE abo Ba po i PE Pa 
Ala) R—A) T naty RO mE»! 
3 + 2v k? 
a(l Hy) 1k 








(72) 


i a 


Rümine acum de determinat numai c. În acest scop vom face uz 
de formula (19.17), asadar vom avea de calculat integralele (19.12). 
Pentru C — 2H dispunem de formula (15.127). Funcţia lui Prandtl va 
fi folosită aci sub forma ce rezultă din (15.94) şi (15.120), iar functia de 
torsiune à lui Saint-Venant, sub forma ce rezultă din (15. 94) şi (15.126). 
În telul acesta, din a doua formulă (19.12) obţinem mai întăi 


H, =0, (73) 


dat fiind că funcţiile sin (2h + 1)y ce apar in r*(R*, y) sint impare 
în intervalul | —x/2, 1/2]. Mai departe, avem pe rînd 


& £l fa | 
H= — Ri Y | ra (R*) R"? ae? sin (2h + 1) exp (ix) dy, (74) 
helsk -nj 
Tiz i 
Hs = Fi y, Ó ft CR*) R" ae cos (2h -- 1) exp (iy) dy. (75) 
-—Tng 


Tinind seama de formulele lui Euler, avem de calculat mai intii 
integralele 
0 pentru h — 1, 


j2 
i(2h + 1 iy) dy = 
(„exp [i (28 + 1) x]exp (ix) dx | x pentru h = —1, 


(76) 


$ 20 INCOVOIEREA IN CONSOLA. EXEMPLE 325 


gi 

0 pentru h 4-0, 

x pentru Àh —0. 
Intrueit in (74), (75) intervin numai exponenţi h ne-negativi, dedu- 

cem că integralele corespunzătoare valorilor A — 0 sint nule, în timp ce 

pentru A = 0 căpătăm 


V^ exp [—i (2h + yd exp (ix) d = | (17) 
-—T2 


axo B T ma r l 
| sin y exp (iy) dy = zm | cos y exp (iy) dy = z” (78) 
=r -— -72 


Cu aceasta, relațiile (74), (75) se reduc la 
1 1 
Ha = — in Bi DiR) Mak, Hy = 2 zh; | fR") R"aE*. (79) 
2 k 2 k 
Utilizind aei (15.120), (15.126) si (15.112) pentru h = 0, găsim 


í, n$ (R°) R? AR* = (2/57) (1 + 5k? — BI — 15), 
k 


(80) 
1 
| f; (R*) R'* dR* = (2/157) (1 — 5k? + 5k? — 15), 
k 
$i deci in definitiv 
H,— — in (+62 —5k8 — 35), Ha = RS(1— 5k? -- 5k3 — k5). (81) 
o 


Tinind seama de valorile Hi, H4, Ha, relaţia (19.17) devine acum 


AM = uxC + 5 n; [5 + 5k* — 5k? — K’) + 
a] 


boco———(L-2H88 ape je Im « (82) 
i -+y 
(relație valabilă pentru orice sarcină tangentiali) unde C este dat de 
formula (15.127). În cazul de fată, din (54)—(56) avem 
Im « = (2,/1; = 8E R| nR (l — 14), AG = wi Ra, (83) 


unde wi este abscisa punctului in care i@, intersectează Ox, (vezi (2.3)). 
Odată cu determinarea lui + din (82), funcția (70) este efectiv 
cunoscută, iar formulele (14) ne dau componentele tensiunii 


i vI ^ a 
O3 = Es, 05 = — Fa — ce (Rall) (xi + a5) . (84) 
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Este adesea convenabilă transcrierea functiei (70) sub forma com- 
plexă 


" g ; cz zeu x » 
Fiaa) = etf laa) H (A188 + Aa t Aalia) (5 +3), (85) 

unde f(s, 3) este dat in (15.119), Formula (12.6) se scrie acum 
T (aa) = —2iuvrfG; —i[A.(3* + 233) + Ap Aag *]— oază (80) 


unde primul termen din membrul al doilea este dat de (15.121). Din 
(14.7) avem şi 


— 2i ptis — pr (d ig). (87) 


După cum se vede din (85), termenii ce deosebesc functia de inco- 
volere de funetia de torsiune au (în exemplul de fatá) caracter elementar. 
Scriind F din (85) sub forma (19.27), putem separa aci un termen cores- 
punzător încovoierii tără torsiune, si un termen torsional, al cărui coefi- 
cient se determină din (19.28). 

Pentru a găsi 7, 8i 4,, vom face uz de (19.18) si (19.20). Avem 


ie = » [v/(1 4- y)]ia (« — à), (88) 
și deci din (82) urmează 
É y ixi ps 
imis i—RÀ e Po naa k 
U DeL lk 300 Ev ^ a pe 
E562) /0 — plita a). (89) 


Întrucît din (54)—(56) avem 
Q(a — x)/ 3R = (2/8) (Ig + l)2i]h- SR (1 — k’), (90) 
deducem în definitiv 


8 R 
; mm pietate a DE ee eg ie Pe de 
: "oo 35x (1 +y) m ^s 
| 10v 1—X* C 
EO gp EE os erc de 91 
T-5(3 + 2v) k&*( ) Er. (91) 
OBSERVAȚIA 2. În exemplul de faţă avem R = — R; coeficientul æ este însă funcţie 


de cele două variabile R, R, si derivarea trebuie efectuată în consecință ; dacă am înlocui R cu 
—R si am deriva apoi în raport cu R, rezultatul ar Ti evident eronat. 

OBSERVAȚIA 3. Conditia ca sarcina să realizeze încovoierea fără torsiune, este ca axa cen- 
trală a sistemului (de ecuaţie (Rari — (Ri x5 — Jf = () să treacă prin centrul de Incovoiere, 
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Intrucit aci avem zi = 0, rezultă JA = fa zl . Aceasta este o condilie de legătură între mo- 
mentul rezultant fatà de origine, şi componenta după Or, a rezultantei. Componenta după 
Uz, a rezultantei poate Îi oarecare — ceea ce era de aşiepiat, în virtutea simetriei secțiunii 
(vezi finele $ 19). 


Soluţia obţinută permite considerarea a două cazuri particulare 
importante: k — 0, şi & — 1. Primul este cazul semicereului cu o slăbire 
semicirculară în origine. Soluţia corespunzătoare se obţine luind k —0 
în coeficienții ealeulati mai sus. 

Se poate obţine de aci şi soluția problemei semicercului fără o 
astfel de slăbire. În acest caz trebuie să considerăm în (70) numai indici 
h > 0, gi să luăm k = 0 şi k > 0 in (71), (72). Pentru a ne convinge de 
aceasta, este suficient să reluăm raţionamentul care a condus de la (62) la 
(70), să considerăm funcţia lui Prandtl pentru semicere, 8i să luăm în (66) 
As — 0; din (61), ecuaţia pentru PR = Æ, dispare, iar cea care cores- 
punde valorii £ = Ry dă pentru A; aceeaşi valoare eu cea care rezultă, 
din (68) pentru A, — 0. Tensiunea tangentialá se serie deci tot sub forma 
(86), unde insà primul termen din membrul al doilea este dat de (15.121) 
fără termenii corespunzători puterilor negative ; termenul în A, nu există, 
lar eei rămași se calculează tinind seama că E, = k = 0 (vezi (54), (56), 
(72) gi (83)). 

Gradul de torsiune la încovoiere pentru semicerc este dat de 
(82), (83) : 


A — vC + (8/15) [(3 -- 49) / (1 + 1 Ry 5, (92) 
unde amintim că din (15.129) urmează 
C= (8/7) 0,1168 Ri. (93) 


Aceste relaţii sint valabile atit în cazul k= 0, cît si pentru k —0. 
Utilizind (93) in (91), obținem uşor pentru semicerc 


à. = (8/5 x) E, [1 + 0,018 v/(1 + v)], (94) 


de unde, intrucit avem 0 < v c » urmeazá 


0,509 Ro < 3, < 0,515 BR. (95) 
Dat fiind că pentru k = 0, din (52) avem 
áo = (4/3 x) Ry = 0,424 Ro, (96) 


se vede că 3, A ĝo. Acelaşi rezultat rămîne valabil în cazul k — 0. 

Ca și în problema torsiunii, constatăm. că funcţia F pentru semicere 
(precum si parametrii globali 7t., 4, si C) se obţine prin trecere la limită 
pentru & — 0 în soluția pentru semicoroană. Dar, ca şi în cazul torsiunii, 
apare şi aci fenomenul de concentrare locală a tensiunilor, care deosebeşte 
cazurile k = 0 şi k —0. 
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Pentru a pune acest fapt în evidenţă, vom face uz de expresiile 
(85) şi (86). Considerind un punct 3 = R, exp (iy) sifácind R, — 0, vom 
obţine pentru pru termen din (86) valoarea (15.131). Din (83) si i. 
urmează cá aa A, $i A, rămîn mărginiţi pentru E, — 0, in timp ce A 





tinde spre zero. De aci conchidem i 
iT 2 j 3 -L 2j 3 d 
But (A13 A 2 ET 8b 71 A, Az 3 2) là = R exp (iz) 
> --2 ora 
EE Ru. era (2iy)]. (97) 
z(l-v Be 


.. Introdueind acum (15.131) și (97) în (86), obţinem in eazul-limitá 
al semieoroanei pentru R, —- 0 (vezi gi $ 15, pag. 259): 


a 2» Ral; 
mi -+ y) m| 


Introdueind aci pe uz din (92), (93), deducem 








i 8 
aT 


T (0, 0; — op M 41 4-017 | Eli pi 2 
( x) = | ,95 Ra + (2 + ii [1 + exp (2iy)]. 


(99) 


Dacă repetám acum acelaşi raționament pentru semicere, tinind 
seama că formulele (92), (93) rămin valabile, că (15.131) se înlocuieşte 
cu (15.132), iar termenul în A, dispare, obținem în loe de (99): 


ü 
A en + 0,17 m ^s Je (100) 


"0 








T (0,0) — |- 2,85 


Cele spuse in $ 15, pag. 259 pentru torsiune, rămin deci valabile 
atit pentru componenta torsională, eit si pentru cea de încovoiere (inde- 
pendentă de c) à tensiunii tangentiale complexe. 


CHBSIR :VAȚIA 4. Apariţia persistentă a termenului exp (2i y) este legală de configuratia 
rou eii în toate cazurile examinate pină aci, punctele unghiulare ale lui £ sint intersecții 
ale unar arce analitice ce formează un unghi egal cu rj, 


Trecind acum la celălalt eaz-limitá (e = 1 — k — 0: secțiune în 
semicoroană cu pereţi subţiri), şi retinind termeni pînă la puterea a doua 
a grosimii reduse e, obţinem mai întii din (83): 





à 
quom [e e ag d 4, (101) 
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iar din (72) : 





v LAcbAw Pe Pe 
udi mrs t pe x^] 

3 2v 1 j 9 
diee ll a A. i (102) 
A z(1- v) ant ixi 
du OE AR LL RUM 

z (1-4 v) 4e 2 


Mai departe, din (15.135), (13) şi (81) avem 


(103) 
H,— —2i B [i -et 4) Ha => Rie’, 
iar din (88) deducem 7, pentru încovoierea fárá torsiune : 
Da 
üt, = za Es [i (H pe Tas a) (104) 
me (1 + + v) hi e 
Formula (91) dă afixul centrului de încovoiere sub forma 
' 1 l a 05 
e lI aX == Rs) | — ui E CE P" (105) 


Prin urmare, pentru e suficient de mie, avem 3,- Ro, aşadar 
centrul de incovoiere este situat chiar în afara secţiunii, $i anume, contrar 
centrului de greutate, spre exteriorul cercului exterior, 

Tinind seama de (103), formula (82) devine acum 


ANS = 3 x us Ri s + Re [e(s — Je 4 3*l*s [»/(.. + e! Ima, 


(106) 

de unde, tinind seama de (101) si (104): 

A, n la n) Ba Ba ( pat] + [v8 x (1 + DIR Refi Exe 
(107) 


unde al doilea termen trebuie neglijat, iar cel dintii coincide cu produsul 
dintre sarcina @, si abscisa centrului de încovoiere. 
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Relatia (19.28) devine aci 
M — JL, = n Ri iuto ny. (108) 


ceea ce permite determinarea lui + pentru orice M3 dat. 


Formulele pentru 7 $i 5, sint deosebit de utile atunci cind problema lorsiunii se rezolvă 
ușor, Astfel, soluția aproximativă a problemei torsiunii pentru secţiunea in formă de semi- 
coroană circulară (vezi $16, Observaţia de la pag. 275), va putea fi luată sub forma (16.43), 
(16,41): 


1 
r(n,x,-— x, f(z,2)-—--— Rg(0— R'*)--y1n R*. (109) 
2 


Introducind aceste expresii aproximative în (19.12), deducem pe rind : 


1 1 


| 1 
2 2 


nt 


(1— R**) R* ane | 


1 nis 
dy + Rv R* In R* are | dy, 


k k 


-—-mm --—nmum 


1 mS 
H, = - ij ne an | y dy — 0, 


k -7j 
1 T2 
Ha = = ril meam ee ots. (110) 
E “= 


1 | 1 | aja 
H, = — rif (1 — R**) R"? ane | exp (iy) dy + 
2 k — fe 


1 "E 

+ R? " R*? |n R* dn* exp (iy) dy . 
k + — ZI 

Or, avem evident 


exp (iy) dy = 2. 


"= TUS 


si încă, utilizind (16.48) si notalille (15.93) : 


TIS n/a 
| exp (i3) x dy = 2i, (111) 


= ftit 


-l 1 1 1 
| R* in RAR = — — [1 4 E (21n k — 1)] = —— e*|1 — — e], 
k 4 2 3 


(112) 


1 1 1 
| Ri in R^dR*-«—-——[--s81Ink—1)-—-—z(t-— ec. 
' 9 2 

A 


Ţinind seama si de valoarea din (16.50) a constantei y: 


= ai. e) (113) 
G 
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deducem din (110) valorile aproximative ale constantelor C, Hi Ha Fa = care coincid cu valo- 
rile exacte deja obţinute în (103). 

Prin urmare, soluția destul de grosier aproximaltivá (108) a problemei torsiunii dă pentru 
T Și 4, Valorile exacte — dacă e este suficient de mic (e & 0,2), Evident, aceasta se datorește 
faptului că 7 şi 3, depind de functa de torsiune numai sub o formă integrală (vezi $ 19, pag. 308; 
$ 16, pag. 270). 


h) Rolul tensiunilor de torsiune in incovoiere 


Să punem în evidență (cu titlu de exemplu) ponderea tensiunilor 
ce apar dacă sarcina este aplicată în afara centrului de încovoiere. 

Vom nota — numai in exemplul de fată — cu T, tensiunea tangen- 
țială de încovoiere tără torsiune, $i cu T — tensiunea tangenţială totală 
dată de (8.10). 

În cazul cercului, o sarcină (2, a cărei linie de acțiune este paralelă, 
cu Oz, si trece prin (0, 24), poate fi înlocuită cu o sarcină (9, aplicată 
în origine, plus un cuplu de moment M3 = — (2, 25. Întrucît avem jpm 
= ġo = 0, 7, = 0, sarcina 62, aplicată in origine dă încovoiere fără tor- 
siune, în timp ce sarcina A provoacă torsiunea barei. 





În cazul semicoroanei circulare, o sarcină i@, paralelă eu Ox, si a 
cărei linie de acțiune trece prin (æf, 0), poate fi înlocuită cu o sarcină i(, 
ce trece prin origine plus un cuplu de moment M3 = R, wi. 

Din această figură, este intuitiv limpede cá sarcina i 2, aplicată 
în origine (care nu este centru de încovoiere) produce şi torsiune (pentru 
sarcina din figură, în sensul indicat de săgeata subţire). Cuplul de moment 
Pa «i produce (in cazul din figură, unde a; — 0) torsiune în sensul 
opus. Pentru o anumită valoare vi, torsiunea totală dispare: aceasta 
este desigur tocmai valoarea s = x. 
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Fig. 5.20.5 


Cazul seetiunli elreutare. Luind X = 0 în (LL), obţinem pentru o sarcină centrală ff, : 
T, (3. 5) = P [(3 --2v) Rp — (1--2v)3* — 233]. (114) 

unde am notat 
P-—GgIz- v) RI. (115) 


Întrucit pentru cerc avem r(r,. Ta) E 0 şi intrucit c = 0, în cazul sarcinii (2, aplicate 
excentric avem de adăugat la această expresie numai termenul iuza (vezi (8.10)). Din (19.8) 
deducem C, = C, = C, = 0, iar din (19.9) urmează gi C, = 0. Prin urmare, formula (19.10) se 


reduce la AE = pzC. de unde 
un = —2g, xum BS. (116) 


Tensiunea Langentialà corespunzăl oare cazului general este deci 
Tai) —P[(34-2v) RR — 4 (1 vjagg —(1 7-253! — 2831. (117) 


Să determinăm punctul in care modulul | T,| (sau pătratul său g = T, Tę) îşi atinge 
maximul. Pentru aceasta, din (114) avem mai Intli 


g(4. 3) = P? [3 + 2 Ri — (1 + 2v) (3 + 2v) Ra (* + 8*0 — 
— A4(3 + 2v) R23à — 2(1 + 2v) (3*3 -- 839 HE 4v t 499) 3? à . (118) 
Prin derivare în raport cu 4 (vezi (A.1.17), obținem de aci ecuaţia 
2(1 + 2v) (3 + 2v) Rih + 49 + 29 R5 — 60 4-290333 — 20 4-293! — 
— 2(5 + 4v -- 4v*) 33* = 0, (119) 
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care posedă soluția evidentă 3 = 0. Pentru a găsi eventuale alte soluții, vom lua aci à-R 
exp (1y), vom împărţi la R, şi vom separa părțile reală şi imaginară. După calcule elementare, 
oblinem sistemul : 


((3 + 2p RE — RE [5 + 1v -- Av* -I- 4(1 + 2v) cos* 4 ]) eos y = 0, 


(120) 
t(1— 295 (93 + 2v) Re — 8 [5 + 4» -- 4»* — 4(1 + 2v) sin? x1) sin 20. 


Luind în prima ecuaţie eos y = 0, obținem din cea de a doua o valoare R? > RÈ, ceea ce 
nu are sens. Luind in cea de a doua sin y = 0, căpătăm din cea dintii R = + Ro aşadar Locmai 
puncetele-frontieră în care axa Oz, intersectează cercul. În fine, pentru cos y 3-0, sin y0, 
deducem din nou A* > HZ, ceea ce rV are sens, 

Rămin aşadar de considerat valorile 3 = 0, 4 = —— Hy. Făcind uz de formulele (4.4.16), 
(4.4.19) si (118), conchidem că punctul 4 = 0 este un extrem. Din a doua formulă (4.4.20) re- 
zullă că acesta esle un maximum. Din (115) şi (118) obţinem valoarca sa : 


3 4- 2v Ri 
Tal aar = T (0,0) = — 
e E i 





(121) 


Pe de allà parte, din (111) se vede direct cil Ty tE Ras + R4) = 0, astfel că j= Ro 
sint puncte de minimum pentru |T, |. 


În ee priveşte valorile pe frontieră, din (114) avem 


1 
Toig = — E - f£ [i — exp (2iy)], (122) 
2x (1--v) Æ 
de unde 
a 
mE 2 +a) Ri 4 sin*z. (123) 


An* (1 + v? RÀ 


Evident, această funcție îşi atinge maximul pentru y = + ::/2, unde 


i + 2y (gi 
1-4» zR? 





| Tolir T 





(124) 


Comparind (121) cu (124), rezultă că maximum maximorum este cel din origine. 
Mai departe, din (114) — (117) avem pentru sarcina excentrică 


Tj, 3) = To (+ 3) 2i (Q4 2$ 1x RD 3. (125) 


Nu vom relua pentru această expresie calculele de mai sus, si ne vom mărgini la a consi- 
dera tensiunile tangentiale într-un punci-frontierá in care vectorii Ty şi T au acelaşi suport, 
cum este cazul in punciele y = 1/2. Obtinem aci 


Xe 1 + 2v Ri 


— 


t = 
p 14x RE 








X42 | 
T zi ( + N i Fue (Qu (126) 
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Dacă de pildă z} = Hy. în punctul-fronlierü à = iR obținem astfel 
3+ 4v p 
ITI = = —, (127) 
| +y zki 


ceca ce depăşeşte de 2,5 ori valoarea |Tel i din (124), şi de 2 ori valoarea | Tg] din (121). 


OB8ERVATIA 5. Pentru determinarea punctului celui mai periclital, trebuie desigur să 
ținem seama $i de componenta Ga, (vezi (10.13) şi (10.14)), care nu depinde însă de punctul de 
aplicare al sarcinii R. 

Cazul secțiunii in formă de semicoroaná eu pereţi subțiri. Solulia problemei este dată 
în (86), unde trebuie să ținem seama de (101)— (108). Pentru a calcula =, putem face uz de soluția 
aproximativă (109). Analogia membranei arată că această soluție rămîne valabilă si pentru cal- 
culul tensiunilor — la distanţă suficientă de porțiunile rectilinii ale lui ££, Este de preferat să 
utilizăm aci funcția de torsiune sub forma (16.43), si să înlocuim primul termen din (86) cu aju- 
torul relaţiei (87). În telul acesta, obținem : 


: à E Ña 
"a.p acias|a - e| - dard T i 


3 
lb e4 — sg 
i 2 4 " 
EE dU DLE E s [(1 4- 2v) 32 — 233] + 
w(i + ve AR 
1 1 
2d ndi dad 1 1 3 vi 
+ (3 + 2v) + — (3 + 3y) |l——c——.]—), (128) 


Termenul independent de c tinde la infinit ca e`? pentru g — 0. 

Dacă momentul sarcinii faţă de origine este Jf, (aşadar, dacă axa centrală lrece prin 8, 
şi deci = = T), atunci din (104) conchidem cá coeficientul termenului torsional (inlocuit In 
(128) prin expresia elementară provenită din soluţia aproximativă) nu creşte mai repede decit 
el pentru e—0, 

Pentru a evalua contribulia termenului torsional în (128), vom scrie 


T 1 - 
4 — nie eem = R | — [ — £c Seem exp (ly). (129) 
6 | 8 
unde, Intrucii avem 1— e & RI Ro S 1, deducem că 


7 1 : 1 
-ef Lee [ieseam sefi): (130) 
6 b 6 


Produsul ig. 7 f g, inlocuit cu primul termen din (128), rámine deci mărginit pentru e — 0, 
astfel că numai tensiunile de Incovoiere propriu-zise tind la infinit cu & ?. 

Pe de altă parte, din (108) rezultă că, dacă avem AME- Jf, factorul pir — 7,) crește 
ca € ? pentru e — 0, astfel că termenul datorat Lorsiunii crește în acest caz ca & *, prin urmare, 
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cu mult mai repede decit Lermenii cu caracter elementar din (86), şi de asemenea cu mult mai 
repede decit In exemplul mai sus examinat al secţiunii circulare. Din (108) obținem acum 


3 Arg, "| 1 1 
(7 — p) = ————— (p tt — ——— i — — g = — E? E (131) 
, í x Re! | dis Te 2 4 J 


Pentru 17 = aj, avem evident de aci 7 = +, (incovolere fără torsiune). Să considerăm drept 
exemplu cazul z^ = 0 (sarcina aplicată In origine). Din (104) si (131) avem acum 





cl eee E Ep ate il. 
z*(l--v) Riz 12 
(132) 
1' 
kir— T)- — 2f. i-le-l' 
zt Ri ei 2 4 


Să ne mărginim la a calcula T (3. 3) in punctul j = Rẹ Grupul termenilor independenţi 
de * din (128) are In acest punet suma 








2i (D, Lk. v MOIE. ni. al. (133) 
m Ro e 2(1-r v) {i + v) | 


Mai departe, din (128) obţinem pentru termenul ce are pe 7 în factor, valoarea 
ineRoc (1 — £/6). astfel cà din (132) urmează 


1 2v (p 5 5 
ester - e] mtv n 





6 zi(l-4w) RE 6 12 
(134) 
1 12 (j 1 2 1 
i(t — r) R |1 -e| — —1— Ra — i — Rc Ii 
j mR s 3 6 
Pontru v = 0,3 şi e = 0,1, cele Lrel expresii din (133) şi (134) au respectiv valorile 
64 i(Ra RE); — 005 (RD: — 113 i (Ra RD). (135) 


După cum se vede, tensiunea tangentialàá de Incovoiere corespunzătoare coeficientului c, 
este neglijabilă ; in schimb, cea corespunzătoare coeficientului t — +, este considerabilă, 


Cele două cazuri examinate arată limpede rolul tensiunilor de torsi- 
une care apar dacă sarcina este aplicată în afara centrului de încovoiere ; 
aceste tensiuni sînt considerabil mai importante dacă avem de-a face cu 
secțiuni deschise eu pereţi subţiri, care rezistă în condiţii rele la torsiune. 


334 PROBLEMA ANTIPLANĂ Cap. 5 


821. PROBLEMA ÎNCOVOIERII ÎN CONSOLĂ A BARELOR 
DE SECŢIUNE SIMPLU CONEXĂ. METODA REPREZENTĂRII 
CONFORME 


Vom studia problema încovoierii în același cadru în care am studiat 
in $17 problema torsiunii. 

Întrucit, pentru Z simplu conex, funetia o(a) este uniformă, pro- 
blema se reduce la determinarea unei funcţii olomorfe, din condiţia la 
limită (11.1). Aspectul celui de al doilea membru al acestei condiţii 
la limită, sensibil mai complicat decît cel din (17.1), face imposibilă 
construirea unui echivalent al metodei a, ;. 

Fie deci cunoscută funcţia de reprezentare si inversa sa 


à = e(t) (1) 
t— ag). (2) 
Vom considera funcțiile transformate. în planul č, (compară eu 
(17.8)): 
Pala) = galalk)] = (i), (3) 
Dala) = doa (3)/da = AX) = e'(O[e'(C). 


Pentru a putea face uz de (11.1) va trebui să calculăm valorile 
la limită ale funcţiei (1) şi ale derivatei sale. Avem deci (vezi (17.7)) 


iale =olo) =at, T=} le = (s =, (4) 


de unde E 
t'(s) = [da/ds]|g = [do(2)/d 7] , dejds = «e'(c) dejds, 


i'(s) = [d3/ds]| e = [de(C)/dz ]], do/ds — — c * (c) dojds 
de unde, tinind seama de (A.11.35), urmează 
te) = a'(0)dsjds, t'(s) = o,(6)do/ds. (6) 


Aceste relaţii sînt valabile pentru frontiere Z de clasă C2. Relaţii 
analoge se poi serie pentru valorile la limită ale funcţiei (6) și ale deri- 
vatei sale. 

Condiţia la limită (11.1) poate fi acum transerisá sub forma 


(9) 


| 











ulpe) + a * q(o)] = Ho), (7) 
unde am notat 
it) = [ius — e RETO xolo) + Tp j feto [esatto m 
— [iez A > e — oF &colc gir y) aw alo) |o g”2 e ojo (o). (8) 


21 INCOVOIERE. METODA REPREZENTĂRII CONFORME 335 
Este vizibil că in cazul particular al torsiunii (cînd avem a = c — 0, 
si o(3) = -0)(3)) atunci (7) şi (8) conduc la 


(e) + oplo) = i [e(o)o' (o) — o? a(0)o'(6)], (9) 
ceea, ce coincide cu condiţia (17.11), derivată în raport cu arcul s. 


În studiul problemei (7) putem face evident uz de metoda seriilor. Introducind 


D= E ef pt) Dal (10) 
naj H= 0 


(unde w, sint cunoscuti) in (7) si (8), obtinem prin identificare coeficienții o,, şi deci si funcţia 
eia 
Meloda isi păstrează valabilitatea şi pentru domenii dublu conexe ; intrucit insă functia 


Fm8) are In acest caz un termen logarit mic (vezi (11.7) si (11.9)), urmează că vom cáuta soluția 
sub forma 


r =] 
90,0) = in à + 9o, G) Dal) = Y a E (11) 
n—-—1 
iar lunelia Mie) din(8) va fi modificată prin trecerea valorii provenite din termenul logarit mie, 
in membrul al doilea al condiţiei la limilá. 

Caleulele necesare pentru a determina coeficienții a, sint în principiu aceleași, dar apar 
in practică mult mai laborioase decit în cazul torsiunii. Notăm că acum coeficienții depind şi 
de constantele elastice ale materialului, $i de sarcină. Metoda seriilor conduce aci la expresii de 
aspect greoi, Aceasta a fost metoda folosită de R. Capildeo [1]. Ea a fost reluată de către 
E. Deutsch [4], [6]. pornind de la rezultatele (ulterioare) ale lui L. Milne-Thomson [1]. 

Încercările de a folosi aparatul reprezentării conforme în problema Incovoierii sint mai 
vechi. Astfel, menţionăm lucrările lui P. Kufarev [1] şi D. Avazasvili [1]. Legate Insă de re- 
prezentarea soluției prin funetiile de incovoiere ale lui Saint-Venant — extrem de incomode — 
aceste Incercári nu au dus prea departe. 


În cele ce urmează, vom prezenta soluţia dată acestei probleme 
de L. Milne-Thomson [1], [3], $ 5.14. În comparaţie cu cea a lui Capildeo, 
ea este mult mai condensată — întrucit face uz de integralele de tip 
Cauchy — dar nu poate fi direct utilizată decit pentru domenii simplu 
conexe., 

În acest scop, folosind pentru e'(c) relația analogă cu (6) si tinind 
seuma de (4) $1 (6) pentru w(3), transeriem (7), (3) sub forma 


e ipo) — pi (0)] = H(o), (12) 
unde 
1 1+2 i ; 
Hio - [ius — pet LT Ta t. (6 AV a(9)| oslo) ofo) + 


5 1 ai i429 ES mi RE. j ; 
+ [ius + 2 e 8 4- v) a olo) TES zrelo) wla) w, (5). (13) 
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Inmultind ambii membri din (12) cu dsc|2xi(c — V) gi integrind 
pe y, obtinem 


1 [i 1 * F ] - 
x p (5) às i gele) a ij RM. dc. (14) 
ad PY 


2mi |, c —45 aud de ape 271 c—t 





Întrucît o'(2) este olomortă in A+, iar o, (6) este olomorfá in 7^, 
din formulele (A.10.1) şi (4.11.37) obţinem — ea gi în (17.31) — 


o'tt) R, H(c) d c, CeJlt. 
u 27 
(Am ţinut seama că din (A.11.34) urmează o! (oo) = 0.) 

Integrala din membrul al doilea depinde numai de œl“), așadar 
de geometria secţiunii Z ; prin urmare, singura deosebire dintre acest caz 
şi cel al torsiunii constă în faptul că aci avem de calculat sase integrale 
cu caracter de mărimi geometrice, în loc de una singură. 

Funcția q(£) se obține din (15) prin integrare în raport cu £ si, 
evident, este determinată abstracţie tăcind de o constantă arbitrară 
(vezi $ 11, pag. 216). 

Din (13) se vede că în H(s) intervin numai produse de valori la 
limită ale unor funcții olomorte în //*, cu valori la limită ale unor functii 
olomorfe in Jl. 

În cazul particular în care c(t) este raţională — si desigur olo- 
moriă in /[* — funcția o,(C) este de asemenea rațională, și olomortă, 
în A]. Nici una din aceste funcții nu poate avea poli pe y, căci în acest 
caz Z nu ar fi mărginit. Derivatele lor nu pot de asemenea avea poli 
pe y. Prin urmare, dacă c(t) este o funcţie raţională, atunci H(c) este 
valoarea la limită a unei funcţii rationale în //*, care posedă în /]* numai 
un număr finit de poli, și e prelungibilă pe y. Calculul integralei din (15) 
se face deci cu ajutorul formulei (A.10.20) — şi el se reduce la a scădea, 
din H(c), cu c înlocuit prin &, părţile principale din vecinătatea tuturor 
polilor săi continu(i in /[*. Rezultatul este oarecum similar celui din (17.15) 
pentru cazul torsiunii. 


k 
În particular, dacă avem H(c) = Y | H,c", atunci obţinem 
h 


Tm o— 


k 
up () — Y, H, C. (16) 
TisD 
În general, dacă H(c) este desfüsurabili in serie Fourier, soluţia, 
se obține introducind această serie in (15) şi integrind termen cu termen 
— ceea ce conduce la o formulă de acelagi tip cu (16), dar eu limita 
superioară de sumare k = co. 
Toţi coeficienţii ce intervin in H(c) (ca si constantele C, din (19.10)) 
și care depind numai de configurația domeniului 2, pot fi explicitati 
prin intermediul coeficienţilor w,. 
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Raţionamentele din paragraful de faţă arată deci că, dacă repre- 
zentarea conformă a domeniului Z pe discul unitate este cunoscută, 
atunci problema încovoierii în consolă (sau — caz particular — problema, 
torsiunii) este practic vorbind rezolvată. (Cazul domeniilor dublu-conexe 
reprezentabile conform pe o coroană circulară nu este principal mai eom- 
plicat.) Prin urmare, dificultatea e redusă la găsirea reprezentării conforme 
a domeniului dat pe domeniul canonic adecvat. Metoda lui Capildeo si 
AMilne- Thomson dă așadar o soluţie completă pentru tot ceea ce tine propriu- 
zis de teoria elasticitütii în aceste chestiuni. În practică, rezolvarea acestor 
probleme devine diticilă pentru domeniile dublu conexe (tocmai datorită 
dificultății de a se construi efectiv funcţiile de reprezentare), şi mai ales 
pentru domeniile de un ordin de conexiune superior (unde nici metoda 
seriilor, nici metoda integralelor de tip Cauchy nu mai pot fi direct 
utilizate). Din punet de vedere matematic, aceste chestiuni se subsu- 
mează chestiunilor similare privind problema plană a teoriei elasticitátii. 
(Vezi si finele $ 18.) 


$ 22. PROBLEMA ÎNCOVOIERII ÎN CONSOLĂ PENTRU BARE 
DE SECȚIUNE SIMPLU CONEXĂ. EXEMPLE 


Vom da aci citeva exemple de studiu a problemei incovoierii in 
consolă cu ajutorul metodei reprezentării conforme, reluînd unele din 
secțiunile pentru care în $ 18 am studiat problema torsiunii, 


a) Discul circular 


Să considerăm funcția 
3 = c(t) = Ro (1) 


care reprezintă conform domeniul /[*, pe discul eu centrul in origine si 
de rază R, Întrucât avem ga, = 0, expresia (21.8) devine 


H(s) = [(3 + 2v9)/8(1 -+ v)] Ro les? +a]; (2) 
tinind seama de (21.16), obţinem 
ug'(t) = [(3 + 2)/8(1 + DIR & 
de unde, utilizind (21.3) şi (1), deducem 
eu) (3) = [(3 + 2v)/4E] Roa. (3) 
Întrucît avem evident (vezi (20.1)): 


h=h=- rR, 1-0, è= 


T? Ro , (4) 
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deducem din (4.12) 
a x ARIES, (9) 
astfel că pentru componentele tensiunii urmează din (8.3), (8.10) : 
Sag = (2/m BR) — IRZ + Ra), 
[(8 -+ 2) R$ — 233] R — (1-- 9») gR , 
i Da e «dg. 
Gia Ti At 2m(1 + v) Ri ulii 


Pentru determinarea lui = vom face uz de (19.10). Întrucît 
re 2) = 0, din (19.8) urmează C, =C, = C4 = 0, iar din (19.9) — unde 
t = RQexp(iy) — deducem $i C, — 0. Dat fiind că din (15.4) avem 


C ouf es Llc. dedueem in definitiv 


M} = Ls Riu, (7) 


ceea ce dă valoarea lui t. Întrucît avem 7, = 0, urmează evident 


O sarcinà excentrică R Æ 0 produce in general incovoiere cu torsiune. Luind în (2.3) 
JH, 0. obținem ME = (Da x, — (IQ, zi, astfel că din (7) urmează acum t£ 0. Făcind să 
varieze afixul a , variază deci in (6) termenul iu. Dacă însă sarcina este dirijală diametral 
(de ex. 25 = (4 = 0), atunci avem A3 = 0, și torsiunea nu mai apare. 

Componentele deplasării se obțin direct din (8.32). .— | 

Comparind acest mod de a rezolva problema cu cel din $ 20, a 
rezultă limpede avantajele metodei integralelor de tip Cauchy, 


b) Cardioida 


Problema torsiunii pentru aceeaşi secţiune a fost considerată in 
$ 18, b. Sá reluăm funcția de reprezentare rațională (chiar polinomială) 
şi inversa ei (vezi $ A.8, ce): 


à e(t) = a(l +0, | (9) 
=o" (p = (ay? — 1. (49) 


Cantitátile D, 34, |, lọ necesare în studiul problemei încovoierii 
sînt determinate in (4.8.38) —(A.8.42), Introduciînd aceste valori în (4.12), 
(4.8), obţinem imediat 


a = 2(55R + 8R)/(21-4T xat), e = b(R -+ R41 ra, (11) 
astfel că componenta normală oa, à tensiunii este cunoscută, 
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Pentru a determina (3), avem mai întîi din (21.8) 


| Do 1-42» Gta í T 
Hisyssmatiu ue mot cs EE pouces sai + 9| x 
La li 8 ^ B dew) B Alba 
f 1 l L5. . 
RUM ENERGIE NI 
| eoe. bios ( ) 


( 
1 (1 TAE i 





FA i ra Sat, n AE o st, 


UFA” p 
astfel eá din (21.15) si (21.16) deducem 


pp uu 1l. MEME. 142v 
gg C Ms LES s 8(1 4- v) 


g? 


aal + 5) + 





RUER + 10 =f 
CET e E C + 10) ! 
I CEGÉÉ oep po -10)- 1 ; 
Tad 4e + 5% - b aj al 


Utilizind încă (21.3) si (10), obţinem in planul fizic 


; ) 4- (12) 


A0 gw StA a T 
upa (8) = a ka ka "P x + 
1 1 + 2v 9-L6» — 
WR E AA At Ure E uc io e 6 ä 13) 
+ [ius 5 e+ B4 v) üx - rum = aa] a — (13) 


e 9 QUE Eee T + by ua 
s[i pU eJ" "ubeÉ" a| etia) 


ceea ce permite calcularea componentelor 64, Gaz. Din (13) se obţine 
imediat şi Innetia pa (4), necesară pentru determinarea deplasărilor. 





Pentru a găsi pe 7, avem de calculat integralele (19.8), ale căror valori se obțin cu 
ajutorul teoremei reziduurilor. (Întrucit e(£) este raţională, jj (0) este de asemenea rațională, 
în cazul de faţă, un polinom.) 

Din (18.6) obținem 


1 
rl. —ia*(o*-rF 4g — 46^? — g^?), (14) 
2 


iar din (0) urmează 
t'(s) = 2a (1 + e). (15) 


Amintind că pe y avem a = c ^1, deducem 


C = igi b (o -- 4 — 4 c — 1) (1 + o)? o^? do, 
y 
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de unde, intrucit integrandul are un singur pol de ordin 4 In origine, deducem (vezi (4.5.28) — 
(A.5.30)) 


C, = ia*-2xi( —54/31) = 18 mat, (16) 


ceea ce coincide desigur cu valoarea din (18.12). 
În mod asemănător avem 


ET 


C; = ia i (ot + 4a? — da — 1) (1 + œf a^* da = ias.2zi (2880/5 l)  — 48 ra: — (17) 
y 


C, = das | (a* -- 4 a? — 4a — 1) (1 + o) o~t da = ia*-2x i (276/31) = 92 nat ; (18) 
CL ui 


C, E (1 + o)? o^ * do = 336 ria, (19) 
, 
Utilizind valoarea lui C din (18.10), tinind seama că avem Im C, = O, şi introducind aci 
pe x din (11), obținem din (19.10) : 
M = 17 xat uc — [(37 + 66 v)A2 (1 + v) a(R — R). (20) 
Pentru a delermina centrul de Incovolere, avem din (19.18) 
uz, — [5v/6 (1 + v)] a Im x = (5vy/[6.21(1 + v) ca*]] i (R — R} (21) 
şi deci din (20) deducem 
A, — — NUI + 113 v)/6-21(1 + lia (R — R), (22) 
astfel că formula (19.20) dă In definitiv 
$, ZE = [(111 + 113y)/63 (1 + v)] a. (23) 


Centrul de incovoiere este situal pe axa de simetrie. EI nu coincide eu centrul de greutate, 
şi poziţia sa depinde foarte puţin de proprietățile mecanice ale materialului : 


al = 1,667 a, 1,762a < zi < 1,772 a. (24) 


Dacă R — 0, atunci a = ce = 0, si MIY = A, astfel că problema se 
reduce la cea a torsiunii. Formula (12) devine acum 


9 (5) = (a?*/u)i uc (2 + X), (25) 
de unde, întrucit pentru torsiune am notat pa (5) = Tu, (3), deducem 
TU (C) = 2ia?« | (2 + dý, 

adică 
q(C) = ia(U* + 45) + const. (26) 


ceea ce coincide cu (18.5) — abstracţie fáeind de termenul constant, 
care se determină ca și în 8 18. 


$22 INCOVOIEREA IN CONSOLA. EXEMPLE 341 


Dacă A, = 0, atunci AÈ = (Ra zi — (Du rp şi din (20)se determină valoarea lui 7; 
în general ne-nulă, corespunzătoare torsiunii de incovoiere — care se manifesti chiar pentru 
AN nul. Dacă afixul 3, variază, atunci + variază de asemenea, și în (12) apare un termen supli- 
mentar de forma iuc (2 + C), aşadar tocmai un termen de forma (25), corespunzător functiei de 
torsiune (26). Dacă in particular sarcina este dirijată în tungul axei de simetrie, așadar ra= (P= 0, 
atunci MS =0,R—R=0, si (20) dá t — 0, ceea ce era de așteptat (vezi finele § 19), 


c) Lemniscata lui Bernoulli 


Problema torsiunii pentru această secţiune a fost tratată in $ 18, 
exemplul e. Să considerăm funcția de reprezentare (care nu este rațională ) 
şi inversa ei 


$ = «(D = all + Qn (27) 
C = o H3) = (3/a)* — l, (28) 


Cantitátile D, čo I, lẹ sint determinate in (A.8.51), (A.8.54), (A.8.58). 
Introducind aceste valori in (4.12) si (4.8), obținem 





| i4 16 3 16 . m R+ R) 
aj ga E ra a T ups... di 43 
8 AS 3 16 3 


(29) 


componenta os, a tensiunii este astfel determinată. 
Pentru a găsi funcția lui Capildeo şi Milne-Thomson, vom introduce 
mai intii (4.8.50) în (21.8), de unde 


d ] - 1/2 H RA Av à -— 
T: mu agil Eo. n vp 1s wd. 
[us Y e) GI 4 8E aall + a)! 614 


2H (o) 


a? 





$ n S 1 
J- ————— qu (l + cy/* g-V* — li ur =e] ge 
A(1 + v) ) ( dil 2 | * 





l-4-29 L ze. tă 1 
"aza 1B UE. 07: aa PS at 
8 4 v) ax(l--o)?*s unm L3 aa (1 + aj! o’, (30) 
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astfel cá in definitiv avem de caleulat (vezi (21.15)) urmátoarele integrale 


FQC)- 34) VI + o do, FQ = 1 b, ye 
" y 








ni olo —L) — 2mi c(6— qn 
T ` loy1-cs . "TN y1l-4-c 
FAX) ni olo 14 da, FQG) = X NC Tomas G; (31) 
1 Ve P BEE 
Mea Se^ WS ep r i 


Un calcul ei de descompunere în fracţii simple ne dă (vezi 
gi (18.19), (18.20)) 


1 ta r3 a & 
ucc eed sri (32) 


G'(a — C) si i*lo—£ G 





Rafionind ca în (18.18)—(18.22), sîntem conduşi la à considera 
integralele 


f = 330 "ci de, fus E de, 


2mi |, a — 2 i a— 4 
(33) 
fat) = ia) Vi + LIRE "7 doc, 


cu ajutorul cărora eu introduse în (31) se pun sub forma 
PC) = E O — f,(0], 

Fi) = 7C ?*[f,(—f,(0)]— 77 f; (0), 

ceea ce reduce problema la calcularea integralelor fi, Ja f; din (33). 


Întrucît funcția V1 + E este olomorfá in Z+ si este uniformă $i con- 
tinuă inclusiv pe y (punctul critic algebrie Z — —1 de pe y nu poate fi 
ocolit pe nici un drum conţinut în întregime in //*), rezultă prin simpla 
aplicare a formulei lui Cauchy că 


j =1, 2,3 (34) 


| ra Ls 1 » 
AG -lf-ct f0-1, fil) = e (35) 
Funcţia f,(C) coincide cu f(%) din (18.21) ; folosind expresia ei (13.25), 
gi dezvoltarea în serie (18.26), deducem 


Ja(%) = (2/z) (1 + Vtaretg f£), f,(0) = 2/s, fa(0) = 2/m. (36) 


Ne rămine de calculat f,(2), pentru care vom repeta rationamentele 
din (18.21) — (18.25). Anume, întrucît funetia VI -+Z VZ(Z — tz)" 
are în /]* polul simplu Z = ý s 0 gi punctul critic Z = 0, putem aplica 
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teorema reziduurilor la domeniul JF eu o táieturá în lungul semi-axei 
negative. Notind pe táieturá Z = — T si finind seama că VZ ia valorile 
+ i |T pe cele două borduri, in timp ee |1 +Z ia valoarea VI — T pe 
ambele borduri ale tăieturii, obținem pentru valoarea reziduului in Y% 
expresia 


FILT = Vi—TiVT 4 —[1-TiyT 
VFO =f H zu D. E e a n 





de unde 





A saria =f IT = Tia: (37) 
To 40 


Fäcind substituţia evidentă 
JT — T =T, T = /(u* + 1), dT =— 2u du/(u? + 1}, (38) 
obținem pe rînd 











v H- Ua. IV TEM . zl- du UM dl 
o Tek E do U-IjQ*1--$7) £6 o (u? + 1)? 
zd = du m du 1 u 
d EG ——— — lC uUX——-———e—2|]— 
i 9j ut " FE XTTE E u+ 
+ - are tg j| + 2(1 4- &) are tg u | -- 
z ü : 
E e Ma | ER atü el X a E: 
14% EFR 
1 = 1 : ; 
——u*i2040--—2]t0 Ft) T 
astfel că din (37) căpătăm 
x 1 1 | 
fa (3) — ^ dés Ja(0) mm ru Îs (0) — 1. (39) 


Pentru funcțiile definite in (33) obţinem acum 5), făcînd uz de (34), 
expresiile : u 
lE: 2 aretg VE 
LIE. d F, =— are tg VY, F, =i, 


DE. "o Fg = (40) 
p H+ 1. 3 us pure fh il sn 
„E =. Ie wL Ne g ov 


— Ó— Lll. 


153 Iptemciele (A.8.53) si (4.8.57) care intervin în studiul acestei probleme pot fi calculate 
tinind seama că 


i pese do = 2zifj(0) — xi, | 
rp G 


Vito do = 2ri f (0) = 2ri. 
y a 
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Toate aceste funcții sint olomorfe in /* (inclusiv in origine); 
funcţia o'(C) are deci aceeaşi proprietate. Din (21.15), (30), (31) si (40) 
obtinem acum 


1 1 3 aretgyt , 1-r2» Di d 
Pax a umo o gab c Sa 0 Da P: LN — X € Lc SUD EORR s. 
dickii (ies 2 e "v py Cpa qw 


+ us lo X xi (i uz + A, 2ES e ig yc = a a 


LF») ri Ct — 
zi vu c E ud A 1 J|: z i 
"sa -- zrel c 2t (41) 


Tinind seama de reprezentarea inversá (28), se poate scrie explicit 
functia q,,(4) ceea ce permite calcularea tensiunii tangentiale. Funcţia, 
pa: (3) se obține prin integrarea expresiei deduse pentru (à). 


Pentru determinarea lui 7 ne vom servi de (19.10), unde integralele C, din (19.8) se cal- 
culează cu ajutorul valorii la limită r |g, cunoscute din (18.32). Pentru aceasta, vom face uz de 
funcțiile £,4(5) si fa (5) (vezi (33), (35) şi (39)), precum si de integralele 


Ea aa 9 | 

sb ei VTF a ao= d a d(l-L qt = 
3 
y 





Fi 
3 + inis 2 " pr 2h 
-—— e (1 + az = = ab c&049lf14-6d4e-— —— N, (42) 
3 (-—-—:s 3 y 2h 4- 3 
Intrucit avem Ny = 0, urmează prin recurenţă 
Nc — Bm012.. (43) 


să iulroducem acum (21), (A.8.50) si (18.32) In expresiile (19.8), (19.9). Prima din ele a 
lost deja calculată în (18.40) : 


C, = (2/7) a*. (44) 
În expresia lui C, apar integralele N, definite mai sus, astfel că 


gë ; on (d) " d 
m Zid -5af aya 
y yc 


- Am 





h-ü0 2h + i a 
gë : " F : E ld ut 4 0 8 
a =il x Vito jo sua Viteo da 4- id Pe ae] 
adm y g y a y c 
a? ; 
= a i:2m-i [~ 7 fa (0) ai fa (0) +4 f4(09]. 
TE 


de unde 


a= ($a : a. (45) 
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Calculul integralei C4 prezintă dificultăţi suplimentare, care pot fi insă ocolite calculin- 
du-se conjugata sa — în care intervin de asemenea termeni în N, : 


t = žá a 5 an — | 1 ; TI 
ES An Jy | o hap 2h--1 gi 
5 fi sls Vi sys i+ c 
pon | Zi S de — x A = de +A ; EP us da + 


e 4 PUTPISM 
P a à jy g 


"a 1 " " f 8 
m——ji.2zi|— — r fa (0) — rfa) + 4 f, (0) 4- — fi (0) |. 
ir 2 3 











de unde 


= Je. (46) 
În fine, pentru C, obținem | 


1 1 l4 1 
C, = zed aurore de = — 2ri f,(0), 
2 y G 2 


de unde 
C, -—iza. (47) 


Utilizind valoarea lui C din (18.41), şi tinind seama că Im C, = 0, obținem acum din 
(19.10) si (29) 


ai (R — R}. (48) 





j A 1 | 
| 2 
8 
m— —|{i 4+ v) 
| J 
Ca şi In cazul cardioidei. în membrul al doilea al acestei relații apare numai componenta 


(Ra — ceea ce se explică prin faptul că avem la = 0. Componenta (P, intervine însă In expresia 
momentului A$. 


Pentru a determina 3, caleulám din (19.18), (29) si (A.8.54) 


Té V Tt Vy n 
GE m — —Á ám am — —ÁÀ HR o8 (49) 


BU V) [s-ar 
3 


astie) cà din (45) urmeaza 
( 10 | 1 1 
— —x|--|[3——m—— mx» 
|3 2 8 | 


TET — à ai(iR R (50) 
ico (1 4- v) 
3 
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si deci, din (19.20) : 

2ü 1 

— —Smid.Iü—m-—-——mv 

3 4 " 807. A iun 823 N y 
5. - Ec T = Ee ar il. (51 
5 lu 
Umm ERU) 
3 


Centrul de incovoiere este situat pe axa de simetrie ; el nu coincide cu centrul de greutate, 
si poziţia sa depind: numai in mică măsură de proprietățile mecanice ale materialului : 
(52) 


0,807 a xz at « (,812 a. 
4 = M, astfel că pro- 


zz 0,755 a, 

Dacă R = 0, atunci avem « = e — 0 şi 

blema se reduce la cea a torsiunii. Din (41) obţinem acum 

„2 [aretg lt are E Jt, 1 | 

EE S c WEN uw CAE UM e oo a) (53) 

de unde, tinind seama de dezvoltarea in serie m obţinem 
a* . an (=F h e (—1)? h— E 

"oT OU mm IE "n e : d 04 

Pe WE) T i ux TTE NN à rji” i «t UE 


de unde, abstracţie făcînd de o constantă complexă arbitrară 


až, a h $ i ii 
Sd yu x c 
dures E Dal "rer aa aa pa” 


c puis ari] c c MET 


2a aa 
i pied P 
2h -+1 Fr 


T 
za | a (1) a (—1Y 
[i TES uic br 2h-4-1 e] 


şi deci : 
s2, (E 5s 
(5) i(l4- 0) du arai a m. (55) 


ceea ce — abstracţie fini de o constantă — coincide cu (18.30) 
i - variază de asemenea, si în (41) 


Dacă avem Mla = 0 și afixul à, variază, atunci 
apare un termen suplimentar tocmai de forma (53), care conduce la o componentă torsională (55) 
d) Alte metode si probleme 
Problema încovoierii nu diferă In principiu de cea a torsiunii. Totuşi, soluţiile efective 


sint mult mai puţin numeroase, 
O analiză a rezultatelor clasice este datorată lui J. Geckeler [1], capitolul 3. Menţionăm 
încă soluțiile lui R. Capildeo [1] (melcul lui Pascal, coroana circulară excentrică) ; B. Galerkin 
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[2], volumul 1 (obținute cu ajutorul funcţiilor lui Saint-Wenant pentru problema incovoierii) ; 
A. Stevenson [1] (sector circular, triunghi dreplunghi isoscel). Printre profilele laminate, amin- 
tim cazul celui în dublu T, studiat de M. Sarkisian [1]. Încovoierea (si Lorsiunea) pentru sec- 
tiuni dreptunghiulare si pentru unele secţiuni reprezentabile conform pe acestea sint studiate de 
către G, Wozniak [1]. Secţiuni dublu conexe sint considerate de L. Kapanian [1], M. Naiman 
[1], L Serebrennikova [1] (cu utilizarea functiei lui Timoshenko, sau cu ajutorul metodei 
reprezentării conforme). Vezi si D. Topolianski [1] (secţiune eliptică, prin intermediul unei 
reprezentări conforme aproximative). 

Metodele lui Schwarz-Mihlin şi Serman (vezi $5.18, pag. 301) işi păstrează şi aci intreg 
interesul. (Aplicaţii efective apartin si lui T. Amenzade : vezi D. Serman [8], [9].) Pentru folosi- 
rea metodelor varialionale, vezi L. Leibenzon [2]. Unele analogii electrice sint utilizate de 
B. Azimov et al. [1]; I. Blagovescenski şi P. Fileiakov [1]. 


CAPITOLUL 6 


PROBLEMA PLANÁ 


8 1. GENERALITĂŢI 


Tehnica foloseşte adesea corpuri elastice care nu sint masive, ci au 
una din dimensiuni (grosimea) mică în raport eu celelalte două. Fusela- 
jul de avion, corpul de navă, acoperișurile autoportante, profilele laminate, 
rezervoarele — iată citeva exemple. Studiul acestor corpuri constituie 
azi o teorie cu probleme si metode proprii : teoria plăcilor curbe. Din bogata, 
literatură consacrată ei, menţionăm : A. Goldenveizer [1], [4]; V. Novo- 
jilov [4]; S. Timoshenko si S. Woinowsky-Krieger [1]; V. Visarion [1], 
[2]; V. Z. Vlasov [3]. Vezi si P. Naghdi [2]; Iu. Rabotnov [1]. Pen- 
tru originile teoriei, vezi A. Love [1], capitolele 22—24. Pentru plăci 
curbe anizotrope, vezi S. Ambarţumian [1]. 

Un caz particular important de astfel de corpuri îl prezintă cele ce 
pot fi privite ca elemente plane materializate, numite pe scurt plăci. 

Problema matematică corespunzătoare este — în primă aproxi- 
matie — identică cu cea a echilibrului corpurilor cilindrice foarte lungi, 
solicitate de sarcini ce nu variază în lungul generatoarelor — așadar 
aflate într-o stare oarecum complementară celor antiplane. 

Pentru astfel de corpuri, ecuaţiile se simplifică (deşi nu atit de mult 
ca pentru starea antiplană), si sîntem conduşi la probleme bidimensio- 
nale: avem de-a face cu funcții de două variabile, definite — ca si în 
problema antiplană — în secțiunea normală a cilindrului. Problema cores- 
punzătoare se numeşte problema plană a teoriei elasticității. 

În acest cadru, problemele la limită fundamentale sint azi rezolvate, cel puţin 1n princi- 
piu. Dimpotrivă, probleme ca cea a cilindrului solicitat de sarcini oarecari pe suprafata laterală ; 
a incovoierii plăcilor groase ; a teoriei neliniare a plăcilor ete. — sint încă departe de o soluție 
definitivă, 

Dacă in problema antiplană soluţia depinde în ultimă instanță 
de determinarea unei funcţii de o variabilă complexă — în problema plană, 
avem de-a face cu două astfel de funcții. 

Ca si problema antiplană, problema plană constituie un model 
clasic (deși mai puţin simplu) de utilizare a metodei semi-inverse. 

Ideile fundamentale în studiul cu mijloace moderne al problemei 
plane isi au originea în lucrările lui G. Kolosov [1] — [8], si și-au găsit 
o dezvoltare importantă în lucrările lui N. Mushelisvili [1] — [5] si ale 
scolii sale. O expunere detaliată a acestui cerc de idei este dată de I. Sokol- 
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nikoff [2], capitolul 6. Rezultate noi aparţin lui 5. Belonosov [2]; A. Green 
si W. Zerna [1], capitolele 6 si 8; G. Grioli [3], capitolul 8; L. Milne- 
Thomson [2]; G. Savin [1]. Vezi de asemenea I. Babuska et al. [1]. 
Vezi încă articolele de analiză ale lui J. Goodier [3], [4]; N. Mushelisvih 
[5], capitolul 8 (probleme recente), şi [5]; I. Sneddon si D. Berry [1]; 
D. Serman [6], [8]; P. P. Teodorescu [3]; I. Vekua si N. Mushelisvili [1]. 

În cazul corpurilor neoinogene sau anizotrope, dilicultátile cresc considerabil. Pentru 
rezultatele fundamentale in cazul corpurilor anizotrope, vezi J. Brilla [1]; A. Green si W. 
Zerna |1], capitolul 9; S. Lehnitki [1]. [2] (cap. 3 şi 4); L. Milne-Thomson [2], capitolul 7. 

Pentru teoria neliniară, vezi J. Ericksen si C. Truesdell [1] ; A. Green şi J. Adkins [1]. 
capitolele 3, 4 si 6; C. Truesdell si R. Toupin [1], 33 60— 64. 

Pentru unele probleme dinamice, vezi J. Miklowitz [2]; W. Nowacki [1], capitolele 9 
si 10; R. Rosenfeld si J. Miklowilz [1]. 


8 2. STAREA DE DEFORMATIE PLANĂ. (CILINDRU ELASTIC 
FOARTE LUNG) 


Sá considerăm un cilindru elastic omogen 8i izotrop. Vom nota, 
secţiunea sa cu Z, si frontiera acesteia cu Z^ (vezi $ 5.2, pag. 167). Origi- 
nea O va fi aleasă arbitrar într-o secţiune oarecare, iar axele Oxs, vor fi 
alese in £2 in aşa fel încît sistemul Ox Xt (unde axa Or, este paralelă cu 
generatoarele) să fie un sistem trirectangular drept. 

Vom utiliza ecuaţiile de echilibru neomogene (4.1.2) : 


cys +, — 0 a) 
și ecuatiile de compatibilitate neomogene din (4.9.6) : 


l V ; 
Ac, Mu vm peser s NUM, coding (2) 


v 


Întrucît — ea si în problema antiplană — vom integra ecuaţiile in 
tensiuni, ne vor fi necesare relaţiile lui Hooke sub forma (3.4.19) : 


1 1l --» T 
Lim e le, T o9441(111), eg c E Su 3u i^ (3) 


Amintim încă ecuaţiile geometrice (4.1.1), expresiile componentelor 
rotației locale (1.5.5), gi relaţiile lui Cauchy (2.3.3): 








+ 
Eu = Pa (ui; t Àj, i); (4) 
9 
1 
Qu, = z Ml ES Wi), (5) 


Gm, (6) 
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Să presupunem că forțele de volum şi datele la limită sint de asa 
natură, încît nimic să nu modifice starea elastică în trecerea de la o sec- 
iune x, = const. la alta (monotonie după 0). Pentru aceasta, vom lua 

Pe = Pa (lu ta); Fa = Falt e); Fao. (7) 

Spre deosebire de capitolul 5, cuvintul ,cilindru" are deocamdată 
accepțiunea corectă : nu este vorba despre ,Jbaze", si condiţii la limită 
se pot formula numai pe suprafața laterală. Liniile care separă porțiunile 
în care datele sint formulate în deplasări, de porțiunile în care ele sint 
formulate în tensiuni, sint deci nişte generatoare; ele definesc pe 7 o 
porţiune Z^ pe care este dat u, şi o porţiune 2", pe care este dat g, Astfel, 
este suficientă cunoaşterea datelor la limită numai pe curba directoare Z. 
Ca gi in (7), trebuie să presupunem cá 


Ur Jor = i41, a)y ta la, — Jaf $3), Ug la, — 0; 

(8) 

Gus | gon T fa (a Pay Gua ba — fts, dial, Gas | y = 0. 
a 


Întrucât ecuațiile elasticității nu depind explicit de variabila a, 
urmează că, dacă ipoteza (7), (8) este respectată, nici soluția lor nu va de- 
pinde de z,, şi că putem lua in general 

g | dp? = 0, (9) 


ceea ce înseamnă că toate funcțiile ce descriu starea elastică sînt funclii 
de două variabile i, Xa definite într-o secțiune oarecare Z. 
Introducind acum (9) în (4) şi (3), obţinem 


Ca = Wisi, Ogg = piaty (10) 

astfel că a treia ecuație — în care F, = 0 — devine 
plusu + Uss) = 0. (11) 
Întrucit pe suprafata laterală avem n, = 0, din (6) si (8) deducem 
Uzslo: — 0, — aun, = 0. (12) 


Din (9), (11) şi (12) eonchidem că în Z avem u = const. dacă 7 — 7", 
Şi u$ = 0 dacă Zz'--6. Neglijind o eventuală deplasare rigidă, vom putea 
lua și 
M, zm (13) 
Tinind seama de (9) şi (13) in (4), sintem conduși la relațiile 
Za — 2 Era == £43 == 0, (14) 
oarecum complementare relației (5.3.9) care stă la baza studiului proble- 
mei antiplane. Intrueit tensorul E se reduce la forma 
Su &g 0 
12 Ea Op (15) 
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rezultă cà avem de-a face cu o stare de deformatie plană (vezi (1.8.8)). 
O astfel de stare poale exista si în altfel de corpuri, dacă sint satisfăcute condițiile (9), 
(13). Plecînd direct de la (15), vom avea uzat Usa = O; tty t Upa == 0 tga = 0, de unde 


Hy — ab (ao x3) of (Za a) 

a cau ginere 
ila == — Cato alty x3) A+ Haus ah (16) 
Ha Fret Wy (Ty; Xa). 


În particular, dacă wy(r,, aa) = 0, de aci urmează 
= uz, rj ua = ul(x,, c h u4,--9U0 (17) 
1 ] vs aa 2 2 [SE Wy E * 


ceea ce echivalează cu (9), (13). 
Întrucît avem exp = 0, din (3) deducem 


Ogg = V( 63, F 633). (18) 
Starea de tensiune nu variază cu x, dar ea nu e o stare plană: 
Goa = y — Ü, Cg — v( o3, t Cea) z 0. (19) 


Componenta c, poate fi astfel eliminată din consideraţiile ulte- 
rioare. 


Tinind seama de (7), (8) si de (9), (13), și introducînd notația 


Sp = Ou T Gags (20) 
de unde urmează 
9 = (1 4- y) $, (21) 
obținem acum ecuaţiile de echilibru sub forma 
Ga F Cao F F = 0, Gas F Sass F P, — 0, (22) 
şi ecuaţiile de compatibilitate sub forma 
Asu + Soi = — [v1 -+ v)] div F — 4P 
A G3 + Saga = — [v/(1-F »)] div F — 2E os (23) 
Aca + $5.12 = — Pa PF. 


"unde A şi div sînt operatori în două variabile. Ecuațiile corespunzătoare 
indicilor (2,3) si (3,1) se reduc la identități, iar cea corespunzătoare indi- 
cilor (3,3) se obţine prin adunarea primelor două ecuaţii (23). 
Legea lui Hooke (3) se scrie acum sub forma 


za = (1/E) (Su — Yoga — v* So Eag = (1/E) (za — Ya — v*$o); 
£1; = [(1 + v)/E] Cigs (24) 
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iar ecuaţiile geometrice si rotația locală se reduc la 


1 
£u = Uyu En = Up E313 = 9 (wu, . tu), (25) 
l . 
Ga = EN (tis = Waa (26) 


Condițiile la limită se scriu (intrucit avem na = 0): 


41 = Da (Tis Pay Ma = Ja (Ti; Xa) pe 7, (2T) 

0,475 F Cina — i (a Pa); Ciani + Cesna fals Xa) pe Z". (28) 

Celelalte componente ale stării elastice, în afară de c44, sint nule. 

Cele 9 ecuaţii în tensiuni pentru funcţii de z,, r, r4 se reduc 

astfel la numai 5 ecuaţii, pentru funcţii de z,, z,. Odată determinate 

componentele Gs 6,54, Ora; componenta c, rezultă din (18), iar legea lui 
Hooke (24) şi ecuaţiile (25) permit găsirea componentelor deplasării, 


Funcțiile de studiat sint definite în domeniul plan 4, de frontieră 2. 
Dar în timp ce în starea antiplană vectorul tensiune este definit pe ele- 
mente de normală paralelă cu Üx, în starea de deformaţie plană el este 
definit pe elemente cilindrice, de normală perpendiculară pe Os, În locul 
tensiunilor pe astfel de elemente, vom considera tensiuni pe elemente 
de are — curbele directoare ale acestor elemente de suprafață. De aceea 
nu mai putem vorbi — ea in cazul problemei antiplane — despre „ten- 
siunea într-un punet". Tensiunile se măsoară acum in kgf/cm, subinte- 
legindu-se că este vorba de tensiuni pe elemente de suprafață cilindrice, 
avînd înălțimea de 1 cm (forţă pe unitatea de lungime pe curba direc- 
toare). Pentru a calcula tensiunile pe alte elemente de suprafață, vom 
tine seama de (19) şi (6). 


Să presupunem acum că avem de-a face cu un cilindru de lungime 
finită, cu bazele libere. Rezolvind problema ca mai sus, obținem o soluție 
valabilă pentru cilindrul dat, dar cu bazele solicitate de tensiunile c44 zc 0 
din (18). Aceasta conduce la a rezolva o problemă antiplană elemen- 
tară (vezi $85.5—5.6). Seázind soluţia ei din soluţia problemei pentru 
cilindrul infinit, obținem soluţia problemei date. | 

Cu aceasta, putem studia pină la capăt problema cilindrului lung 
solicitat; de forte oarecare pe baze, si acţionat de forte de volum şi de forte 
superficiale (sau cu deplasări la limită) pe suprafața laterală, independente 
de x, şi fără componente după axa Oz,. 


Problema cilindrului seuri, ca $i cea a cilindrului acționat de sarcini oarecare, pe suprafata 

su laterală, nu vor [i abordate aci. Pentru aceste probleme dificile, vezi de exemplu A. Lurie [4], 
capitolul 7, şi I. Sneddon [1], capitolul 10. 

Menţionăm totuși problema lui Michell si Almansi, înrudită cu problema antiplană $i 

cu cea plană (vezi E. Almansi [3]). Este vorba de cazul cilindrului zvelt, supus pe suprafata 
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sa laterală la sarcini reprezentabile prin polinoame in x. O analiză detailată este datorată lui G. 
Djanelidze [4] (corpuri izotrope) si [5] (corpuri anizotrope). Raționamentul se bazează pe un 
procedeu de recurenţă care permite să se reducă chestiunea la studiul unui sir de probleme simi- 
lare celei plane, în număr egal cu gradul polinomului, plus unu. 

OBSERVAȚIE. Toate aceste raționamente igi pierd valabilitatea în cazul corpurilor anizo- 
trope sau neomogene, cu proprietăți mecanice care nu sint independente de z,. 


§ 3. STAREA DE TENSIUNE PLANĂ GENERALIZATĂ 
ȘI STAREA DE ÎNCOVOIERE A PLĂCII SUBŢIRI 
(ECUAȚIILE LUI V. MANEA) 


Să considerăm acum un cilindru elastice de înălțime foarte mică în 
raport eu d(Z). Un astfel de cilindru se numeşte placă. Planul situat la 
jumătatea distanței dintre baze se nu- 
meste plan median, si este ales drept 
plan Oz, a. Tinind seama de rolul spe- 
cial al coordonatei za, vom serie acum 


Va =Z, Us — 1,8 vom atribui indicilor 
literali numai valorile 1, 2. Bazele z— +h AF 
se numesc fețele plăcii, iar distanța 2h NIEN 
între fete — grosimea ei, (Se pot defini 
şi plăci de grosime variabilă.) 

Chiar dacă F, = f, = 0, nu mai 
putem afirma acum că componentele 
stării elastice sint independente de z,. Fig. 6.3.1 






a z 


În schimb, faptul că înălțimea 2h este mică a sugerat (lui Cauchy şi Poisson) 
ideea de a căuta soluţia sub forma unei dezvoltări în serie după puterile lui zy, 

Menționăm si soluția lui A. Lurie [4], capitolul 4, în serii divergente (de altfel ușor de 
manevrat), si Iucrările asupra metodelor simbolice care l-au urmat (vezi A. Agarev [1]; U. Nigul 
[1]; V. Prokopov [2]; V. V. Vlasov [1]). 


Problema plăcii poate îi studiată desigur ca problemă tridimensio- 
nală. Pentru o grosime destul de mică (10 h < d(£)) prezintă însă avan- 
ta) construirea unui model simplificat, adaptat problemei. Această teorie 
aproximativă nu este lipsită de contradicții: nu toate ecuaţiile elastici- 
tàti sint verificate, si nu toate consecințele relaţiilor aproximative 
sint utilizabile. 

Scopul rationamentelor ce urmează este de a reprezenta starea 
elastică prin funcţii de două variabile «,, ta, definite în Z. Subliniem 
aci — į} nu O vom mai repeta — că expresiile ce se obţin sint de 
aspect mult mai complicat decit cele din teoria generală, dar în fapt 
au o structură mult mai simplă, datorită caracterului lor bidimensional. 
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a) Componente plane si componente de încovoiere 


Nu vom face uz de dezvoltări în serii după puterile lui z, ci vom retine 
numai ciţiva termeni din astfel de dezvoltări, și vom căuta să verificăm 
cu ajutorul lor ecuaţiile şi condiţiile la limită (metodă semi-inversá). 

Remarcám că orice mărime a(z) (funcție eventual şi de x4, za) poate 
fi scrisă sub forma unei sume de componente pară gi împară !) 


az) = a* (2) +a (2), (1) 
unde 
ate) = late) ral, mle) = fal) — alh (2) 
astfel cà i 
a*(—z) = a* (2), œ~ (—z) = — a (2). (3) 


Dacă descompunem în acest mod componentele stării elastice — fie 
ele a(z,, Za 2) — se constată usor că unele din ele descriu o stare ce nu 
îndepărtează placa de la configuraţia ei plană, în timp ce altele tind să 
îndepărteze planul median de la poziția sa inițială. Cele dintii vor cores- 
punde unei stări numite — provizoriu — stare plană; celelalte, unei 
stări de încovotere. 

Din figura 6.3.2 se înţelege că starea plană este descrisă de compo- 
nente at , dacă a este componenta după Oz, sau Ox, a deplasării, veeto- 
rului tensiune, sau a unei forţe exterioare, — si de componente a, dacă 
a este componenta după Oz a unei astfel de mărimi. 





Fig. 6.3.2 


Dacă a (2) este un polinom, componentele a*, a^ vor contine pute- 
rile pare, respectiv cele impare ale lui z. 

Derivarea în raport cu z,, r, conservă indicii +, —, în timp ce 
derivarea în raport eu z îi interverteste : 


(a,3)* LT (a s: (4,3) ps (a'),a. (4) 

Este vizibil că starea plană trebuie să fie caracterizată de mărimile 

ut, w. Tinind seama de ecuaţiile geometrice, de legea lui Hooke, şi de 

cele spuse în legătură cu derivarea în raport cu æ,, 2, — conchidem că 

starea plană trebuie să fie caracterizată de componentele ch, o5, Cis 
ale tensiunii. 


1) Acest punet de vedere a fost amănunţit dezvoltat de către K. Friedrichs şi R. Dressler [1]. 
În aceeaşi lucrare se propune o teorie a plăcilor bazată pe o idee analogă celei de strat-limită. 
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Pentru a înţelege aceasta intuitiv, să considerăm de pildă tensiunile cs; (rj, Ta: Zo) 
actionind asupra unui element de normală dirijată paralel cu Oz, şi tensiunile oa; {Tis 14, — Z5), 
acționind asupra elementului simetrie cu el, şi avind normala paralelă de asemenea 
cu Oz. Dacă aceste mârimi ar fi egale (componentă +), pe elementul z = — z, de normală 
dirijată paralel cu sensul negaliv al axei Oz ar apare o tensiune egală și de semn opus 
lui Gy; (Xis rg, Toh 5| placa ar fi supusă la incovoiere. Pentru a obține starea plană, este 
necesar să reținem deci componente (—) ale lui Gy 

Tot astfel, conchidem că avem de-a face cu o stare plană dacă Gy (fp x4, 2) = 
= — Opa (Ij fg —2) aşadar dacă c se reduce la componenta sa (+), 


Aceste raționamente permit să notăm în mod potrivit componentele 
forțelor superficiale pe fețele plăcii. Anume, vom serie 


Gai PRE = 4 qi (Eis Ta); Gas |:- zu = 4 g" (Ti a), (5) 


unde indicii superiori s, j şi semnele +, — corespund valorilor 2 = + h 
(fata de sus, și fata de jos). (Dublul semn din membrul al doilea dispare, 
dacá in primul membru indicele 3 este 
înlocuit cu indicele normalei n.) 

Mai departe, în spiritul notatiei 
din (2), vom serie 


+ EREE — P 
0-53 = 103; 74 





1 ; L i 
qi = gih g% = * (d^ + qq (6) 





à Ga -g* 59^ 
Dupá cum am arátat mai sus, 


starea plană este caracterizată de pre- Fig. 6.3.3 
zența componentelor oj, os; prin ur- 
mare, trebuie să avem în acest caz q' = —dqi, si q! = qi, sau încă 


q* =q; = 0 (ceea ce corespunde cu al patrulea gi primul caz din fig. 6.3.2, 
şi — pentru sarcina normală — cu primul caz din fig. 6.3.3). Pentru 
starea de încovoiere, rationamentele sint complementare celor de aci. 

Separarea părţii pare de cea impará se poate realiza cu ajutorul 
operatorului ce face să corespundă oricărei funcţii — media ei pe grosimea 
plăcii (care se va nota, numai în acest paragraf, cu o bară așezată 
superior): 


a(z,, La) —a(2,, 2,2) = (1/2h) | a(z,, za 2) dz. (7) 
—h 


Într-adevăr, pentru orice funcţie a(x}, £a, 2) avem evident 
a* —ü, (4 —0, a*2—0, az=az. (8) 
Se înțelege că cunoaşterea celor două funcţii de 2 variabile ă si az, 
nu echivalează cu cunoaşterea funcţiei de 3 variabile a. Dar pentru funcţii 
ce variază liniar pe grosimea plăcii : 


a(2,, 2,,2) = a (Zis 23) + 2 &' (7, , 23), (9) 
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avem imediat 


at = a*(z,, 7,) — à, a^ — 2 a'(z,, 2a) = 3h^? z az. (10) 
În cazul unor funcții cu variaţie parabolică : 
A (2,, $34, 2) = a? (24, Va) + 2 a' (a, Va) + 220" (Xi; La), (11) 
cápátám 
a = a? + Jd a" (12) 


Li 


astfel că (11) se mai poate scrie (a' păstrind expresia din (10)) sub forma 


a (Ti; 24,2) = a +a + (22 — 





1 
hA?) a". 13 
12) (13) 


Integrarea în raport cu z permutá cu derivarea in z, sau z,. În 
schimb, avem 


NUES À 
(2,3) = (1/2R) | 4,5 de = (1/h) a-(A), (14) 
(în timp ce, evident, (a), 4 = 0), şi tot astfel 
met h 
(2 a3) = (2m | [(a2),9 — a]dz = a* (z,, 49, h) — à (up v). (15) 
—h 


Teoria clasică caută soluţia problemei sub o formă liniară in z. Aceasta conduce la contra- 
dicţii ce vor fi explicitate mai jos, la pag. 368, Mărin gradul polinoamelor în z alese, se poale 
realiza — cu prețul unei ridicări a ordinului ecuaţiilor — o mai bună satisfacere a condiţiilor 
la limită. 

Pionierul cercetării in această problemă (cu accent asupra chestiunii, mai dificile, a inco- 
voierii plăcilor) este E. Reissner [1]— [3]. Ecuaţii analoge au lost stabilite de L. Bolle [1]. 
Asupra acestor ecuații — ce au avantajul de a conduce la soluţii in care apare soluția clasică. plus 
termeni de corecție — vezi încă I. Babuska si M. Prager [1]; A. Goldenveizer [2]: B.F. Vlasov 
[1]. Aceeaşi problemă a mai fost abordată de către O. Aksentian si I. Vorovici [1] ; K. Friedrichs 
[2]; A. Goldenveizer [3]; A, Goldenveizer si A. Kolos [1]; T. Haciaturian [1], [2]; A. Kolos 
[1]. [2]: D. Morgenstern [1], [2]; H. Mustari [2]; M. Seremetiey si B. Peleh [1]; HR. Tiffen 
[1]; L Vekua [2] etc. 


În cele ce urmează, vom expune un rezultat al lui V. Manea [2], 
[3], [4], [7], interesant prin simplitatea sa, prin posibilitatea utilizării 
aproape imediate a teoriei funcţiilor complexe (vezi $ 12), și uşor genera- 
lizabil la cazul plăcilor de grosime medie (V. Manea [6 ]). 

Vom începe prin a căuta componentele deplasării ca expresii liniare 
în z. Diferite încercări au condus la a alege 


U, = U; FZU, W= Ww (81, 23,2) $ — 1,2, (16) 
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unde wu", u, sint patru funcţii de variabilele z,, z,. Ecuațiile (2.4) devin 


1 1 ; ; 
Eig oM 4- £u) + m O8 05a F Uki) 


(17) 
Ey = LG F Wa, E.g = 45,3, 
astfel că pentru dilatarea de volum urmează 
0 — 09 --20' -F- wa, (18) 
unde am notat 
99 — uw, ,, 0' — wu (19) 


Să acceptăm încă — eu titlu provizoriu — legea lui Hooke, de unde 
0, = A (09 +z 0' Fwa) 9, + u (a H WE) H 8 (ua Ul 
Ga, = u (w,--,). Tag = A(0 + 2 0) + (X 4- 2p) 20, s. 


Să ne ocupăm de satisfacerea condiţiilor la limită în tensiuni pe 
feţele plăcii. Dacă c, variază liniar pe grosimea plăcii, deducem imediat 


(20) 


1 : 
Og, (244 Da 2) = A [ 93; (25, £as A) -F Ga (21; Ja, — À)] + 


| 
]- p (zih) [ Gai (Tij d'a, A) — Oşi (2, Jay — h)], 
de unde, tinind seama de notatiile (5), (6) : 


0g == Qr A (2/h) gi, Gas =Q + (2|h) q*. (21) 


Condiţiile pe fete rămin verificate chiar dacă în componentele ten- 
siunii apar termeni de ordin superior, nuli însă pe fete : 


oy =Q + (e[À) qi + (A — t/h") h (23, ta), 
834 — Q^ + (e/h) q* + (1 — 2?[R*) d (oy, da). 


Desigur, aceasta revine la a preciza într-o anumită măsură funcţia w. 


(22) 


b) Eforturi si momente 


Pentru a determina pe u? «i, w, urmează să ținem seama acum de 
ecuațiile de echilibru, încă nefolosite. Introdueind (20), (22) în (2.1), am 
obține — prin identificarea coeficienţilor puterilor lui z — un număr de 
ecuaţii superior celui al funcțiilor necunoscute. De aceea, sintem obligati 
să separăm numai termenii pari şi cei impari în z, ceea ce se poate realiza 
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cu ajutorul integrării pe grosime. În felul acesta, se introdue mediile pe 
grosime ale cantităților cu care operăm, precum şi termeni ce caracteri- 
zează liniar abaterea lor de la valoarea medie — ceea ce este acceptabil, 
întrucît h este mic, şi o evaluare exactă a componentelor stării elastice ca 
funcții de 2 nu ar avea sens. 


Pentru componentele tensiunii, aceasta conduce la a introduce can- 
titátile 





h A Ñ 

S. = owde, Sa =È oude Sa = | oss de; (23) 
—h —h —h 
h 5 h 

AN. £ | odz, N = | oa 2 dz, Na = | c, 2dz. (24) 
==} —h =h 

Tinind seama de definiția (7) ṣi de relațiile (8), avem de pildă, 
8, 9A m, c EN dh, Nacho, s nE (25) 


Pentru a Intelege semnificaţia mecanică a cantitátilor S,,, N Să considerăm un element 
de suprafatá cilindric de generatoare paralele cu Oz, avind înălţimea 2h, şi normala paralelă de 
pildă cu axa Ox. 


i 





Fig. 6.3.4 


Fortele 6h. js 7s din figură lormează sisteme echivalente cu eite o forță unică, For- 
tele ci; Gje formează sisteme echivalente cu cite un cuplu de moment dirijat după Oz,. respec- 
tiv Oz, Forţele c,4 formează un sistem echivalent cu zero. 

Prin urmare, mărimile 5,,. 5,4 (si similar Sg) sint rezultante ale componentelor, paralele cu 
Or,r, ale tensiunilor pe generatoarele unor elemente de suprafață cilindrice. Mârimile Si Saz 
se numesc eforturi de intindere (sau de compresiune), iar Sja este un efort de alunecare. Márimile 
5,4 Și Są sint rezultante ale componentelor tangentiale ale tensiunii pe aceleaşi elemente cilin- 
drice ; ele se numesc forțe tăietoare. (Apariţia lor, obligatorie şi în teoria elementară a plăcilor, 
contrazice flagrant relaţiile ce ar trebui să decurgă — vezi mai jos — din (841).) 

Tot astfel, N,, (si analog Naa) sint momente rezultante ale tensiunilor o, (respectiv Tya); 
efectul lor este acela de a încovoia elementul cilindric considerat, silindu-l să se rotească în jurul 
unei axe paralele cu Ox, (respectiv Oz,), așadar în afara planului său ; din acest motiv, ele se 
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numesc momente incovoietoare. În tine, N, este momentul rezultant al tensiunilor o, $i el tinde 
să rotească elementul considerat în jurul unei axe paralele cu Or, așadar in planul său ; de aceea 
el se numeşte momen de torsiune. 

Mirimile Saa Și Ny nu au a semnificatie mecanică. Mărimile Ny vor dispare şi ele din 
consideraliile ulterioare (vezi mai jos pp. 361 şi 364). Bemarcám LoLodatà că din figura 6.3.4, c), 
urmează că componenta după Oz a momentului rezultant al tensiunilor Gy este nulă, 


onsiderind în planul median o curbă oarecare 2 de normală n, 
drept curbă directoare a unui element cilindric, 81 calculind torsorul 
tensiunilor c, (£1; Za, 2) faţă de punctul z,, 2, 0 de pe generatoarea 


acestui element, obținem : 


rezultanta : Ah Os 2h Ga. 2h oua; (26) 


momentul rezultant: 2h c, 2, — 2h 6,2, 0. 


Prin urmare, rezultanta şi momentul rezultant al tensiunilor pe un 
astfel de element se calculează introducind relaţiile lui Cauchy (2.6) in 
(26), si tinind apoi seama de (23), (24). Dacă axele locale (n, s) sînt orien- 
tate la fel cu axele (£i a), putem defini eforturile şi momentele (23), 
(24), fácind uz de formulele de transformare (2.5.5). Noile componente 
se vor nota evident Sas Sur Das S,, Saer Nans Nas Nu ete. 

In felul acesta, formulele (23), (24) înlocuiesc studiul celor 6 com- 
ponente ale tensiunii cą, funcții de 3 variabile, prin studiul a 5 eforturi 
și 3 momente, funetii de numai 2 variabile, și privite ea „reduse” la pla- 
nul median. 

Pentru a putea face uz de (20) şi (22) in (23) si (24), vom mai 
observa cà 
N 2 A 4 
| 22 dz = — MN | (1 — 2p) dz = — h (27) 


a —H 


Cu aceasta, introdueind (20) in (23), (24) gi păstrind pentru integrala 
derivatei w,, notația 2hw,,, obținem acum 


Sa = 2h A (02 -H wa) 8&, F u (ut, + ud), 


ln — Q8) 
Ba = 2h L (t + UD..), Bas = 2 [A09 + (A + 2u) 0. 3] , 
și tot astfel: 
l n PEL 2 
Nu = 2h in A* 0' + g s) 85 + y h? u (w; p F uu, 
| (29) 


N i = AN TERTE N sa = nre AU -- (X + 2u) eus]. 


Remarcám aci prezența mărimilor medii 15 (care va fi păstrată, ca 
avind o evidentă semnificaţie mecanică), si W., şi 2 10,4, care trebuie eli- 
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minate : vezi (14), (15). În acest scop, vom remarca mai întîi că forţele 
tăietoare S, pot fi calculate si cu ajutorul expresiilor (22). Utilizind gi 
(21), obţinem astfel : 
S, = 2h g7 + x Ed; (30) 
şi deci, comparind cu (28): 
Y= 2 [u (w; + 32.) — qi] (31) 
În telul acesta, componentele tangenfiale din (22) ale tensiunii devin 
sw + (efh) gt «+ (1 — pex — ar. (32) 
Un raționament analog pentru componenta normală c, dă intii 
Ss ee hg +E ht, (33) 


Şi deci, prin comparație cu (28): 


a 9 (A + 2u) w. =g + 


ca | t2 


- y. (34) 


Să presupunem pentru moment că cele 3 componente ale deplasări 
ar fi polinoame de grad 2 în z. După cum rezultă din (12), media 0" s-ar 


înlocui prin 0? + d À* 0", si am avea w, — w'. Prin urmare, (31) ar 


deveni 
A {00-4 = h* 07) A+ (Aau w^ =g H ae (35) 


Dar pentru o aproximaţie liniară a lui c,,, deducem (vezi si (21)) 
A09 + (x 2g) w' = qr, (36) 
astfel că funcția de corecție i depinde în întregime de termenii patratici 


în expresiile u,, prin intermediul lui 0" — uf.. (spre deosebire de d, care 
depind de termenii liniari u,). În spiritul aproximatiei adoptate, 4 trebuie 
deci neglijată, astfel că rămîne 

Gas = d + (2]h) q>. (37) 


Să comparăm această expresie cu ces care rezultă din (20) : 


oas = A(09 +e 8^) + (A+ 2u) v.s. (38) 
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Integrind ambele expresii in raport cu z, deducem 
2h [A 99 + (A + 29) ws] = 2A g (39) 
Înmulțindu-le cu z şi integrind, deducem de asemenea 


ó a d 
g UOS H (kot 0) 28 uunc IR" (40) 


Prin urmare, avem 


— 1 
Ws = 





u- cad, ire ss 
x jy 3 (A + 2u) 


ceea ce permite să eliminăm termenii corespunzători din (28), (29). 


(q* — ha 0), (41) 


După calcule elementare, sintem conduși la relațiile 


d Ayt À 
Sa = 2A | E 9 B. H p (4, Fu) HF ——— a 
Kk t 2 ( E.) RC TE. k | 





(42) 
Bs; = 2h e (a, F 1D); aa — 2h Q, 
şi respectiv 
2 n | 2) H t F 2h* À > 
Na —-—RA*|——— 0 $r t u (Ua HU eas t à 
" Ó à -+ 2u . e i.d) SA. 2) | kt 
Na = 2h ZW N 33 == a h” q*. (43) 


3 


Relaţiile (42), (43) sint ecuaţiile fizico-geometrice ale teoriei plăcilor 
subţiri, transcrise în eforturi şi momente. Acestea din urmă depind la 
rindul lor de 5 funcții de 2 variabile : u2, «/ , şi 35. 

Tinind seama de cele spuse la pag. 354, precum și de relaţiile (25), 
rezultă că starea plană va fi caracterizată de cantităţile Sæ, Na gi Sas, 
— în timp ce starea de încovoiere va fi caracterizată de cantităţile Ng, 
Sai gi N 33 * 


Putem trece acum la ecuatiile (2.1) pe care le vom scrie sub forma 


a. d 0i2,3 Jd- F, — 0, es k - Das, ş -| Ps = 0. (44) 


Tinind seama de definitiile eforturilor si momentelor (23), (24), 
geriind forțele de volum sub forma ce rezultă din (7), (8) si făcînd în fine 
uz de (14), (15), obţinem prin integrarea ecuaţiilor (44) în raport cu z: 


Sai -}- 2 63 (Rh) -j- 2h F, == Q, 


i (45) 
Sat, -}- 2 033 (A) -= 2h F} == 0. 
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ÍInmultind in (44) cu z gi integrínd în raport cu z, deducem şi 
Na + 2h cj (h) — Ss + 2h Pa = 0, 


Nas + 2h od (h) — S3 + 2A Fas — 0. 
Dar din condiţiile la limită (5), (6) pe feţele plăcii urmeazá cà 
og (A) = qi, aali) =q; oh (A) = qi, oh (h) = q. (47) 
În definitiv, cele 6 ecuații (45), (46) se separă in două grupuri de 


cite 3 ecuații, primele relative la starea planá, iar celelalte, la starea de 
incovoiere : 


(46) 


Sar + 2h F, + 2g — 0, (48) 
i - Sa --2hq +2h Fyz —0, (49) 
ner By + 2h F,2 + 2h qz = 0, (90) 

Bert ADE gt. (51) 


Sá încercăm acum să realizim o separare analogă in condițiile la 
limită pe suprafața laterală ; prin integrare pe grosime, din relațiile (2.8) 
— unde g,, f, depind de data aceasta gi de z — obţinem din nou condiții 
relative la frontiera Z a domeniului Z. 

Tinind seama de expresiile (16), de formula (10), şi de valorile din 
(27), căpătăm imediat pentru datele la limită în deplasări 


w =g, =g wuw-—3h-ge pe z'. (53) 


Pentru condiţiile la limită in tensiuni obţinem — ţinind seama că 
pe suprafața laterală avem na = 0 — 


Su T7. = 2h f,, Sa n, = 2h fs 
pe 9", (53) 
| Nn, = 2h fes Na n, — Zh fa? 


Cantitátile f fs și fe f.z sint componentele torsorului pe grosimea plácii a fortelor 
superficiale aplicate în lungul generatoarelor. Dată fiind grosimea mică a plăcii, este greu să 
măsurăm cantităţile f, fa ca funcţii de z, astfel că folosirea numai a Lorsorului lor corespunde 
informației de care dispunem în fapt. Tat din cauza micii grosimi a plăcii, putem face uz de 
principiul lui Saint-Venant, și afirma că înlocuirea sistemului real de sarcini f. f4 printr-un 
sistem static echivalent lui, este admisibilă, (Aceasta se confirmă la cercetare exactă: 
vezi A. Goldenveizer [3].) 


Din (52), (53) se vede că o separare similară a celor două stări este 
realizabilă. Sistemul (48), (49) trebuie deci rezolvat cu datele 


M; =p; pe SU, 


T" — (94) 
B. Shia Nan —e2Af.e pe ge", 
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iar sistemul (50), (51) va fi însoţit de datele la limită 


wW = fa; w =3h ge pe Z' 
(55) 
Nany =2hfiz, Sate —2hf, pe 7". 

Accastá separare totală a ecuațiilor şi datelor la limită reprezintă principala simplificare 
de alins. Dar totodată această separare a celor două stări ce apar in placă reprezintă marele 
dezavantaj al utilizării lor — in comparație cu plăcile curbe subțiri (corpuri de mică grosime, 
dar à câror suprafaţă mediană nu mai e un plan): in acestea din urmă, componentele stării 
plane" (în acest caz: situate în planul tangent la suprafata mediană) 5i cele ale stării de inco- 
volere sint intrinsec legate, şi asigură o mult mai bună repartizare a tensiunilor În material. 


c) Starea de tensiune plană generalizată 


Să presupunem că forţele de volum si datele la limită sint de 
asa natură, încît fenomenul de încovoiere nu apare. Vom alege 
(vezi pag. 354 —355) 


Fz=F;=0, gz2-9,—0 pe ' 
— (56) 
f2—f,—9 pe Z", q= - O0. 


Sistemul (50), (51) eu datele (55) va fi un sistem omogen. Tinind 
seama si de ecuaţiile (42), (43), acest sistem admite soluţia identic nulă, 
(Nu dispunem de o teoremă de unicitate, și deci nu se poate afirma că 
aceasta este singura soluţie a problemei cu date nule pentru forțe si depla- 
sări la limită.) 

Rămine deci de rezolvat sistemul (48), (49), cu datele la limită din 
(54) pe suprafața laterală, si cele ce decurg din (22) pe fete : 

Sg (d A) — zb gh, olt (57) 

Tinind seama in (22) de funcția de corecție y, din (31), şi observind 
că aceasta este nulă in virtutea relaţiei a doua din (56), şi a faptului că 
componenta 5, din (42) este acum nulă, amintind că 4 = 0, si tinind 
seama si de ultimele relaţii (56), sintem condusi la a scrie 

Gg, (Lis Te 2) = (z/h) Q^, Csa (fi; 74, 2) =Q; (58) 


astfel că componentele de indice 3 ale tensiunii sint determinate elemen- 
tar, în funcție de sarcina pe fete. De acum încolo, ne putem limita la cazul 
în care feţele plăcii sint libere. — 
Sá examinám ecuaţia (49). Intrucit Sa, = 2h q^ (vezi (42)), rezultă 
că — chiar pentru placa ale cărei fete nu sint libere — (49) devine 
Na + 2h Fs um We (59) 
Introducind (29) în (59), căpâtăm acum 


uA zw + F,z= 0. (60) 
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Presupunind deplasarea normală w serisă de asemenea sub formă polinomială in z, rezultă 
că In (60) va apare laplasianul componentei sale impare w — așadar al unei mărimi greu de eva- 
luat cu precizie pentru o placă subțire. Tinind seama de acest fapt, de faptul că mărimile Na 
nu au semnificatie mecanică, de faptul că cantitatea zi» nu intervine în datele la limilá, conchi- 
dem că (60) este o relație incertă între mărimi de al doilea ordin, pe care o vom neglija. (Raţic- 
namente mai precise confirmă acest mod de a proceda.) 


Drept sistem de ecuaţii de echilibru vom retine deci numai ecuaţiile 
(48) care, Întrucît fețele sint libere, devin acum 


Sar + 2h F, — 0. (61) 
Datele la limită (54) devin la rindul lor 


ue =g Buan ler =2hf,, (62) 
iar ecuațiile fizico-geometrice (42) se reduc la 
B, = 2h [N 99 8, pe (ut + 40,9 (63) 
unde s-a notat 
A = Bhuji + 2u). (64) 


Formulele (63) pot fi evident privite ca reprezentind legea lui Hooke 
pentru un corp aflat in stare de deformatie plană, cu constanta à înlocuită 
prin A*. Relaţiile (61) si (62) coincid cu (2.22), (2.27) gi (2.28) — scrise 
însă pentru mediile pe grosime ale deplasărilor, tensiunilor, forțelor de 
volum, $i datelor la limită. 

Condiţiei (2.14) îi corespunde aci (vezi (58), cazul fețelor libere): 


Sa E. Saa = Bsa = 0. (65) 


Prin analogie cu (2.5.15), o astfel de stare và fi numită stare de ten- 
siune plană generalizată — căci nu tensorul tensiune, ci numai eel al ten- 
siunilor medii are (aproximativ) proprietatea ce ne interesează: compo- 
nente independente de z, şi orientate în plane paralele cu planul z — 0. 

Întrucît sistemul format de ecuaţiile de echilibru gi de ecuaţiile 
de compatibilitate constituie un echivalent al sistemului complet de 
ecuații, urmează că problema stării plane de tensiune generalizate 
este rezolvată prin studiul aceloraşi ecuații (2.22), (2.23) ca în starea plană 
de deformaţie scrise însă pentru valorile medii uf, (1/2h) Su, pentru 
mediile datelor la limită, și pentru acelaşi domeniu, dar pentru constan- 
tele modificate 2*, p. 

Din (3.4.6), (3.4.7), (3.4.16) urmează, tinind seama de (64): 











2 > A y : .À -F2v 
A* = ox a B = la y" = Eee Sat ai S MM De eid 
A+ 2 SA+2u 1v (1 +») (86) 
W C omu AT 


9355 dy 1— v 
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Cu aceasta, problema pläcii solicitate in condițiile ce rezultă din 
(56) şi avînd fețele libere se reduce la studiul stării plane de deformație, 
gi nu vom avea à ne mai ocupa de ea. Sub o formă mai elementară, 
aceeași concluzie decurge din raționamentele lui N. Mushelisvili [3], $ 26. 


OBSERVAȚIA 1. Legea lui Hooke pentru starea de tensiune plană generalizată este o con- 
secintá a legii lui Hooke (2.3) in care se ia au, = 0 — astfel că domeniul ei de valabilitate este 
mai larg decit ar părea. Într-adevăr, în acest caz avem 


iic (UE) (ou — Vaa) £j = (1/E) (64, — YOn) (67) 


Tinind seama de (3.4.7) si încercind să separám, de pildă, un termen de forma 2ue,,, obținem 
uşar 





E 
64, = —— — (£j + Vin) = (£j; t VEa) = 
1] — y* 1-— v A + 2u 





(£j; F £a) + Ren 


astfel incit constanta modificată din (64) apare si aci. Pentru G, găsim o expresie simi- 
jará. Constanta p rámine nealteratä. 


Presupunerea Oa = Ü este frecvent utilizabilă. Într-adevăr, sarcina normală pe feţele 
plăcii nu depăşeşte de obicei citeva tone pe m? (planșee încărcate cu utilaj greu). Din formula 
liniară (37) urmează că T variază între O (pe fata inferioară, nesolicitată) si valoarea sar- 
cinii pe unitatea de suprafatá de pe fata superioară, aşadar este de ordinul a citeva kgf/em?. 
În fond, placa piană joacă rolul unei adevărat transformator” al tensiunilor + sarcinile nor- 
male, cărora (din cauza micii grosimi) ea nu le poate rezista, sint transformate în tensiuni 
dirijate în planul median. 

OBSERVAȚIA 2. Ca si in cazul stării plane de deformatie, ecuațiile (61), (63) formează un 
sistem de 5 ecuații de primul ordin pentru 5 funcții necunoscute. Introducind (63) în (61), 
obținem imediat 


phu + OF +p) + FE, — 0, (68) 
așadar un sistem de 2 ecuații de ordinul al doilea pentru 2 funcții necunoscute de 2 variabile. 


Desigur, acesta este un sistem de ecuaţii Lamé bidimensionale (vezi şi $ 4.8). 


Pentru studiul stării de tensiune plană generalizată, vezi încă şi lucrările lui E. Reiss şi 
S. Locke [1]; R. Salganik [1]; E. Vorovici [1]. 


d) Starea de incovoiere a plăcii subțiri 


Să presupunem acum că fortele de volum şi datele la limită sint 
de asa natură, încît să nu apară starea de tensiune plană generalizată. 
Pentru aceasta, vom face ipotezele complementare celor din (56), asadar 
vom presupune 


(69) 
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Sistemul (15), (19) cu datele (54) va admite deci (vezi (42), (43)) 
soluția identic rulá. Rămine de rezolvat sistemul (50), (51), cu datele 


h-a 
Li 


(55) pe supiafaja laterală, și cele ce decurg din (22) pe feţe: 
c (CEA) =g, egg Rh) — q. (10) 
Cu aceasta, ecuațiile de echilibru ale problemei capătă forma 
Ner — Ba --2hFg-9hg--—90, 
Sina H 2h Fa + 29" — 0, 


de rezolvat impreună eu ecuaţiile fizico-geometrice ce ne rámin din (42), 
(43) : 


(71) 





2 ; x ox fil t y 1 is] r 
N om 3 h* [4*0 84 + lt -- uu] + Ws R“ (A*fu) q^ 85, 
" (72) 
S83; z— AR uus 25 104), Nas "ET T h” "E 
Introducind valorile din (72) in (71), obţinem 
1 F e Ei maia 
4 h” [pn ug (A* 2 u) 9] x uu «b w.) + 
TEn? 1 | 
Te. gs PX h (A*/u) qa = 0, 
d á 
(13) 


uAw + pe + Fap q* [h — 0, 
așadar un sistem de 3 ecuații de al doilea ordin, pentru cele 3 funetii 
necunoscute 4, 1. Primele două ecuaţii din (73) prezintă o asemănare 
vizibilă cu ecuaţiile (68) ale stării plane. În același timp, este evident 
gradul sporit de dificultate al problemei încovoierii. 

Treeind la condiţiile la limită, constatăm că datele de tip Dirichlet 
din (55) contin valorile pe frontieră ale celor trei funcţii necunoscute. 
Poate prezenta utilitate înlocuirea componentelor 4, w, prin componente 
ce se vor nota 4, 4, (proiecţii ale aceleiaşi mărimi cu caracter vecto- 
rial, pe axele locale (n, s) în fiecare punct al frontierei). 

În ce privește datele de tip Neumann din (55), ele pot fi de ase- 
menea transcrise, cu ajutorul relaţiilor (72), prin intermediul lui uj, i$ — 
ceea ce conduce însă la 3 expresii foarte complicate de al doilea ordin. 
Semnificaţia mărimilor ce apar în aceste condiţii este aceea a unor mo- 
mente N,,,N,, 81 a unei forte tăietoare Sp. Ca şi mai sus, este preferabil 
să trecem în fiecare punct de pe frontiera laterală la axele locale (m, s), 
și să înlocuim — în urma unei rotații de axe — momentele N,,, N,, prin 
N, 81 .N,, (moment de ineovoiere, respectiv de torsiune, pe elementul 
frontieră de normală n). Condiţiile de tip Neumann din (55) devin atunci 


N slg — N ul), N,, EL m Ne), 5S. |g "dm Su L8), (14) 
unde funcţiile din al doilea membru sînt funcţii cunoscute de arcul s. 
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După eum se vede, atit condiţiile de tip Dirichlet, cit şi cele de tip 
Neumann, sint în număr de 3 pe fiecare porţiune a frontierei. 

Odată rezolvat sistemul (71), se pot determina şi componentele 
tensiunii ; anume, din (9), (10) şi (24) avem imediat 


6, = L h^ zN,. (75) 


Pentru componentele c4; nu putem face uz de formulele (9), (10) 
şi (23): acestea sint liniare in z, ceea ce este infirmat in (32). Tinind 
seama de faptul că la încovoiere avem q,' = 0, precum $i de expresia (72) 
a forței tăietoare, căpătăm din (32): 


decim sa (1 — eM) Sy + | - T =ne) gz. — (16) 


Dacă se rezolvă sistemul în deplasări (73), componentele tensiunii 
se deduc introducind (72) în (75), şi făcînd uz de (32) pentru gi = 0. 

Sá ne fixăm atenţia asupra sistemului (73). 

Derivind prima sa ecuație în raport cu w, şi sumind, obținem 


ae -F2y) A0' — u(0' HAT) HeT git E h (a'g) Agt — 0. (77) 


Să introducem aci valoarea lui u(0' + Av) din ultima ecuaţie (73) ; 
să inmultim expresia obținută cu 2h, şi să introducem notaţiile 


D= s i" TAE a i A? EI — v8), (78) 


Q = 2h 7, + Pia + q*[h + T h (Xp) Aq* + a| . (79) 


Mărimea D (a nu se confunda cu aria !) se numește rigiditate la înco- 

voiere a plăcii. Q este sarcina normală redusă. Cu aceasta, (77) devine 
AG' = — QID, (80) 

asadar o ecuație Poisson pentru dilatarea 0'. (Compară cu (4.9.5).) 
Izolind Aw în ultima ecuaţie (73), aplicînd în ambii membri opera- 
torul lui Laplace, si tinind seama de (80), deducem (vezi si (4.10.9)) : 
AAw = QD — vw AQ, + q*[A). (81) 
În fine, prima ecuaţie (73) (pentru i — 1,2) se poate serie sub forma 
1 TM 1 " i T 
(Z n au -ui) 4E OU) 07, — ui ot 

A (82) 
HE+ ac + On es] = 9 
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aşadar o ecuatie de ordinni al doilea pentru fiecare din componentele w, 
dacă 0 si w sint cunoscute. Aplicind operatorul biarmonie si tinind 
seama de (80), (81), se obţin două ecuații de ordinul al saselea : 


(3 h? AAAu! — Adu Eee Fai (83) 
unde sarcinile reduse Q, se determină elementar din termenii liberi 
din (80)—(82). 

Determinarea componentelor w; conduce deci la studiul unor ecua- 
ţii de ordin superior celei pentru w, şi chiar a ecuaţiilor lui Lamé în 
cazul tridimensional. În schimb, numărul variabilelor se reduce de la 
9 la 2. 


e) Teoria clasică 


Varianta clasică a teoriei este bazată pe anumite ipoteze simpli- 
ficatoare, numite ale lui Love și Kirchhoff. În esenţă, acestea tind să 
reducă problema la determinarea unei singure functii necunoscute. Pentru 
aceasta, să presupunem că 


£33 = 9, Egi la =h = 0, Taa = 0. (84) 


Prima din aceste relații exprimă presupunerea că contracția transversală este neglija- 
bilă, şi revine la a lua wm=u (r,, Ze), deci la a neglija termenii de forma w,, Cea de-a doua 
— valabilă numai in cazul fetelor libere — este o consecinţă a teoremei de reciprocitate (vezi 
finele $ 2.4). Împreună cu ipoteza de liniaritate 1n raport cu z, ea conduce la concluzia 
cy & G3; = S3, = 0, ceea ce ar contrazice flagrant condiţiile de echilibru. În fine, cea de-a 
treia ipoteză (84) — justificată în spiritul celor de la pag. 365 — este evident în contradicţie 
tu cea dintii (vezi pag. 351). 

O imagine intuitivă a acestui ansamblu de ipoteze se realizează dacă presupunem că — 
dată fiind mica grosime a plăcii — deplasarea w nu variază pe grosime, iar componentele 
up apar numai datorită incovoierii planului median, 
asa cum se vede 1n figura 6.3.5 (unde sina œ= tga == 
c w’). Aceasta revine la a lua u = — z w, ceea 
ce conduce din nou la primele două relații (84) 
(vezi si (2.16)). 

Pentru a restabili valabilitatea ecua- 
tiei a treia de echilibru, teoria clasică intro- 
duce totuşi pe o cale ocolită componen- 
tele Sa. Întrucât w nu depinde de z, a doua 
ipoteză (84) conduce la relația (vezi (17)) : 





Fig.6.3.5 
u +0, — 0. (85) 


, Sá observăm că (85) nu are un sens fizic, ci este numai o relaţie 
de simplificare a ecuațiilor; de aceea ea trebuie folosită cît mai tirziu 
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posibil. (Dacă (85) se introduce in ultima ecuaţie (73), aceasta dispare 
pur si simplu— ceea ce nu e acceptabil.) Pentru acest motiv, păstrăm 
ecuaţiile (80), (81), si introducem (85) numai în (82), care se reduce la : 


i 1 
L IP [bu + Atu) a [rs B4 LAO) a: =0, (86) 


aşadar un sistem similar sistemului (68) care descrie starea plană. Compo- 
nentele u,, w sintdeci acum soluţii ale unor probleme cu caracter bi-ar- 
monic, 

Din (85) urmează că toate mărimile cu care avem de-a face pot fi 
exprimate prin intermediul funetiei w", Anume, avem 


u, — a w^, 0 = — A, LR mE ui E. V, . (81) 
Din (72) deducem aşadar 
1 
Na = — D (wa HY w^) + Ey h? (A*u) q*, 
T ; 1 j 4 
Na = — D (w'a pv win) + T h* (A*u) q*, (88) 
Na = — DU — vw) wi, 


în timp ce forțele tăietoare rezultă nule. Din (75) si (88) avem acum 


Tia = A kN as (89) 


in timp ce cy trebuie determinate pe altă cale. Anume, ecuațiile de echi- 
libru (44) dau derivatele op prin intermediul componentelor 5,, 
așadar, făcînd uz de (88) si (89), prin intermediul lui w°. Integrind in 
raport eu z, şi presupunind F, = qr = 0 (ipoteze provenind din teoria 
clasică), deducem 


s. = — T (DR) (1 — 22) Aw? (90) 
$i printr-o nouă integrare : 
Sy = — DAw^,, (91) 
ceea ce nu se poate obține prin particularizare din (72). 
Faptul că acum atît numărul funcţiilor necunoscute, cit şi ordinul 
ecuațiilor se micşorează, obligă la reconsiderarea condițiilor la limită. 


Introducind (87) în condiţiile de tip Dirichlet din (55), rezultă 
că sint date valorile la limită ale lui w° gi t?,. 
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Dar intrucit avem 
100, = — wu mat Wany Wa = wm, E 100 ons, (92) 


şi intrucit cunoaşterea valorilor funcției w° pe o curbă permite să se cal- 
culeze derivata sa tangenfiali, rezultă că condiţiile (55) echivalează cu 


w |: = whs), Waler = ls). (93) 


Astfel de condiții pot fi într-adevăr puse pentru ecuația bi-armonică 
(81), şi problema are sens. 

În schimb, condiţiile de tip Neumann din (74) conduc la un număr 
prea mare de condiţii, în general incompatibile. Dificultatea este ocolită 
în teoria clasică cu ajutorul următorului raționament 
allui G. Kirchhoff [1 ]. 

Se observă că efectul de rotire în planul 
elementului-frontierá, caracteristie pentru acțiunea 
momentului X poate fi obţinut si cu ajutorul unui 
sistem de forţe tăietoare. Într-adevăr, acțiunea 
cuplului de moment N,, ds aplicat pe elementul de 
lungime ds de pe 7” poate fi înlocuită prin acţiu- 
nea a două forţe paralele N., 8i — N, Considerind 
si segmentul alăturat acestuia (in sensul ds >0), 
acţionat de forțele Nn + dN., şi — (Nn 4- dN,,), si 

Fig. 6.3.6. continuind din aproape în aproape această operație 

de înlocuire, obţinem un sistem de torţe tăietoare de 

intensitate N,,., distribuite pe 4^". Momentele de torsiune din (74) pot 

fi deci înlocuite prin nişte forțe tăietoare, care se adaugă forțelor tăie- 

toare S,,(s) date. Pentru forța tăietoare sumară, vom scrie (evident, s nu 
este un indice numeric, de sumare) : 





Na = Hus + Dass (94) 
astiel că (74) conduce la numai două condiţii 
Nan los ms N (8), N,s PP A N (8); (95) 


în acord cu ordinul ecuaţiei de studiat. 

Această ecuaţie nu păstrează totuși forma (81). Anume, intrucil 
în teoria clasică ea este obţinută pe o altă cale, cel de-al doilea termen 
din membrul al doilea nu apare, și avem numai 


AA w = 0/D, (96) 
unde D are aceeaşi valoare ca in (78), iar Q se reduce la 
Q = 2h F, + 24*. (97) 


Ecuația (96) este ecuația lui Sophie Germain şi J. Lagrange. (În 
(88) termenii în 4* trebuie de asemenea neglijati în teoria ce pornește de 
la ecuaţia (96).) 


84 ECUATIILE ELASTICITATI PLANE 371 


Deosebirea esențială între ecuaţiile (50)—(33) şi ecuaţia (96) constă tocmai în ordinul mai 
inalt al celor dintii — aşadar In posibilitatea de a include soluţii pe care ecuaţia (96) nu le 
poale pune in evidentă, şi de a salisface mai corect condițiile la limită cu semnificaţie mecanică. 

Calculele efectuate pină în prezent par totuși să arate că in general (pentru plăci sufi- 
cient de subțiri), ecuaţia (96) conduce la soluţii ce nu se deosebesc prea mult de cele ale 
ecuațiilor mai exacte, de ordin superior. Aceasta se explică prin configuratla cu totul specială 
a plăcii plane subţiri. Dimpotrivă, pentru teoria plăcilor curbe subțiri, o astfel de caborire 
a ordinului ecuațiilor si micsorare a numărului de condiții la limită utilizabile poate duce 
la neglijarea unor factori cu efect catastrofal. 


Rajfionamentele din paragraful de faţă conduc la concluzia cá 
problema stării de deformalie plană, cea a stării de tensiune plană genc- 
ralizală, si cea a încovoierii plăcilor subțiri, sint echivalente din punct 
de vedere matematic. Acest fapt permite să ne mărginim la studiul uneia 
singure din aceste probleme, soluţia obținută transferindu-se cu uşurinţă 
şi asupra celorlalte două. 


$4, SISTEMUL COMPLET DE ECUAŢII AL ELASTICITĂŢII 
PLANE. FUNCȚIA LUI AIRY 


a) Sistemul de ecuații 


Ne vom fixa atenţia asupra sistemului de ecuaţii obținut în $ 2. 
Recapitulăm datele problemei. Avem de studiat ecuaţiile 


ona F Gaza cb P. 0— 0, Cua + 0:33 p FE, — 0; (1) 
Acu + Son = — [v/(. + )]div F — 2 Fiz 

Aca t Soa = — [v[(1 + v)] div F — 2 P,,, (2) 
Ace + 5913 = — Fia — Fyns 


unde am folosit notația 
So = Cn F 693. (3) 
Odată tensiunile cs Gə C determinate, componentele deforma- 
fiel şi deplasările se calculează din relațiile 
Eil = (1 IE) (644 mn V Gao — y*5 0), Eng = (LJE) ( Gag == Y On — v*So), 
Ea = [(1 + v)/E] 019; 
Uir = En, Uge = Eza; Wia Mas =2 21a. (5) 


Toate funcțiile din (1) —(5) sînt funcții de z,, £a, definite în domeniul 
Z^. Componentele deplasării sint funcții de clasă C? (2). 


(4) 
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Acestea sint ecuaţii exacte pentru starea de deformatie plană, si ecuaţii aproximative, 
obținute prin integrare pe grosime, pentru starea de tensiune plană generalizată (constantele 
elastice trebuind să fie inlocuite prin cele din (3.66)). Menţionăm că In această ultimă problemă, 
apar dificultăţi suplimentare dacă se încearcă integrarea pe grosime a ecuațiilor de compati- 
bilitate. Vezi în acest sens şi lucrările indicate la pag. 365. 


Problemele la limită fundamentale si teorema de unicitate decurg 
printr-un simplu decale al rezultatelor din capitolul 4. Prin urmare, 
problema lui Dirichlet va fi caracterizată prin darea valorilor : 


Ula = g (2i; 2a); (8) 
problema lui Neumann — prin darea valorilor 


8, (u) lg = f (5, v3), (7) 
unde 
Oa = On ha E Ciana, Ong = Cya 7h, F Cag Mai (8) 


problema mixtă — prin darea valorilor 
ul2 = g (Tis Sa) On (U) lyn =f (2 Lah (9) 


unde £'Uz"-— z, Z'N" =Ø. Aceasta din urmă cuprinde drept 
cazuri particulare problemele Dirichlet si Neumann, și teorema de uni- 
citate corespunzătoare se obţine ca si în $ 4.5. 


În ce priveşte a patra problemă fundamentală, menţionăm cazul 
un a, = h(zx,, Sah Oait)" Slo, = k (21s $3), (10) 


(vezi de ex. L. Milne-Thomson [2], $ 3.50; N. Musheligvili [5], $ 115). 
Evident, toti vectorii din (6) —(10) au numai cîte două componente. 
Reproducînd calculele din $ 4.8, se obţine sistemul lui Lamé 


Au + (1 —2y)-! grad div u + p^! F — 0. (11) 


Aceste două ecuaţii sint evident analoge ecuaţiilor (4.8.7). Ca si în cazul 
problemei antiplane, este însă mai comod să abordăm studiul problemei 
plane pornind de la cele cinci ecuaţii în tensiuni (1), (2). | 

După cum am arătat in $ 4.10, putem face in general abstracţie 
de forțele de volum. Întrucît însă rafionamentele necesare nu sint aci 
esențial mai complicate, si întrucît in problema încovoierii plăcilor este 
util să considerăm ecuaţiile neomogene, vom presupune totuși deocam- 
dată F O0. 
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b) Funcţia lui Airy 


Să considerăm funcţiile G,, G, definite prin relaţiile 


Gs = F, Gaa LI F (12) 
Ecuațiile (1) se scriu acum sub forma 
(Su + Ga = — Gun Cua > — (93, + 64) a, (13) 


şi ele vor fi identic satisfăcute, dacă putem găsi două funcții A,, A, astfel 
încât 


Su + 6G, = A, n Ca = — Ag, C = Aga» On +t G: = Asa. (14) 
De aci urmează relația A, = — Aza la rindul ei satisfăcută dacă 
există o funcţie A(X, 2) astfel ca 
A = An Å= — A, (15) 
Introducind (15) în (14), obţinem 
0j = A, aa — 05 04 = Ai — Gap Oe — Ar (16) 


Orice funcție A(z,, 7,) e 032) permite, cu ajutorul relaţiilor (16), 
să asigurăm verificarea identică a ecuaţiilor de echilibru. Funcţia astfel 
introdusă se numeşte funcția lui G. Airy [1]. Ea este un potențial de 
tensiune. 

J. Maxwell [1] a observat însă că funetia lui Airy trebuie să satis- 
facă si ecuațiile ce derivă din condiţiile de compatibilitate. Introducind 
(16) in (2), a treia ecuație rezultă identic verificată, în timp ce primele 
două se reduc la o aceeaşi ecuaţie 


AAA = Gusa + Gau — [v/(1— v)] (Gin + Ga 3). (17) 
Dacă există o funcție de forţă G, asadar dacă 
Fu  Fa=Ga, (18) 
urmează G, = Ga = G, şi ecuaţia (17) devine 
AAA —[(1 — 2v)/(1 — v) JAG. (19) 
În fine, în cazul absenței forţelor de volum, din (16) căpătăm 
Tu =A,22 05 Su: 01 =— Au (20) 
iar funcția lni Airy verifică ecuația biarmonicá 
AAA =0, (21) 


Problema a fost astfel redusă la integrarea unei singure ecuații 
(17) (sau (21)), cu condiţii la limită ce rezultă din (6) —(10). Ecuația (17) 


374 PROBLEMA PLANĂ Cap. 6 


este identică cu ecuaţia lui Sophie Germain gi Lagrange (3.96). În § 12 
vom vedea că și condiţiile la limită concordă. | 

Dacă F = 0, ecuaţiile considerate conduc la ecuaţia biarmonicá. Ti- 
nind seama de teorema lui E. Almansi și M. Nicolescu (vezi $4.10, pag. 156), 
rezultă că soluţia problemei depinde de determinarea a două funcții ar- 
moniee (independente), sau (ceea ce e acelaşi lucru) a două funcții anali- 
tice de o variabilă complexă definite in Z, — în timp ce solutia problemei 
antiplane depinde de determinarea unei singure asttel de funcţii. 


OBSERVAȚIE. Pentru unele incercări de extindere a rezultatului lui Airy la cazul 
tridimensional, vezi inceputul $ 7.3. 


$ 5. UTILIZAREA FUNCȚIEI LUI AIRY. EXEMPLE 


Utilizarea funcţiei lui Airy a mers în general pe linia unei metode 
de tip invers : dindu-se funcţii biarmonice în domenii 2, se determinau 
apoi condiţiile la limită mecanice corespunzătoare. Sint puţin numeroase 
domeniile pentru care problema a putut fi studiată direct sub o formă 
efectivă. 


G. Airy [1] si A. Masnager [1] au căutat soluţii pentru anumite domenii simple, sub 
forma unor polinoame biarmonice. Numeroase exemple de acest tip sint expuse de către M. Filo- 
nenko-Borodici [1], capitolele 6 si 7; P. Papkovici [4], capitolele 9—11; S. Timoshenko si 
J. Goodier [1], capitolele 3, 4 şi 7. Vezi de asemenea lucrările lui Th. von Karman [3] 
şi F. Seewald [1] pentru domeniul dreptunghiular, eomportind comparalii între soluţiile 


exacte şi cele aproximative. Vezi incă P.P. Teodorescu [2], privitor la acelaşi domeniu. 
a) Soluţii polinomiale 
Componentele stării elastice nu depind de eventuali termeni liniari din funcția lui Airy. 
Să incepem deci cu considerarea polinomului 


1 A 1 E 
A (x, Maher De Uo eh ai 0) 


unde p, g, r sint nisle constante. Introducind (1) in (4.20), obţinem 
Op = 7 Dap — Pi Gja — 4, (2) 


aslie] că funcţia (1) caracterizează o stare de tensiune omogenă a corpului, oricare ar fi confi- 
guralia sa. Constantelor p. r le corespund stări de întindere (compresiune), iar constantei g; 
o stare de alunecare pură. 

Luind mai departe drept funcţie a lui Airy un polinom de grad 3 


1 1 1 : 1 
Án. m)e—psP-qeqir4 — ra. 4—5szi, (3) 
6 2 2 G 


avem de asemenea A? A = (0. 
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Introducind (3) in (4.20), deducem 
Gu =r + Stan Oa = pth t fp Gi = — QT, — DR (4) 


De aci obținem cele patru stări de tensiune posibile : 


pz: 0j, = Ù, Dag = PE Gja — 0; (3) 
q£0: Su — 0, Bag = dg Unc —qns (6) 
r 3-0: 8j = FI. dag — 0, Mg — Fă; (7) 
sx: a= ip y=, O = 0. (8) 


Primul caz rezolvă problema domeniului dreptunghiular de laturi z, = + d, r4 = +b, 
supus la Incovolere pură (plană !) de către tensiuni normale aplicate pe laturile z, = + b, $i variind 





Fig. 6.5.1 


liniar pe aceste laturi (compară eu (5.6.17)). Al doilea caz rezolvă problema aceluiaşi domeniu, 
supus la o combinatie ele întinderi şi alunecări. Ultimele două cazuri se deduc din cele dintli 
prin intervertirea axelor. În figură sint redate primele două cazuri, pentru p>0, q>0. 


b) Piaca dreptunghiulară în consolă 


Să trecem la studiul analogului plan al problemei consolei de secţiune dreptunghiulară, 
cercelatà în $ 5.20, exemplul f. 

Pentru aceasta, fie cà consola de axă Oz, este plană în raport cu Or, — intelegind prin 
aceasta lie că ea are forma unei plăci plane de grosime 2h pe direcţia Or, (stare de tensiune 
plană generalizată), fie forma unui cilindru infinit de generatoare paralele cu Or, (stare plană 
de deformaţie), În primul caz este vorba de a placă subțire dispusă vertical ; In cel de-al doilea, 
de o placă infinită (eventual groasă) dispusă orizontal. (A se revedea figurile 5.20.2 şi 5.20.3.) 

Prima din aceste probleme a putut fi rezolvată ca problemă anti-plană, soluţia fiind 
dată cu o bună aproximaţie chiar de formulele lui Jurawski (5.20.39); dimpotrivă, cea de a 
doua nu a putul [i examinată (vezi $ 5.20, pag. 318). Cea de-a doua problemă poate fi la rindu-i 
studiată în două moduri : ca stare plană de deformatie, şi ca problemă de placă Incovoiată. 

Să reducem chestiunea la studiul problemei plane pentru domeniul din figura 6.5.2, 
unde avem-—a & r, X. a, 0 & rz, SI, sarcina fiind echivalentă cu o fortà (2, (măsurată In kgf/cm). 
Domeniul £8 considerat este o secţiune longitudinală a consolei, ce trece prin axele Or, şi Oxy 
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Axa Oz, este axă centrală principală de inerție. Intrucit planul Ox, din paragrafele anterioare 
este aci înlocuit cu planul Or tp vom avea de făcul modificările corespunzătoare de notații, 


Avem de rezolvat ecuaţia (4.21) cu condiţiile la limită 
pe frontiera domeniului £, condiţii care, în spiritul princi- 


- piului lui Saint-Venant, trebuie serise sub forma : 
J 






Ti = 0, fj = 0 peniru x, — +g, (9) 


[ a 
i $, 034 = Ü, | cg dx, =; pentru z,-l, (10) 
=q 


Fig. 6.5.2 


ele exprimind faptul că suprafața laterală a consolei (aşadar, 
feţele ,,superioarà' ' și ,inferioará" ale paralelipipedului) este liberă, iar baza r4 = | este su- 
pusă la o sarcină tangențială de rezultantă (Ø. 
Vom începe prin a căuta soluția problemei tot cu ajutorul unei funcţii Airy poli- 
nomiale, de grad 3 (aşadar evident biarmonică) : 


A (x, z3) = pă + gri ty t rrr} + sai + pai 4g rttr a$, (11) 
de unde, cu ajutorul relațiilor (4.20), deducem 
61; = Arx, + sry + 2r, Gya = 6 pri + 207, + 2p', Ga = — 29x, — 2rx, — q'.. (12) 
Din (9) s? din prima condiţie (10), obtinem 
+ Ara + Gery tar = + 200 — ră —9 = pprt gl + 2p' — 0, 
ceea ce este posibil dacă şi numai dacă luăm 
pere£$sÓ, r= 4ra g = 4-298, p = — gl, 


așadar dacă toate constantele din (11) sint nule. Prin urmare, forma aleasă pentru funcția 
lui Airy este prea elementară pentru a permite salisfacea tuturor condiţiilor la limită. Adău- 
gindu-i un termen de grad 4, de forma s' i r4, obiinem in loc de (12), expresiile 


061 = Arij + 6sr, + 2r', 
Ga = pty + Agt, 2p' -+ 65s x, Ep (13) 
Dig = — 2q3,— 2 TT4— q' — sz; 


condițiile Ja limită mai sus considerate dau acum 32 ra--6 sr4--2r' = 0, 2ga — 2rx4— q' — 
— 3s'a*? —0, 6 pz4,--2 gl- 2p'+ 6s'z,l — 0, ceea ce conduce la 


qg=r=s=p'=r=0, = sl, q-——383s a. (14) 
Introducind (13) in a doua condiţie (10), obţinem acum 
s = (Pia, (15) 
astfel cà in definitiv funcția lui Airy se scrie 


A (x,, t3) = (03/4 a9) (x1 x, — 1a] — 3a* x, r), (16) 
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iar componentele (13) ale tensiunii au valorile 
S1 = Ü, Taz = = (3 P2 a*) Ta (I— 24), C14 = (3 Rd a?) (a = zi) " (17) 


Să calculăm acum momentul de inerție |, al secțiunii (normale) a consolei. Pentru drept- 
unghiul de laturi 2 a, 2b avem din (5.7.7) 


ls =Í zi dD = ki a? b. (18) 
| 3 
Er] 


Raportind acest moment de inerție la unitatea de lungime pe direcția Or, — asa cum 


procedăm cu toate mărimile cu care avem de-a face în problema plană — vom obține pentru 
momeniul de inerție unitar |,/2b, pe care îl notăm din nou cu f}, valoarea 


2 
la — an. (19) 
3 


Cu aceasta, formulele (17) devin 


Spy — U, yg = — (E la) zi (E — my), Gy = (Rilla) (ai — H : (20) 


Valoarea componentel oa coincide cu cea rezultind din (5.9.7), Componenta o, are va- 
loarea din (5.20.39). În fine, componentele c şi 83, (In particular, op) sint nule, ca şi in cazul 
problemei consolei tratate cu formulele lui Jurawski. 

Formulele (20) nu depind de constantele elastice, şi deci conduc la aceleaşi valori ale 
tensiunii, atit pentru starea de deformația plană, clt si pentru cea de tensiune plană generalizată. 
Spre deosebire d» soluția elementară din $ 5.20, cea de aci se dovedeşte însă valabilă şi dacă 
2b»! a. 

Dimpotrivă, deplasările diferă între ele. Pentru a le calcula, putem face uz de (1.9.8), 
transeriind deformația eu ajutorul legii lui Hooke fn cele două variante distincte ce rezultà din 
(3.67) pentru primul caz, respectiv (2.24) pentru cel de-al doilea (unde trebuie să intervertim 
și variabilele x4 si 24), si fáclnd uz de (17) sau (20). Integrarea se poate face pe orice drum, de 
pildă pe un drum compus din segmente paralele cu axele. 

Tot atit de uşor se pol integra direct ecuaţiile fizico-geometrice. Astfel, din (3.67) şi (20) 
se oblin valorile 4, ,. Ug 451 u, 4 -- 0, ,. Integrind primele două expresii, apar două funcții 
necunoscute, care se determină ținind seama de cea de-a treia expresie considerată. Obtinem 
astfel : 


1 i l 
H = à (CE la) | za e a ză e vai (L— x4) + A, + d 


Us = Ô, (21) 
1 2 l 

i, = ` (DEL) [se —21z, — — (2 +v) xj — Bx, — p| 
: J 


unde A, B, C, D sint constante, legate prin relația A — BH = 2(1-4-v) a*. 
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În cazul stării plane de deformatie, ecuațiile (3.67) se inlocuiesc cu (2.24). Rezultatul 
final se poate obtine direct din (21), inlocuind constantele v, E prin valorile din a doua linie din 
(3.66), şi apoi revenind la notatiile v. E. 

Tratind problema ca problemă de încopoiere a unei plăci infinite, avem de integrat (3.96) 
cu condițiile (3.93), (3.95). De data aceasta, trebuie să intervertim z, cu z și u, cu ug, si 
să inlocuim 2h cu 2a. Întrucii componentele stării elastice nu depind de xa sintem conduşi 
la a integra ecuația 


di udar t = 0. (22) 


În ee priveşte condiţiile la limită, vom presupune că placa este rigid fixată (încastrată) 
în lungul liniei rz, = 0: această linie nu se poate deplasa, si planul tangent în lungul ei de 
asemenea nu se deplasează în procesul de deformatie. Dimpotrivă, marginea r4 — | se roteşte 
liber, astfel că aci nu pot fi aplicate momente incovoieloare, ci numai o forță tăieloare. Avem 
deci 


' i LE | E 1 i 
Ha ls so —— duid tyje =0 == 0, Na ix, sl =; Wag PET — (e. (23 


Făcind uz de formulele (3.88), (3.91) si (3.73), obţinem imediat 


1 i ] 2 
ui = Gum (s ce Jl D = r E a*j(X — y). (24) 


Tinind acum seama de presupunerea că componenta o, (care Inloeuicste aci pe o,,) este 
neglijabilă, precum şi de relaţiile (3.88) —(3.94), obținem componentele tensiunii 


3 3 
Ca = 0, 044 = — 3 (Rila?) z, (1 — zy), a = 4 (Rule) (0 — 21), (25) 


ceea ce coincide cu (17), sau — ceea ce este acelaşi lucru — cu (20), 

Rezultatul privind starea de tensiune este deci identic în cele trei variante. Pentru deter- 
minarea deplasărilor in ultima variantă, dispunem de u, din (24), unde putem introduce valo- 
rile |, si D din (19)și (24). Componenta u, este nulă, iar din (3.16) si (3.85) căpătăm ua = 
= — fQu,.4. Prin urmare, avem: 


i 1 
Hj = — (VE la) (1 -= y) E ZO p d k 
» 3 


u, = 0 (26) 
1 
üa = * (GEI) — v3) x, (2 — 202,). 


Formulele (21) cu constantele elastice înlocuite aşa cum am arătal mai sus, contin 
incă şi alţi termeni — a căror prezenţă se explică prin aceea că soluţia în cazul stării plane de 
deformatie este soluția exactă, în timp ce în starea de încovoiere a plăcii intervin ipoteze 
suplimentare. (De unde obligația de a satisface primele două condiţii (23).) Expresiile ce depind 
de A, B, C, D descriu o deplasare rigidă, eliminată în (26) prin condiţiile de incastrare. 
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c) Grinda pe două reazime 


Să considerăm același paralelipiped de muchii 2a, 25, I, solicitat de o sarcină repartizată 
de intensitate constantă Q pe fata sa superioară. Dacă 2b € 2a-z!, avem de-a face cu o 
placă dispusă în planul vertical, şi aşezată pe două reazime cvasi-punetuale (fig. 5.20.2). Dacă 
2b 3 1% 2a, placa este aşezată orizontal şi e sprijinită pe două linii de rezemare (fig. 5.20.3). 

În primul caz, Q măsoară intensitatea liniară a sarcinii pe grosimea plăcii; în cel de-al 
doilea, intensitalea liniară a sarcinii pe o Tlsie de lăţime unitară a feței superioare a plăcii. 

În ambele cazuri, secțiunea normală a cilindru- 
iui (de ax Ox), sau planul median al plăcii subţiri, 
sint solicitate după schema din figura 6.5.3. Probleme * 
de acest tip (sarcină pe saprafala dlaleralá a barei cilin- 
drice, eventual funcție de x) se rezolvă curent cu 
mijloacele rezistenţei materialelor — cu toate că soluțiile 
exacte nu sint încă in general cunoscute. 

În cazul secţiunii dreptunghiulare, problema 
poate fi rezolvată aproape la fel ca în cazul plăcii in T, 
consolă. Este însă adesea util să folosim eventuale soluţii 
aproximative ale problemei — dacă dispunem de ele — Fig. 6.5.3 
pentru a ușura căutarea funcției lui Airy. 


dar, 


| 





Si abordăm problema de față cu mijloacele rezistenței materialelor, așadar utilizind 
(3.20.39). Tinind seama și de (5.9.7), vom lua ca punet de plecare 


1 a 
s 4 (Rillo (a — x) o. = 9. 05 = (ifl x (s, — D. Ur 


Să considerám că componentele normale 6, apar ca efect al acţiunii momentului incovo- 
ietor corespunzător în fiecare secţiune (Vezi $ 5.9, pag. 207). Componentele ca sint produse de 
forțele dirijate tangential, după direcția axei Ox. Soluţia se va obţine deci suprapunind efec- 
tele forţelor Q dz, distribuite in lungul barci, precum si efectul momentelor corespunzătoare, 
considerind secțiunea x, acționată de toate forțele ce lucrează la dreapta ei (principiul sectiuni- 
lor imaginare), 

Sarcina globală Qi provoacă apariţia in reazime a două reaetiuni egale eu — QI/2. Mo- 
mentul sarcinilor repartizate Q dz, aplicate in punctele curente r, g X, s; /, plus momentul 
reacţiunii in reazimul r, = |, este dirijat după Ox, si are valoarea 


' ' 1 1 
ai e| (da — m) dz, — — QUU — 24) — — — Qr, ( — 23). (28) 
2 2 


LE 


Din (5.9.22) si (5.0.17) urmează acum 


1 
03, = — | Gy T3] x, T alla) (L— X3) x, Ty- (29) 


Pentru a determina oy, vom face uz de prima formulă (27), lufnd fr, = Q d X,, integrind 
de la x, la i și tinind seama și de sarcina — QI/2 pe baza zr, = [. Obtinem atunci 


1 n 
Gg 9 — 2 QU (1/2 15) (a* — 23) -- (QI2 la) ta — h| dX, = 


dy 


—- 
p 





* 


1 1 
(QI) (a? -- x?) E b s): (30) 
2 2 


Soluţia (29). (30) va constitui punctul de 
pornire pentru căutarea funcţiei lui Airy a proble- 
mei. Întrucit este de preferat să raporlim domeniul 
dreptunghiular considerat din planul Oz, r, la axele 
centrale principale, vom înlocui z, cu r4 4- VA. Cu 
aceasta, formulele (29), (30) devin 





Fig. 6.5.4 


1 3 1 1 á 
w= ajla (23 “I P) a= — (Ol) (aè — zi) aa (1) 


Vom începe prin a căuta acum soluţia corectă a problemei sub forma 


iy 
A 


HD 
Gy = DI,-- qq 3g; Gja = Ta ob 8T] fg: ei 


care păstrează structura formulelor elementare (31), Notind cu B (xx) tunetia lui Airy pre- 
zumată care — prin intermediul relațiilor (4.20) — conduce la expresiile (32), obtinem 


B i= Px + gti xj Bas = — ra — sai Ty- (33) 
Integrind prima din aceste ecuaţii, avem 


1 


1 i 
B (Xs, T4) idc pri E qx x; T Ti h (14) T f; ix). (34) 
Ë 


ü 
Introducind aceastá expresie in a doua ecuație (33), deducem 
a ü 
Qr, X, + f(x.) = — Tg — 8X3 


de unde, introducind o nouă constantă ! : 
i 4 
$2 — 4 fs igo i În (33) 
asifel că (34) devine (termenul in t fiind neglijabil) 


1 m 1 i uu 1 z 
B (tis Ta) = — px + — 4 ri t — "12 f, Cat În (a). (36) 
6 6 
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Această funcţie verificà relațiile (33) — dar nu este biarmonică, intrucit 


AAB —4qz, + fi" (3) 5- 0. (37) 


Ea nu poate fi funcţia lui Airy a problemei: spre deosebire de cazul plăcii in consolă, soluţia 
elementară nu poate asigura verificarea ecuaţiilor exacte. Să luăm atunci 


A (xr = Biz tp + C {tp th (38) 
și să determinăm funcția C (x, z,) din condiția ca A(x,,25) să fie biarmonică. Deducem 
AA C == — gr, — fI" (x3), (39) 
ecuaţie care este satisfăcută dacă alegem (cu scopul ea AA C să fie liniară în z4) 
C (£r Ta) = p' zy 2$ + pat — fa (Ea) + ga (Ea), (40) 


unde g,(z,) este un polinom de grad cel mult 3. Avem desigur AAC = 24p'z, -120g'z, — AES 
de unde, comparind cu (39), deducem 


p E Jg = -— — iq. (41) 
Funcţia lui Airy se scrie deci deocamdată sub forma 
1 3 1 E i a A cL Do, 1 5 
A (£i ta) = —pzj-d-—qm w-—-——rE£zg-c-puyx —|— p H a)ri c5. (42) 
6 6 A 5 30 


Introducind (42) in relaţiile (4.20), obținem acum 


1 


Nu qr, — rz, + 12 p'az, 25 + gy (23), 
i 2 | d 
ga = pr Fana — dp + —g|2z2 (43) 
3 | 
Tia = — qx; X. F Dr, — dga, 


Pentru a determina p, q, r, p' si gj (ca), dispunem de condițiile la limită ale problemei, 
care — serise in spiritul principiului lui S5aint-Venant — sint 


0. 1— Q, Sa = 0 pentru z, = —a; (44) 

Oii EE ü, iş = 0 pentru Xr = Le Ma (45) 
a i 1 

îy = Ü, | Ti df, — F a Qi peniru x4, = + P l. (46) 
d] 


1 
(Pe baza z, = — — l acţionează tensiunea sj. g = — my) 
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Prima condiție (44) şi prima condiţie (45) se scriu sub forma 





t 
— —qa* + ra — 12 p'ar +g (1) = — 0, 
3 
(47) 
1 T T 
— gq a? — ra + 12 p' ax; + gi (x4) = 0. 
3 
Adunind si scăzind aceste relaţii Lermen cu termen, obținem 
a 1 2 "u " 
gdj(X)———Q. —qa —2r0— Q, p'=0. (48) 
2 Jj 
Formulele (43) devin atunci {g şi r nemaifiind independenle) 
3 1 a 2 3 2 
Cu = Q7 — PE, — , 5 Ga = Dx, + qr,ry — v Tis Oy qr... (49) 
Introducind expresia cy din (49) in (44) si (45), deducem 
q = rja, (50) 
sj a doua relație (48) permite atunci să scriem 
d 3 
q= —-——Qiey r---—dQ. (51) 
4 4 


Cele două condiţii (46) ràmin deci să servească la determinarea unicei constante încă 
necunoscute din (49), constanta p. A doua din aceste condiţii este identic verificată : într-adevăr, 
ținind seama de (51), avem peniru r, = + 5/2 


m: 


1 a a 1 
| Tj dx, = sii (— 4r + Ddr —-r-—dQt. 
m A dou 2 
În schimb, din (49) si (51) deducem 


ZER] 





3 1 
peo ( E: arie) La xls (52) 
ga- 4l 


astfel că cea dintii din condiţiile (46) nu poate fi verificată identic, 


Dispunem de două cái pentru a ieşi din acest impas, Prima ar consta dintr-o nouă modifi- 
care a funcției lui Airy, in aga fel incit să fie respectate condiţiile deja verificate, si să se asigure 
si satisfacerea celei din urmă condiţii. A doua cale constă inane multumi cu verificarea acesteia in 
spiritul principiului lui Saint-Venant. Calculind rezultanta şi momentul rezultant al tensiu- 
nilor c4, pentru rz, = + 2 obținem din (52) 


s l 9 2 | 1 
D= | 03; dr, = 0, Ma = "A Oy X, di, = d pa — — 0P + — ce), (53) 
id 8 5 


= 
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astfel că tensiunile normale c, formează un sistem static echivalent cu un cuplu de moment 
a, În general diferit de zero. Din (54) obținem deci 


1 1 
p = an [- A +08 —— ce), (54) 
& 5 
astfel că relaţiile (49) iau forma definitivă 
1 2 
064 = — (3 Qa?) 5 să — at, + — e) 
3 h) | 


1 1 á 
034 = onaf- M, +— Qi* — — oe | rı — (30/4a9) z, zi + (Q/2a3) zx], — (55) 
8 5 


dig = — (3 Qa?) (a* — 23) 24. 

Să presupunem acum  ///,—0, ceea ce înseamnă că condiţia (46) pentru op este satisfà- 
cută In spiritul principiului lui Saint-Venant. Tinind seama si de (19), obținem din (55) soluția 
problemei initiale : 

1 i£. - 1 : i 
on = — — (Qil) |— zi — atz, jaje ms — — (HI) (0? — 25) Ty 
2 3 2 
(56) 


1 $i. Č a 4 pa 2 
fap = —— (QI) [44 —— p. — T F — qi d. 
à 4 3 5 


Comparind-o cu soluția elementară din (31) (complelată cu valoarea a, = 0), se constată 


| 1 3 
că componenta c, Isi păstrează valoarea, in timp ce G, creşte cu (QJ/4) [s ži — Le) Zi. 
3 5 


Aceasta e o mărime neglijabilă, in afară de cazul xz, c + //2. În fine, g,,nu e nulă, ci variază 
de la zero la —Q. 


Pornind de la (55), se pot determina deplasările (ceea ce soluţia (31) nu îngăduie). În par- 
ticular, aceasta permite şi rezolvarea problemei grinzii încastrate la capete, caz în care valoarea 
(necunoscută) a momentului A, se determină din condiţiile la limită de forma 


(Prima exprimă condiția ca direcția elementelor orizontale să nu varieze la capetele barei ; a 
doua exprimă aceeași condiție pentru elementele verticale.) 


d) Problema dreptunghiului. Metoda separării variabilelor 


In general, se pot intilni date la limită oarecare pe cele patru laturi ale dreplunghiului, 
ceca ce obligă la atacarea problemei printr-o metodă directă, 


În acest scop, se caută adesea funcția lui Airy sub forma 


a 
Aaa za) = V. X, (2,) Ya (1). (58) 


fies Ü 


55 UTILIZAREA FUNCȚIEI LUI AIRY 375 


Introducind (3) în (4.20), deducem 
G =r, E Sty, Op = PE + Qrar Cig = — QTQ — Pa: (4) 


De aci obtinem cele patru stări de tensiune posibile : 


p3EO: "u= D, Ug = DT, Ga — 0; (5) 
q0: gj, 0, Ogg = QT 814 = — Q4; (6) 
r0: gj m FX; gp D, jg = — rA; (7) 
$3-0: Gc Sg p=, Tj =Ù. (8) 


Primul caz rezolvă problema domeniului dreptunghiular de latur] 2, = + d, r, = +h, 
supus la incovoiere pură (plană ]) de câtre tensiuni normale aplicate pe laturile z, = + b, şi variind 





Fig. 6.5.1 


liniar pe aceste laturi (compară cu (5.6.17)). Al doilea caz rezolvă problema aceluiaşi domeniu, 
supus la o combinație de intinderi şi alunecări. Ultimele două cazuri se deduc din cele dintii 
prin intervertirea axelor, În figură sint redate primele două cazuri, pentru p>0, g—- 0. 


b) Placa dreptunghiulară în consolă 


Să trecem la studiul analogului plan al problemei consolei de secţiune dreptunghiulară, 
cercetată In $ 5.20, exemplul f. 

Pentru aceasta, fie cà consola de axă Ox, este plană în raport cu Oz, — inteleglnd prin 
aceasta fie că ea are forma unei plăci plane de grosime 2h pe direcția Oz, (stare de tensiune 
plană generalizată), fie forma unui cilindru infinit de generatoare paralele cu Or, (stare plană 
de deformaltie). În primul caz este vorba de o placă subțire dispusă vertical ; în cel de-al doilea, 
de o placă infinită (eventual groasă) dispusă orizontal. (A se revedea figurile 5.20.2 și 5.20.3.) 

Prima din aceste probleme a putut fi rezolvată ca problemă anti-plană, soluţia fiind 
dată cu o bună aproximaţie chiar de formulele lui Jurawski (5.20.39); dimpotrivă, cea de a 
doua nu a putut fi examinată (vezi $ 5.20, pag. 318). Cea de-a doua problemă poale fi la rindu-i 
studiată în două moduri : ca stare plană de deformalie, şi ca problemă de placă Incovoiatà. 

Să reducem chestiunea la studiul problemei plane pentru domeniul din figura 6.5.2, 
unde avem—a & z,& 0,0 € r ŞI, sarcina fiind echivalentă cu o forță (Q; (măsurată In kgf/cm). 
Domeniul Ø considerat este o secţiune longitudinală a consolei, ce trece prin axele Ox, $i Ory 
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Axa Oz, este axă centrală principală de inerție. Intrucit planul Orr, din paragrafele anterioare 
este aci inlocuit cu planul Orr, vom avea de făcut modificările corespunzătoare de notații, 

Avem de rezolvat ecuația (4.21) cu condiţiile la limită 
pe irontiera domeniului £Z, condiţii care, în spiritul princi- 
piului lui Saint-Venant, trebuie scrise sub forma ; 


0,4 = Ü, Tag = ü peniru X, = ES a, (8 





| ü 
3, Ogg = 0, | Ca dr, =, pentru v, =l, du 
—a 


Fig. 6.5.2 


ele exprimind faptul că suprafaţa laterală a consolei (aşadar, 
fețele „superioară” și ,,inferioará" ale paralelipipedului) este liberă, iar baza x4 =! este su- 
pusă la o sarcină tangeniialà de rezultantă (P. 
Vom începe prin a căuta soluția problemei tot cu ajutorul unei funcţii Airy poli- 
nomiale, de grad 3 (aşadar evident biarmonică) : 


A (as xy) pi + qr] ty rug + sp + pr + g' ryr, Hr cj. (11) 
de unde, cu ajutorul relațiilor (4.20), deducem 
a = 2r + 6sz, + 27, 844 = 6 pr, + 291, + 2p', Ga = —29gr, —2rz, — q'. (12) 
Din (9) si din prima condiţie (10), obtinem 
c 2ra -65sr,-J-2r' = +4 2ga — 2rr, —4' — 6pz,--29l + 2p' — 0, 
ceea ce este posibil dacă si numai dacă luăm 
press, r'e ra g= + 2ga, p = — gl, 


aşadar dacă toate constantele din (11) sint nule, Prin urmare, forma aleasă pentru functia 
lui Airy este prea elementară pentru a permite satisfacea tuturor condiţiilor la limită. Adău- 
gindu-i un termen de grad 4, de forma s' zi ty obținem in loc de (12), expresiile 


Sa = 2r =f 6 sz, + ar, 
Oa = ÜÓpz, + 2 qz, + 2 p' + 6s! £y Tys (13) 
Gy = — 2 gt -= A Tg — g — $s'zi; 


condiţiile la limită mai sus considerate dau acum +2 ra--6 srar = 0, -24a — 2rz4— q' — 
— Jsa —0, 6 pz,4-2 ql + 2p'4+ 6 s'z,l == 0, ceea ce conduce la 


gerass p ers, pas, ganire (14) 
Introducind (13) in a doua condiție (10), obținem acum 
s = Rhia, (15) 
astfel că în definitiv funclia lui Airy se scrie 


A (> 25) = (00,4 a*) (xj ta — Lx] — 3a! a, x), (16) 
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iar componentele (13) ale tensiunii au valorile 
du =0, c64—-— (3/2,2a9) z (Lx), — o4 = (3/2,/4a?) (a? — zi). (17) 


Să calculăm acum momentul de inerție |, al secţiunii (normale) a consolei. Pentru drept- 
unghiul de laturi 2a, 2b avem din (5.7.7) 


4 
lá Em W at dD  — aË b. (18) 
d 
g 


Raportind acest moment de inerție la unitatea de lungime pe direcția Or, — așa cum 
procedăm cu toate mărimile cu care avem de-a face In problema plană — vom obține pentru 
momentul de inerție unitar |,/2b, pe care 11 notăm din nou cu |,. valoarea 


2 


la Em —— a*. (19) 
3 
Cu aceasta, formulele (17) devin 
Gu =Ü, Cg = — (Rill) zt, (1 — ty) Ga = ((DJ2l,) (a! — xj). (20) 


Valoarea componentei a, coincide eu cea rezultind din (5.9.7). Componenta g,, are va- 
loarea din (5.20.39). In fine, componentele dy și aş, (In particular, 34) sint nule, ea şi în cazul 
problemei consolei tratate cu formulele lui Jurawski. 

Formulele (20) nu depind de constantele elastice, şi deci conduc la aceleaşi valori ale 
tensiunii, atit pentru starea de deformația plană, cit si pentru cea de tensiune plană generalizată. 
Spre deos?b!re de soluția elementară din $ 5.20, cea de aci se dovedește Insă valabilă şi dacă 
2b*1» 2a. 

Dimpotrivă, deplasările diferă între ele. Pentru a le calcula, pulem face uz de (1.9.8), 
transeriinid deformația cu ajutorul legii lui Hooke fn cele două variante distincte ce rezultă din 
(3.67) pentru primul caz, respectiv (2.24) pentru cel de-al doilea (unde trebuie să intervertim 
sl variabilele x4 5i 4), $i făcind uz de (17) sau (20). Integrarea se poate face pe orice drum, de 
pildă pe un drum compus din segmente paralele cu axele. 

Tot atit de ușor se pot integra direct ecuaţiile tizico-geometrice. Astfel, din (3.67) şi (20) 
se obțin valorile Hy ps Ua 4 $1 ta Fila. Integrind primele două expresii, apar două funcții 
necunoscute, care se determină tinind seama de cea de-a treia expresie considerată. Obţinem 
astfel : 


1 2o. S Ri 
H, — e (UE la) | T3 — 3 z + Yr (1 -— T4) + AX, + c| 
2 | 
lla = D, (21) 


1 = 1 l | 
Uz = 74 (Pu Ela) [sci — 2l x,) — — (2 4) ză — Bz, — p), 


unde A, B, C, D sint constante, legate prin relația A— BE = 2(1--v) a*. 
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in cazul stării plane de deformatie, ecuaţiile (2.67) se inlocuiesc cu (2.24). Rezultatul 
final se poate obține direst din (21), inlocuind constantele v, E prin valorile din a doua linie din 
(3.66), și apoi revenind la notatiile v. E. 

Tratind problema ca problemă de incovoiere a unei plăci infinite, avem de integrat (3.96) 
cu condiţiile (3.93), (3.95). De data aceasta, trebuie să intervertim x} cu xy gi u, cu iu, si 
să inloeuim 2h eu 2a. Întrucit componentele stării elastice nu depind de Ya, sinlem conduşi 
la a integra ecuația 


dt ujar t = 0. (22) 


În ce privește condițiile la limită, vom presupune că placa este rigid fixată (incosiratä) 
în lungul liniei x, = 0: această linie nu se poale deplasa, si planul tangent în lungul ei de 
asemenea nu se deplasează in procesul de deformalie. Dimpolrivă, marginea r4 = 1 se roteşte 
liber, astfel că aci nu pol fi aplicate momente incovoieloare, ci numai o forţă táietoare. Avem 
deci 

Us [ao zw du, id zal, = 0, Nag — =, Ny = Thy (23 


T= 


Făcind uz de formulele (3.88), (3.91) și (3.78), obținem imediat 


E 


1 , 0] T E 
ae ea qur) [os =R Ji D= — Ed — v) d 
9 $ 3 


Tinind acum seama de presupunerea că componenta 6, (căre inlocuicste aci pe G) este 
neglijabilă, precum si de relațiile (3.88) — (3.90), obţinem componentele tensiunii 


3 3 3 
Jil = 9, O44 = = E (rela?) XY (t — X4). O13 = 4 (Cla?) (a* — x1), (25) 


ceea ce coincide cu (17), sau — ceea ce este acelaşi lucru — cu (20), 

Rezultatul privind starea de tensiune este deci identic în cele trei variante. Pentru deter- 
minarea deplasărilor in ultima variantă, dispunem de u, din (24), unde putem introduce valc- 
rile |, si D din (19)51 (24). Componenta m, este nulă, iar din (3.16) si (3.85) căpătăm u, = 
= — YU; a- Prin urmare, avem : 


1 | | " 1 
u= — CRED — m) (s aid d 
: 3 
Lin (26) 
l D 
Ug = =: CCULE Lj (1 — 9) x, (zx — 214). 


Formulele (21) cu constantele elastice inlocuite așa cum am arátat mai sus, conţin 
incă $i alti termeni — a căror prezenţă se explică prin aceea că soluția în cazul stării plane de 
deformatie este soluţia exactă, in timp ce în starea de încovoiere a plăcii intervin ipoteze 
suplimentare. (De unde obligația de a satisface primele două condiţii (23).) Expresiile ce depind 
de A, B, C, D descriu o deplasare rigidă, eliminată în (26) prin condiţiile de incastrare. 
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c) Grinda pe două reazime 


Să eonsiderám același paralelipiped de muchii 2a, 2b, 7, solicitat de o sarcină repartizată 
de intensitate constantă Q pe fata sa superioară. Dacă 2b £ 2a 4, avem de-a [face cu o 
placă dispusă în planul vertical, şi aşezată pe două reazime cvasi-punctuale (fig. 5.20.2). Dacă 
25 p |> 2a, placa este aşezată orizontal şi e sprijinită pe două linii de rezemare (fig. 5.20.3). 

În primul caz, Q măsoară intensitatea liniară a sarcinii pe grosimea plăcii; în cel de-al 
doilea, intensitatea liniară a sarcinii pe o flşie de lăţime unitară a feței superioare a plăcii, 


În ambele cazuri, secţiunea normală a cilindru- 
lui (de ax Orp., sau planul median al plăcii subţiri, 
sint solicitate după schema din figura 6.5.3. Probleme 
de acest tip (sarcină pe suprafala laterală a barei cilin- 
drice, eventual funcţie de r4) se rezolvă curent cu 
mijloacele rezistenței materialelor — cu toate că soluțiile 
exacte nu sint încă în general cunoscute, 

În cazul secțiunii dreptunghiulare, problema 
poale fi rezolvată aproape la fel ca in cazul plăcii în 
consolă. Este Insă adesea util să folosim eventuale soluții 
aproximative ale problemei — dacă dispunem de ele — 
peniru a ușura căutarea funcției lui Airy: 





Fig. 6.5.3 


Să abordăm problema de faţă cu mijloacele rezistenței materialelor, aşadar utilizind 
(5.20.39). Tinind seama şi de (5.9.7), vom lua ca punet de plecare 


1 a 
dy = 2 (Rilla (a — rih 00 0, Sg = (Ralla) ti (ta — D). (27) 


Să considerüm că componentele normale dy apar ca efect al actiunii momentului incovo- 
ieLor corespunzătar in fiecare secțiune (vezi $ 5.9, pag. 207). Componentele cj sint produse de 
forțele dirijate tangential, după direcția axei Or, Soluţia se va obţine deci suprapunind efec- 
tele fortelor Q dz, distribuite în lungul barei, precum şi efectul momentelor corespunzătoare, 
considerind sectiunea z, acționată de toate lortele ce lucrează la dreapta el (principiul secţiuni- 
lor imaginare), 


Sarcina globală Qf provoacă apariția în reazime a două reacțiuni egale cu —Q1/2. Mo- 
mentul sarcinilor repartizate Q dr, aplicate in punctele curente x4 « X, SI, plus momentul 
reacţiunii in reazimul x, => |, este dirijat după Or, şi are valoarea 


1 1 
Ma (r4) == of (Xa "t ta) dz, Em a Qi t — Ta) acei a Qr, (!— T4). (28) 


Ta 
Din (5.9.22) si (5.9.17) urmează acum 


1 
Ga = — LS QE] x, = T (0/12) (| — x3) z Ta: (29) 


Pentru a determina Ga, vom face uz de prima formulă (27), luînd (Q, = Q d X4, integrind 
de la z, la / şi [inind seama și de sarcina — Qi/2 pe baza z, = I. Obtinem atunci 


1 ; I 
Ty — Fi QU (1/2 la) (a? — x2) + (912 1,) (a* — | dX, = 
Ta 


dx 1 afa 
QI 4 3 = —(Qil(e — xDl—i-— le (30) 
v3 l | [ A gt = Ie i E j 





Soluția (29), (30) va constitui punctul de 
d pornire pentru căutarca funcției lui Airy a proble- 
mei Întrucit este de preferat să raportăm domeniul 
dreptunghiular consideral din planul Oz, ry la axele 
E, centrale principale, vom inlocui x4 cu ty + 7/2. Cu 


Fig. 65.4 aceasta, formulele (29), (30) devin 


1 1 E oour a 
daa 07 77 p «ejt (s x ee "| War. Mayo cm i (Ql) (a? — 23) ta (31) 


Yom incepe prin a căuta acum soluţia corectă a problemei sub forma 
n] LE] 


care păstrează structura formulelor elementare (31). Notind cu B (rity) functia lui Airy pre- 
zumată care — prin intermediul relaţiilor (4.20) — conduce Ia expresiile (32), obţinem 


Baie pxQ-dqrQxgs Baa = — 0n — 8X] d. (33) 
Intezrind prima din aceste ecuații, avem 
| D a 1 UR 
B (Tis 3) er " pa, X = qX, X4 1 T fi (a) i fs (24). (34) 
ü 


Iniroducind această expresie în a doua ecuaţie (33), deducem 


a 3r 
qx, ta t (ta) — — TX, — 83, X. 


de unde, introducind o nouă constantă ! : 
1 2 
i= — 1. [i Reap MC (35) 
astfel cà (34) devine (termenul in ! fiind neglijabil) 


| "M. 1 1 S 
B (25, a5) = Ind 4 "m tja — j^^ + fa (xg). (36) 
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Această funcţie verificà relaţiile (33) — dar nu este biarmonică, intrucit 


AAB = 4gz, + fi" (2) 5-0. (37) 


Ea nu poate îi funcția lui Airy a problemei : spre deosebire de cazul plăcii în consolă, soluţia 
elementară nu poate asigura verilicarea ecuaţiilor exacte, Să luăm atunci 


A (Ti rg) — B (4. X3) + C (n. X3), (38) 
și să determinăm funcția C (fp r,) din condiţia ca A(r,,r,) să fie biarmonică. Deducem 
AAC = — Agr — fi (xy), (39) 


ecuaţie care este satisfăcută dacă alegem (cu scopul ca AA C să fie liniară în z,) 


C (tp 23) = prti + qz] — fa (223) + 9 (3), (40) 


unde g,(z,) este un polinom de grad cel mult 3. Avem desigur AAC = 24p'z, 4-1209^z, — f1"(z,), 
de unde, comparind cu (39), deducem 


q- (41) 
Functia lui Airy se scrie deci deocamdată sub forma 
1 3 1 4a 1 ai E: E 1 
Á (£i Ta) = —pzj--—qrzy—--rz,z4-p'zr-—|—p-t—q zig. (42) 
6 B 2 5 30 


Introducind (42) în relaţiile (4.20), obţinem acum 


1 OBERE 
Gy — qr] — rz, + 12 p'xy ty + gp (23), 


" 2 
O45 = DX, + qr,f3 — [o + 2 xi. (43) 


Gn = — grj Za + ra — 4033. 


Pentru a determina p, q, r, p' şi gy (24), dispunem de condițiile la limită ale problemei, 
care — scrise in spirilul principiului lui Sainti-Venant — sint 


0.3. = 0 gu m O pentru z, = — a; (44) 

9,4 — 0, 043 = Ü pentru z, — a; (45) 
a 1 1 

— Y | c dz, =F — QI pentru z, = 4- — 4 (46) 
—a 2 2 


1 
(Pe baza z, = — — l acţionează tensiunea 6j: 3 = — o3.) 
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Prima condiție (44) si prima condiţie (45) se scriu sub forma 


1 
n au + ra — 12 p'az + gj (x) = — Q, 
(47) 
1 
—4a* — ra + 12 p' az +g) (13) = 0. 
à 
Adunind şi scăzind aceste relații Lermen cu termen, obţinem 
i 1 2 
niz) = ——Q, — q — ra= Q, p'=0. (48) 
2 4 
Formulele (43) devin atunci (q şi r nemalfiind independente) 
1 1 a 2 4 
Su = esa NL dă 29 Oz = PI, + qrry-— 1H. 0,5 = qr, 34 F r5. (49) 
introducind expresia g din (49) In (44) si (45), deducem 
q = rë, (50) 
şi a doua relație (48) permite atunci să scriem 
$3 9 
q= =—— Qa, r2-—-—JQia. (51) 
4 4 


Cele două condiţii (46) rămin deci să servească la determinarea unicei constante încă 
necunoscute din (49), constanta p. A doua din aceste condiţii este identic verificată ; intr-adevăr, 
tinind seama de (51), avem pentru zx, = 4 //2 


x 1 a 2 1 
| 9,4 (1, = au (— qj t r)dz, = — Ql. 
—ü 2 =ü 2 


În schimb, din (49) şi (51) deducem 


033 





4 1 
= L — — ore xı + — (Qla?) xj, (52) 
£d! 16 2 


astfel că cea dintii din condițiile (46) nu poale fi verificată identic. 


Dispunem de două căi pentru a ieși din acest impas. Prima ar consta dintr-o nouă modifi- 
care a funcţiei lui Airy, In aga fel Incit să fie respectate condiţiile deja verificate, şi să se asigure 
si satisfacerea celei din urmă condiţii. A doua cale constă în a ne mulțumi cu verificarea acesteia in 
spiritul principiului lui Saint-Venant. Calculind rezultanta şi momentul rezultant al tensiu- 
nilor 4, pentru z, = + 1/2 obținem din (52) 


2- 


" ; 2 i 1 
üy dx, = 0, Ma = = | a xdr = = — pa ore Qm + -— Qa* 1 (53) 
di 3 8 S DI 
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astfel cá tensiunile normale og, formează un sistem static echivalent cu un cuplu de moment 
Sa, în general diferit de zero. Din (54) obţinem deci 


1 1 
p = an [- A + = ghen oe). (54) 


astfel că relaţiile (49) iau forma definitivă 
1 y 
imm (3 Qj4a?) [;4 — if z,4— al 
3 3 


1 1 & 
gg == ame [- JI, --— Qni — i aa] r,— (391a?) z, zi + (QJ2a?) x1, (55) 
8 


d, = — (3 Qa?) (aè — zi) a. 


Să presupunem acum | ///,—0, ceea ce inseamnă că condiția (46) pentru a, este satisfá- 
cută în spiritul principiului lui Saint-Venant. Ținind seama si de (19), obținem din (55) soluţia 
problemei inițiale : 


1 1 1 " 
gc = = (QA) [3 zi — az, + a) (oum P (Olla) (a* — 21) Ta 
(56) 


E: 1 2 2 
4 q 3 9 


Comparind-o cu soluţia elementară din (31) (completată eu valoarea g,, = 0), se constată 


1 1 
că componenta Gy 1$i păslrează valoarea, în timp ce 644, creşte cu (Ọla) G zi —— e Tj- 
3 5 


Aceasta e o mărime neglijabilă, în afară de cazul x, = + !/2. Infine, a, nu e nulă, ci variază 
de la zero la — Q. 


Pornind de la (55), se pot determina deplasările (éeea ce soluţia (31) nu Ingáduie). În par- 
ticular, aceasta permite şi rezolvarea problemei grinzii Incastrate la capele, caz In care valoarea 
(necunoscută) a momentului | Jf, se determină din condiţiile la limită de forma 


Usa — 0, sau usa = O: (57) 


(Prima exprimă condiția ca direcţia elementelor orizontale să nu varieze la capetele barei ; a 
doua exprimă aceeași condiţie pentru elementele verticale.) 


d) Problema dreptunghiului. Metoda separării variabilelor 


În general, se pot intilni date la limită oarecare pe cele patru laturi ale dreptunghiului, 
ceea ce obligă la atacarea problemei printr-o metodă directă. 


În acest scop, se caută adesea funcția lui Airy sub forma 


Alty 25) = X, X, (x) Ya (23). (58) 


nag 
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Ecuatia biarmonică (4.21) ia astfel forma 
XIV Y + 2X" Y" 4+ XYIV = 0, 
(pentru fiecare termen al sumei (58)), sau incă 
XIVIX + 2(X" [UE PY) + YIVIY = 0. (59) 
Derivind această ecuaţie în raport cu z,, obţinem 
2 (Y"]Y) = — (XU XY : (AX, (60) 


astfel că ambii membri ai acestei ultime ecuaţii trebuie să fie egali cu o aceeaşi constantă, fie 
en —223* (mai exact: — 222), De aci avem mai Intti ecuația 


Y" + 33 Y =0, (61) 
cărei soluţie are forma 
Y = h cos Ax, + k sin Ar, (62) 
Intruett din (61) urmează YIY = — A! Y" = MY, ecuaţia (59) devine 
XIV — 93 X" -- 343 X 2 0, (63) 
cu soluția generală 
X(r)-AchAz-FBshAiz,--FCr chr, Drshi r. (64) 


Funcţia lui Airy este deci o sumă de produse de funcții de forma (62) şi (64), cu caefici- 
enți — funcții de n — care trebuie determinaţi din condiţiile la limită, 

În particular, luind A — 0 în (62), se obține soluția lui L. Filon [1]; dimpotri- 
vă, pentru k = 0, rezultă soluția lui M. Ribière [1] [2]. Pentru detalii, vezi P. Papkovici [4], 
$8 10.4—10.6; S. Timoshenko si J. Goodier [1], § 23. 

Dreptunghiul elastic — inclusiv în cazurile limită in care dezvoltările In serie sint inlo- 
cuite prin integrale Fourier — este studiat cu un mare numár de exemple de P.P. Teodorescu 
[2]. Vezi incă B. Abramian şi M. Manukian [1] (soluţie prin serii, sisteme de ecuaţii complet 
regulate). 

Pentru un punct de vedere modern, uzind de teoria distributiilor, vezi J. Leray [1] (cu 
aplicaţii: J. C. Leray [1]). 

Să examinăm pe scurt cazul dreptunghiului pentru ab, ceea ce permite verilicarea con- 
dițiilor la limită pe laturile z, = + b în spiritul principiului lui Salnt-Venanl, 


Pentru a ne elibera de prezența unor sarcini c, pe laturile r, = + b, să luăm în (62) 
h = 0, Asb = nz, aşadar să căutăm soluţia sub forma propusă de Filon: 





an 
A(xx)- y sin 


n—l 


nzz[ nci nz, TI, 
A, ch 
b 


| nri, n 
—— 4. H, sh = + Ca 5 ch —— + D, z; 5h — |e 
b b b 


(65) 


G ECUAȚIILE PROBLEMEI PLANE ÎN VARIABILE COMPLEXE CONJUGATE 385 


Într-adevăr, fiecare termen al seriei ce rezultă de aci pentru Gy = A, este nul pentru z,— + 5. 
În ce priveşte sarcinile tangenţiale Gja, ele trebuie să fie determinate din condiţiile la limită 
de pe laturile z, = + a, care se scriu sub forma 


Gia = Aug = fi (Za), 0,5 = — Aj = fi (xg) pentru 4 = d, di 
01:3 = — Asa = fa (9), G 4:8 = Asa = Satra), pentru xr, = —a, | 


unde f, Jo fy: ga Sint sarcinile (normale si tangentiale) cunoscute pe bazele dreptunghiului, 
Dezvoltind aceste funcţii In serii Fourier, obținem prin identificare un număr de 4m condiţii 
pentru determinarea celor 4m coeficienti ce apar în (65), dacă se refin numai primii m 
termeni ai seriei, 

Funcțiile g,, ga sint valori la limită ale unor serii de cosinuși, gi ele trebuie deci să satis- 
facă condiţiile 


b b 
| nij dz, = | da (25) dz, = 0, (67) 
—b b 


ceea ce arată că sarcina tangenţială trebule să aibă rezultanta nulă. Sarcina normală pe laturile 

= +a va fi echilibrată de rezultanta sarcinii tangentiale pe laturile x4 = +b (reactiuni în 
reazime), Soluţia de acest tip poate fi folosită şi pentru sarcini ce nu respectă condiția globală 
(67), suprapunindu-i-se soluţii elementare polinomiale, 

OBSERVAȚIE. Metoda separării variabilelor poate sluji şi pentru alte domenii decit cel drept- 
unghiular, dacă putem trece la coordonate convenabile, Cazul cel mai simplu este cel al dome- 
niilor cu frontiere circulare (coroană, sector etc.) studiat în coordonate polare. Pentru detalii, 
vezi de exemplu M, Filonenko-Borodici [1], capitolul 7, sau P. Papkovici [4], capitolul 11, 


$ 6. FORMA ECUAȚIILOR PROBLEMEI PLANE ÎN VARIABILE 
COMPLEXE CONJUGATE 


Am arătat la finele $ 4 că problema plană poate fi redusă la deter- 
minarea a două funcţii de o variabilă complexă, ceea ce permite atacarea, 
problemelor fundamentale prin metode directe. 

Eficacitatea acestui punet de vedere depinde in mare măsură de 
modul în care se stabileşte legătura dintre mărimile elastice, si potenţialii 
complecși. Primele cercetări în această direcție sînt cele ale lui A. Love 
[1], capitolul 9, şi L. Filon [1]. Dar cele mai importante rezultate apar- 
tin școlii lui N. Mushelişvili, si îşi găsesc originea în lucrările lui G. 
Kolosov, care încă in 1909 arăta cà: „Metoda expusă dă: I? mijlocul de 
a aplica problemei plane teoria reprezentării conforme, asa cum ea se aplică 
în hidrodinamicd; 2° o infinitate de mijloace de a transforma soluţiile şi 
de a deduce dintr-o soluţie, altele”. (G. Kolosov [4].) 

În ce priveşte limitele metodei, avertizăm că ea nu poate fi decit 
cu greu extinsă la studiul problemelor tridimensionale. Rămin aci vala- 
bile şi rezervele formulate in $5.18, g, pag. 301. 
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a) Ecuatiile problemei 


Ca şi în cazul sistemului (5.3.14), vom transcrie si integra ecua- 
tiile (4.1) — (4.5) sub o formă complexă, privind toate funcţiile de a, £a 
care intervin în aceste ecuaţii, ca funcții de à si 3 (L. Solomon [10]). 
Vom admite deocamdată că F 0. 

Bá considerăm deci forta de volum complexă 


F (38) = Fu (Eir 2a) ri Pa (a), (1) 
unde F, F, sint componentele forţei de volum F, si deplasarea complexă 
U (3,8) = Uy (23, La) i a (203, Va). (2) 
Amintim încă relaţia (4.3) 
So [n 3) = Cu (Pas a) F Goa (Pus 23). (3) 


Pentru a transcrie sub formă complesă cantitatea reală div F ce 
apare in ecuaţiile (4.2), remarcăm că din (A.4.13) urmează 


Fa o Pra + Pag) +i (Pas — Pad) (4) 
sau altfel seris 
2F,-divF-4irot F, (5) 
de unde 
div FFF (8) 


Pentru orice cantitate complexă G = G,-LFiG,, deducem tot astfe 
Gia "E Caa = 2 Re G,. (7) 


Să considerăm mai întii ecuațiile de compatibilitate. Adunind 
termen cu termen primele două ecuaţii (4.2) si tinind seama de (3), găsim 


AS, = — (1 — vy! div F, (8) 
sau încă, utilizind expresia (4.4.7) şi (6) : 


i E 
ha > MER "ias yy (Fa + Fa). (9) 


Forma celui de-al doilea operator din (A.4.7) sugerează să scriem 
încă 
A (Gaza — Gu H 21635) + (Soga — Son F 215945) = 


u | -— "syn M 
= — 2F..- O2PFQ — 21 Pia 21 Fi, 
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ceea ce conduce la introducerea funcţiei complexe 


S(3; 8) = Saa (24, Va) — Gu (Pu La) + isig (2, 23), (10) 
şi permite ca, utilizînd (1), (3) si (4), să ajungem la ecuația 
S ui — Su = F s (11) 


Trecînd acum la transcrierea ecuaţiilor de echilibru, vom exprima 
mai intii componentele tensiunii prin intermediul mărimilor Sp și 5: 


1 Es sos 1 MT. fons SES mac 
ou= S So — (St Sh oma — 2 Sr (ES) ma — i6 — 5), (2) 


de unde urmează si 
i 1 - z da =- m 
Oua F 1034 m (So — S); Ci unic em c + 5). (13) 


Fäcind uz de (7) în (13), obținem pentru primii doi termeni ai ecua- 
tillor de echilibru (compară cu trecerea de la (5.3.14) la (5.4.16)) : 
Gia F 0135 = 2 Be (cu + 1,5), = Re (5, — 5).15 
021 F Gaga = 2 Re (0,4 + I Cag), ı = — Im (59 + 5).;- 


Adunind membru eu membru ecuațiile (4.1) astfel transformate, 
deducem 


(14) 


Sos — S F —0; (15) 

prin scădere termen cu termen, se găseşte relația conjugată cu (15). 
A doua ecuaţie de compatibilitate (11) este deci o consecință a ecua- 
fiei (15), şi nu trebuie reţinută, Prin urmare, sistemul celor 5 ecuații 
(4.1), (4.2) se reduce la sistemul format de cele 2 eeuatii (9) si (15) 


Social Gya -—ü — )(E4 4- F5), (10) 


unde amintim că am notat 
$0 = Cut Gap S= Gn — On + Ziua: (17) 


Pentru a determina deplasările, deducem mai intii din (4.4), (4.5), 
(3) și (10): 


Uri F s y = (LL — v — 27?) /E] So 
ua — Wa a = UL + WE] (cu — ca) = — [(1 + v)/E] Re 5, (18) 
wy a d- 1 = 2[ + Ela = (1 + 9)/E] Im 5. 
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Dar, făcînd uz de (ÀA.1.13), deducem 


TM = liz of ng EE md 
1 ; (19) 
U: = E (ta — aa) + i9 4 ta a) 
astiel că din (18) obţinem 
U, = — [(1 + 9/28]S, U, FU = Ur) (1 —29))E]S, — (20) 
sau incă, înlocuind constantele : 
U, = — (14g) $ Ua +U, = NI —2)/2915e- (21) 
Deplasarea U odată găsită, din (2.26) şi (19) obţinem şi 
ca = — Im U,,. (22) 


Ecuațiile (16) sint ecuaţiile în tensiuni ale problemei plane 
(prima din ele fiind ecuaţia de echilibru, iar cea de-a doua, ecuația de 
. compatibilitate). Ecuațiile (20) (sau (21)) sînt ecuaţiile fizico-geometrice 
ale problemei. 

Este semnificativă compararea ecuaţiilor (16), (21) cu ecuaţiile 
(5.4.16), (5.4.20) — (5.4.24) ale problemei anti-plane. 1n particular, rá- 
min valabile cele arătate la finele 8 5.1, pag. 166 (vezi si mai jos, Obser- 
vatia de la pag. 391). 


b) Criterii de rezistentà 


Pentru à încheia, ;* examinăm pe scurt criteriile de rezistenţă in 
cadrul problemei plane. (Compară cu $ 5.10, pag. 212). Pentru simpli- 
tate, ne limitám la cazul deformaţiei plane, astfel că tensorul tensiune 


are forma 

| Su 013 0 | | 

Sje Co 01: (23) 
0 0 vj 


iar invariantii săi sint (vezi (2.5.19)) : 


17 (1 +y) So Xa = Gu aa — olst vSo Xy = Solont — oi). (24) 
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Dat fiind că ca = vS este evident una din tensiunile principale, 
deducem că primul membru al ecuaţiei (2.0.20) este aci divizibil prin 
c — 59. După calcule elementare, obţinem pentru celelalte două tensiuni 
principale ecuaţia 


9? — Sao -- (Stz — ci) = 0, (25) 
astfel cà in definitiv avem, tinind seama si de (10) : 


1 1 | 
gi ms E (So 4-15], o3 = a (So — |5|); o3 = V5o- (26) 
(Componentele s,, Ca c4 nu sînt numerotate in ordinea mărimii lor, dat 
fiind că această ordine depinde esențial de valorile o, $i v.) 

Să ne limitàm la cazul in care criteriile (4.3.1) şi (4.3.2) sint privite 
drept criterii de plasticitate. Din motive de continuitate, rezultă că în 
1 l 

(vezi $ 3.4. pag. 93). 


2 


momentul trecerii în starea plastică avem v = 


; i ; z a MAS a) 2 E 
Or, in acest caz o, = — 5$, este tensiunea principală mijlocie, si din 
2 


(2.6.11) şi (26) urmează 
1 
Tmas = t-> {o — 9, = 2 |S]. (27) 


În felul acesta, (4.3.1) conduce la condiţia, de plasticitate 


I5: S e,. (28) 


Pe de altă parte, din (4.3.2) obţinem uşor pentru y = 5 condiţia 
2 a 4 A 
(611 — Ga) + Aoi < 3 Gas 


sau Încă, tinind seama ca si in soluțiile ecuației (25) de expresia (10) : 
(S| 1,16 o,. (29) 


Prin urmare, în ambele variante considerate, condiţia de plastici- 
tate este independentă de S,, si este în întregime caracterizată de |S|. 
Acest raționament subliniază semnificația diferită a mărimilor S, si S, 
introduse în (3) si (10) prin consideraţii formale. Prima din ele caracte- 
rizează deformația de volum (si intervine numai în ecuaţia de compati- 
bilitate, specifică teoriei elasticității). Cea de-a doua (singura ce inter- 
vine in condiția de plasticitate) caracterizează distorsiunea. 
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8 7, REPREZENTAREA SOLUȚIEI ECUAȚIILOR PROBLEMEI 
PLANE. FUNCŢIILE LUI KOLOSOV SI MUSHELISVILI 


Ecuațiile (6.16), (6.21) se pot integra asemănător ceior din 8 5.8, 


a) Ecuațiile omogene 
Fie de rezolvat mai întîi sistemul omogen 
Sos = O, Si — Spa = O. (1) 
Integrind?) prima din aceste ecuaţii intii in raport cu 3 şi apoi in 
raport cu à, obţinem 
So = S.) da 4-5.) (2) 


(8, și S, sint funcţii arbitrare). Dat fiind că S, este o cantitate reală, 
vom serie 


20 (3) = | S1 (3) d. (3) 
si relația (2) va deveni 
So = 2[0 (3) + (3). (4) 
Tinind seama acum de (4) în a doua ecuatie (1), obținem 
S; = 20 (3), (5) 
de unde, prin integrarea în raport eu 3, urmează 
S = 2[80'(3) + T (3)]; (6) 


unde Y(3) este o nouă funcţie arbitrară. Întrucît c, € C!(Z), urmează 
că O(a), F(a) sînt funcții diferentiabile gi cu derivate parțiale continue 
în 2, asadar sint faneții analitice de 3 în 2. Asupra naturii lor ne vom opri 
în $ 10. 

i Considerind încă și funcțiile analitice ẹ(4), $(3) (care nu trebuie 
desigur confundate eu funcţiile notate in acelaşi fel în studiul problemei 
anti-plane) definite in Z prin relațiile 


p'a) = (3, v'(9) — E (a) (1) 





2) Vezi 8 5.8. nas. 200. și 8$ A4, pag. 704, 
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vom transcrie (4) şi (6) sub forma definitivă 
5, = 2[o' (3) + e'(3)), 5 — 2[3e" (3) + 9 ()]. (8) 

Soluția ecuaţiilor (1) are deci forma (8). Reciproc, pentru orice 
funcții analitice (3), 4 (3), funcţiile definite de (8) verifică (1). 

Trecind acum la integrarea ecuaţiilor în deplasări, vom introduce 
expresiile (8) în ecuaţiile (6.21), ceea ce dă sistemul 

Us = — (20) [39 () + V ()1, 
U, +U, = [a —29)/u1 Ep () + e (71. 
Integrind prima din aceste ecuații în raport cu 3, obținem 


U = — (1/2u)[e (3) + 9()1 + U1); (10) 


unde U,(a3) este o funcţie deocamdată necunoscută. Introducind expresia 
(10) în a doua ecuaţie (9), deducem mai întîi U +U; —[(9 — 4v)/2u ][ 9' 4- 9' ].. 
de unde urmează 


(9) 


U, (8) = [(3 — 4v)/2y.] (8); (11) 
astfel că în definitiv (10) devine 


2uU(à à) = xe(a) — 39 (8) — Pla), (12) 
unde am notat eu x coeficientul funcției p(3) asa cum apare el din (11). 
Tinind seama de relatiile (3.66), avem pentru x valorile 
3 — 4y in starea de deformalie plană; 1 — x —3; 
* I8 


(13) 





1d "in starea de tensiune plană generalizată ; > «ox «3. 
LT oV 

Formulele (8) $i (12) dau — în absenţa forţelor de volum — repre- 
zentarea soluției prin intermediul celor douá funcții qg(3), b(3). Aceste 
funcții au fost introduse de către G. Kolosov [1], [2]?) și larg utilizate 
de N. Mushelisvih [1] — [5] în studiul problemei plane. Vom num 
funcțiile o,  — functiile lui Kolosov şi Mushelisvili. 


Rajionamentul de mai sus este similar celui din $ 5.8. El este apropiat de modul in 
care A. Stevenson [2], [3] a stabilit (după Kolosov si Mushelisvili, dar în med indepen- 
dent) formule de acelasi tip. 

OBSERVAȚIA 1. Aparatul introdus de Kolosov pentru probleme de elasto-stalícü, Incepe 
să găsească aplicaţii şi in probleme de elasto-dinamică (J. Radok [1], N. Şandru [3]), de 
elasticitale asimetrica (G. Savin [2], $ 3; R. Mindlin [7]). de vísco-elasticilale asimetricd 
(M. Misgleu [7]), chiar de plasticitate (B. Anin [1], V. L. Dobrovolski [1], [2], G. Dincă [1]). 
În unele din aceste lucrări. tocmai punctul de vedere din $$ G şi 7 este cel care conduce la 
țintă. (RBevezi încă cele spuse la pag. 388). 


3) Unele din formulele lui Kolosov au fost găsite si utilizate în 1900 de cütre S. Ciaplighin,. 
dar publicate abia postum, în [1], volumul 3, pag. 306— 323. i 
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Această formulă a fost stabilită fácind uz de (ÀA.3.12), așadar pentru 
axe (n, s) orientate la fel cu axele (2,, z,). În caz contrar, semnul din mem- 
brul al doilea trebuie schimbat. 

Relaţiile (8) şi (19) au aceeaşi formă în starea de deformaţie, $i 
în starea de tensiune plană generalizată. Dimpotrivă, relația (12) depinde 
de x, ale cărei valori, distincte, sint date in (13) pentru cele două stări, 


Re poate stabili uşor legătura între funcţiile o, d, si funcţia lui 
Airy. In acest scop, să considerăm soluția reală a ecuaţiei 


4 Ai = K (a à). (20) 
Tinind seama aci de formula (17), deducem 


| K (3, 3) dà = 2e (a) -- 3e (9) + 208) + 2] (21) 
unde y,(3) este o funcție arbitrară de 3, şi unde am notat 
x) = eo as (22) 


Pentru ca A(3,3) să rezulte reală, e necesar şi suficient ca y, = y. Din 
(20), (21) urmează acum 


Ala, à = Re [39(a) + x()], (23) 
ceea ce este tocmai funcția lui Airy. Într-adevăr, din (23) avem evident 
AAA = 16 A pp = 0, (24) 
astfel cá A (3, 3) este biarmonicá. Mai departe, din (16) si (20) avem 
So = tAn S= Ka = 4A (25) 
tinind seama de (6.17) si (A.4.7), deducem deci 
Du = A, ag) Ogg = Âa a = — Ag, (26) 


asadar tocmai relaţiile (4.20). 

Prin urmare, funcţia A(3,3) din (20) coincide cu, funcția lui Airy 
A (fia) din (4.20), iar formula (23) dă legătura ei cu funcţiile lui Kolosov 
și Mushelişvili. Orice funcţie de forma (23) este biarmonicá, şi reciproc, 
prin integrarea succesivă a ecuaţiei (24) în raport cu 3,3. se vede că 
orice funcţie biarmonică admite această reprezentare. Formula (23) se 
numește formula lui E. Goursat [1], si constituie analogul în complex 
al teoremei lui Almansi si Nicolescu. 


OBSERVAȚIA 2. Hationamentele de mai sus au un caracter formal (vezi $ A.d, pag. 704; 
revezi si $ 5.8, pag. 200). Justificarea lor rezidă In faptul că soluţiile ecuațiilor elasticităţii 
sint (pentru F = 0) funcţii biarmonice (vezi $ 4.10, pag. 155), aşadar în cazul de [aţă funcții 
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analilice de x, x4, în £Z. Încercările unor autori de à fundamenta introducerea funcţiiler 
p(3), V(3), demonsirarea formulei lui Gcursal etec., pentru clase mai largi de funcţii, nu are 
deci sens decit cel mult pentru FÆ 0. 


Să scriem încă componentele tensiunii şi condițiile de plasticitate 
(în cazul F = 0). Introducind (8) in (6.12), avem imediat 
ou — Re(29' — 49" — 9), Cs = Re(29' 39" +) 
Gia = Im (39" + 4°). 


Pe de altă parte, tinind seama în (6.28) şi (6.29) de a doua formulă 
(8), conchidem că determinarea punctelor în care se face trecerea în starea 
de deformatie plastică se reduce la căutarea punctelor de maximum pen- 
tru cantitatea 


(27) 


(Siaa) l = 2130” (8) + V'(a)1. (28) 


b) Ecuațiile neomogene 


Formulele de mai sus pot fi exlinse la cazul F 3&0, prin adăugarea Lermenilor cores- 
punzălori unei soluții particulare $5 . $*. U* a sistemului neomogen (6.16), (6,21). În acest 
scop, să Începem prin a considera ecuatiile 


fF. E =F. (29) 


Formulele lui Pompeiu $) (4.4.48), (4.4.49) dau pentru orice domeniu (chiar multiplu 
conex) e CA de frontieră & : 


za 1 1 
fi a= — f Raz) dz — - (|: EA dD, 
27i Jez — À x ]]Z 


g(3. 8)— I gi 2) aZ = N = ll), 
mi Jg =j T JJZ — 
à d $ 


in orice punct je ef (unde dO = dX, dX). Integralele curbilinii din (30) sint integrale de 
tip Cauchy, aşadar reprezintă funcții olomorfe de 5, respectiv de 3, in sf. Derivind în mod 
convenabil formulele de mai sus, obținem din (29) şi (30) 


(30) 


» 1 ðr zi t 4 
F(3. 3) . == E -——L F(3. i) = > 2 t i: aD, (31) 
m 08J] Z —4 x 9 JZ— | 
ct ct 





1) Pentru primele lor aplicări la astfel de probleme, vezi N. Teodorescu [1]. 
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de unde in parlicular urmează egalitatea 


rit F aD Ar ua (32) 
dà JIZ — 3 03 J) Za 


et et 





Pentru integralele din (31) se obțin de asemenea, derivind în raport cu 3, respectiv 3. 
(ca paramelri sub semnul iulegralei), formulele : 


d | E ff (| 0 
dà JJ Z — 3 (£—3* 
ct et 


(33). 





Pentru justificarea acestor formule (valabile pentru Fe&C"(s)) vezi I. Vekua [1!, 
teorema 1.32. Faptul cà derivatele din (31) nu sini nule se explică tocmai prin prezenţa 
termenului izolat în teorema lui Pompeiu datorită singularitàlii furctici f (z.Z)/(z —3). 

Toate uceslo formule au caracter de idenfilüfi, valabile in punctele lui ef. Pentru vala- 
bilitatea lor în £D, este suficient să putem lua sf = ££ $i €? = X. 

Sü considerăm acum a doua ceuaţie (6.16) şi si introducem în ea. prima formuli (31) 
pentru gf = £P. Obhtinem utunei 


1 gF F 
Saa = == Pr i +] dD, (34). 
nii — y) 23 93 £—8 Z-—i 
B 








ecuaţie care posedă soluția evidenlă 











S = : |i 5 — E 1 aD (35) 
4(1—95JlZz-à z-3 
£z 
Introduclnd (35) în prima ecuație (6.16), căpătăm 
1 F 2 
es m EE aW am T— : - aD + F. (36) 
4A1— 903 JJlZ 3. Z—34 
E 


Tinind seama de relaţiile ce se deduc din a doua formulă (31) şi din (32) dacă lulo-- 
cuim F prin F, avem 








ME aufus EIE ag 
4n(1 — )) 03 JJ Z — à 41—) 7257 Z2 —4 
A D 
Sip comer d PEE 


a 


396 PROBLEMA PLANA Cap. 6 


aslie] că componenta corespunzătoare aceslor doi termeni în $* este güsità. Pentru a pune 
şi primul termen din (36) sub forma derivatei In raport cu à a unei funcţii, deocamdată 
necunoscute, remarcăm cá avem 


=N r-4—À. AT = V - F — dD = — x £ aD, (38) 
33) Z- z-3)3 ôi JJ z— | 
5 2 jd 


unde am ținut seama de (33), lar operația de derivare in raport cu à ca parametru sub sem- 
nul integralei este evidentă, Cu aceasta, din (36)—(38) urmează 


PR a i] ca suo uus =N pZ ap. (39) 
dril — 9J) z — 3 4x(1— JJ (z—3»* 
> > 
Să inlroducem acum valoarea 5* de mai sus In. prima din ecualiile (6.21). După 
integrare în raport cu paramelrul P obținem evident 
3 —4w Fa 


"e 1 Tct | | 

unis AT jj mZ —p4D + Te mei oe aD4- Utg) (40) 
i6zp(1 — v) lru {i — v} 77 Z —14 

e 


unde UT(3) este încă nedeterminată. Introducind (40) şi (35) în a doua ecuaţie (6.21), si 
(intnd seama că prima integrală din (40) nu depinde de 3. în Limp ce în cea de-a doua putem 
deriva în raport cu à ca parametru, obținem 





- 8 F eges dU) dU 0) € 
167 (1 — v) Z—i Z=} di di 
£l 





1—2v FL? P F | 
TM i jj [ E oe | åD, 
8 eu (1 — v) £—-b Ž—3 


de unde. separind variabilele $i integrind în raport cu parametrul 5, deducem 
3—4 


U* (3) = — c FIn(z — j) dD. (41) 
16ru (1 — v) 
9 


Cu aceasta, expresia (10) a deplasării U* devine 





a ue || Fmiz -31 dD -+ e E ÎL — an. (42) 
Bm (1— v) l6rp(1-— v) Z—1 
5 g 


Termenul multiform din integrandul din (40) nu se menține deci In rezultatul fina!, 

Formulele (35), (39) şi (42) dau soluţia particulară căutată. 

OBSERVAȚIA 3. Inlocuind prin cf In aceste formule, ele continuă să reprezinte o 
soluție particulară a ecuațiilor neomogene, valabilă insă numai în punctele } e. 
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Să trecem la determinarea vectorului-tensiune. Din (14) urmează evident 
* Q* 1 $ 7 ean a i 
Gal Táde, = A (3) -+ $* à isl. (43) 
unde trebuie să introducem (35) şi (39). Tinind seama de (31) și (33), si derivind în raport 
cu 4 ca parametru în a doua integrală din $*, obținem mai întii 5); 
i 3 
$0.1 E (— nF) + i sa F = dD, 
Ax — v) dn — v) JJ Z — p 
E] 








(44) 








xà 3 — 4v F 
fase E aia E an 
4x(1 — v) iri — JJ z — ph 
3 


Întrucit avem 55, 4 Æ $* g rezultă că — spre deosebire de cazul F — 0 — nu se poate 
da aci un analog al formulelor (16) şi (18). Totuşi, se poate introduce o funcție K*(3. 3) In 
aşa [el incit 


Sp = Kg o S*— K'a E HS*, (45) 
unde H* este un Lermen de corectie. AI doilea termen din ambele derivate (44) intră evident 


In alcătuirea derivatelor funcției K*, în timp ce coreclia H* trebuie folosită pentru compo- 
nentele corespunzăloare celui dintii termen. Lulnd 














" 1 We. m ES. um 
K*(33) = — gem puc + F [in(z — 3) + in(Z — Il dD, (46) 
dx(1 — v) Z= į | 
a 
căpălăm 
i = 
„i c. ÎI —— iti, dD, 
4x (1 — v) Z —i — 
e! ML Z= sai] 4D, 
Zi Ax (1 — v) —3* 2-4 
de unde 
"A F 
$6 = K" > $* = K" Ecl tue dD, (47) 
E i » z—j 
a 
şi deci 
1 1 —— 
pă dido ——EH e p) | rss a (48) 
2 2ri Z-—i 
g 


E) A nu se confunda In asemenea expresii s. cu e 


308 PROBLEMA PLANA Cap. 6 


Acesta este deci vectorul corespunzător prezenței forţelor de volum, care trebuie adiugat 
vectorului din (18). Si condiţia (28) poate fi modilieatà in aşa fel incit să ținem seama dc 
efectul acestor forțe: pentru aceasta se iniroduce în ea expresia (39). 


Unele din integralele ce apar in (35), (39), (42) si (18) pot fi calculate ca integrale 
de tip Cauchy pe ZF. Dacă functia F (3, 3) este analilică şi dacă domeniul ZZ este un disc sau 
6 coroană circulară (sau un domeniu reprezentabil conform pe un estici de domeniu canonic), 
aceste calcule sint uneori desiul de simple. Peniru unele cazuri, vezi C, Teodosiu [1]; 
I. Vekua [1]. § 1.4. 


Cazul F = 0 nu prezintă prea mare însemnătate pentru problema 
plană, dar poate fi de interes esenţial în studiul încovoierii plăcilor, Unele 
formule finale pentru cazul ecuaţiilor neomogene sint date (fără demon- 
straţii) de I. Vekua şi N. Mushelisvil [1]. 


$ 8. REZULTANTA ȘI MOMENTUL REZULTANT AL TENSIUNILOR 


Cu ajutorul formulelor (7.19) (eventual și (7.48)) se determină ușor 
torsorul față de origine al tensiunilor ce apar pe o curbă «€ din 2 (even- 
tual pe Z). Ca gi în problema antiplană, aceasta va servi — printre altele 
— la calcularea anumitor parametri constanti de care depind co și d. 

Ca si în problema antiplaná, avem de calculat 

o rezultantă R = (2, Hi RSi un moment re- 
2m zultant Ala. Deosebirea constă în faptul că aci 
29) intervine torsorul tensiunii pe elemente cilin- 
;* drice, si nu pe secţiuni normale, 
| Fie pentru început cá €? e o curbă sim- 
plá deschisă, de capete aq ŞI &(ag mw este aici 
un centru de greutate), si fie s abscisa curbili- 
nie definită in aga fel încît curba sä fie parcursă 


i^ d 






^ 


y "a => prin valori crescătoare (ds > 0) de la sj pină 
la s. Pentru a tace uz de (7.19), vom alege nor- 
Fig. 6.9.1 mala n orientată spre dreapta în raport eu sen- 


sul pozitiv pe &. Porțiunea din 2 înspre care 

este dirijat m se va nota Z”, iar cealaltă, cu Z'. Prin urmare, ctio, 

este tensiunea ce descrie acţiunea părţii £2" a corpului, asupra părţii £'. 
Cu această convenţie, găsim 


R(s) = R (s) + i, (s) = V (o, -- i eg de, (1) 


8 5 


(ti To — Ea Oua) d8 = Re | i (Ga —i 0,5) d$ = 


Hg, 


JH. (s) =f 


“da 


= — mf alca — ica) ds. (2) 


wv fa 


iB REZULTANTA SI MOMENTUL REZULTANT AL TENSIUNILOR 399 


Spre deosebire de c t İS s — care este o funcție de punct si 
de orientarea normalei — mărimile R (s) 8i M, (s) sint funcții numai de 
punct pe Z, întrucit in (1) şi (2) direcţia normalei este deplin determinată. 
Dacă — pentru un sens de parcurgere deja ales — calculăm torsorul 
tensiunilor aplicate în lungul lui © asupra părții 2", obținem evident 
valorile R(s) si — Mals). 


a) Problema omogenă 


Să ne limităm deocamdată la cazul F = 0. 
Fäcind uz de formulele (7.19) şi de notația (A.4.35), obţinem 


R(s)= —i [e t à g + 912. (3) 
Pentru momentul rezultant avem mai intii, integrind prin părţi 


Male) = — Rel salp + 8s +y = 
= — Re[3--33' + Uli, + Re( (3+3 -+ 9) dg, (4) 


- 
“u 


unde trebuie să calculăm desigur nu ,0 n xh in sensul din $8 5.8 
sau 6.7, ei integrala definită în lungul curbei 2 


(B) = > | ere rare + pa (5) 
Derivatele acestei funcții se scriu imediat (vezi (4.4.28)) : 
tag tb fi (oig rd) 
de unde urmează 
f(a 3) -—9-ie TX-dxb-tEe($e-d2x (6) 
astfel că funcția f(a, 3) coincide cu functia lui Airy scrisă sub forma 
complexă in (7.23). Introducind acum (6) în (4), deducem 


Al, (s) = Re [y —89 —38v' E. ( 


Formulele (3) și (T) dau cantităţile cerute. 

Este vizibil că mărimile din (3) și (7) nu depind de drumul parcurs 
între punctele 3, şi 3. Aceasta era de prevăzut: sehimbind drumul, ar 
trebui să le adăugăm rezultanta şi momentul rezultant al tensiunilor ce 
iau naştere pe o curbă închisă; or, torsorul acestora va fi nul, întrucât 
forțele de volum aetionind în domeniul mărginit de această curbă sînt nule. 


=f 
— 


400 pis PROBLEMA PLANA Cap. 6 


b) Problema neomogenă 


Pentru a tine seama de forțele de volum, trebuie să reproducem acum aceleași calcule 
pentru vectorul-tensiune ož; + î0% din (7.48). Tinind seama de (1), vom serie 


8 1 r? F | 
- zi li -— an| dj; (8) 
LE 2mi ži Z— à ] 
2 


ceea ce este valabil pentru orice curbă & din £f. În cazul particular al unei curbe F simple 
închise, prima expresie din al doilea membru din (8) trebuie să fie nulă, intrucit K* din 
(7.46) este vizibil o funcție uniformă. Integrala curbilinie din (8) are — tinind seama de for- 
mula lui Stokes (4.4.29) si dea doua formulă (7.31), transcrisă pentru domeniul af de fron- 
tieră 47 — valoarea 


1 | F x 1 .fr 8 lee F 
— — fy (į ae dD EA ret —— (— 2i) jl a (j z TR 
Ari [^s -3 271 då È; Ti 3 
ct ct ci 


1 
R* (5) = — -—iK* 
2 








x dă, a] dr; dr, = — (| F dr, dT 
et 
astfel cà (8) ia forma 
R*(s)e — ( F dD. (9) 
ct 


Pentru momentul rezultant, deducem pe rind din (2) $i (7.48) 


1 z ES 1 i F 
Jt = — —- Rel sak" — ne D wa 
2 Pa 2T 5. | E=} 
ct 


de unde, integrind prin părți : 





1 - z - 1 f* . T 
a 0 = seil tf (K* dg + K* dj) + 
4 s x4 


aprum zf 


Dacă & este o curbă simplă inchisá, tinind seama cà K* este unilorină, prima paran- 
teză e nulă; înlocuind din nou pe ££ prin sf, şi tinind seama de prima relație (7.47) şi de 
faptul cà Si este o cantilate reală, constatăm cá prima integrală din (10) se anulează de 
asemenea. Pentru cea de-a doua integrală curbilinie, avem pe rind 


[ F lo GE F 
2 zi ) i j dX, dX, —3 — V -——— xax dr dx, = 
4m 8g |] £-—à dà J. noy 

ct st ci 








Z 
is zu [( — nF) — 3(— x F)] dz, dz, = | Im (3 F) dz, dz,, 
2 

Te = 4: 
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astfel cà (10) devine în definitiv 


JI (5) = — (| (r,F, — r, F,) dD. (11) 
est 


Integralele (9) şi (11) reprezintă desigur torsorul forţelor de volum F din domeniul af 
(care are acum rolul domeniului °), si care fac echilibru tensiunilor de pe 4. 


c) Singularităţi admisibile 
pentru functiile lui Kolosov si Mushelisvili 


Formulele de mai sus permit precizarea naturii eventualelor sin- 
gularitáti ale funcţiilor o, y in £z. Să presupunem că F = 0 si să trans- 
criem formulele (3), (7) pentru cazul unei curbe simple închise €, parcurse 
in sens direct: 


R= —ile+ à*' ule: Ji, = Re [xt — 88 9 le. (12) 


Márimile R, AA] trebuie să fie evident niște constante. 

Să presupunem acum cá un punct oarecare din a” este un punct 
regulat, sau cel mult un punet singular izolat de tip uniform pentru 
ọla), W3). Alegindu-l drept origine, rezultă că în vecinătatea lui avem 


(3) = Y a, H= Y ba, (13) 


R= 0 H= — cm 


unde 
ün = d, T dd, , b, — bib, (14) 


(și unde a, = b, = 0 pentru n < 0 dacă punctul considerat este punct 
regulat). Integrind termen cu termen seria $(3), avem $i 


w b 
y (a) =b., n4 + — 49 15) 
y (3) gin à „dă sE à (15) 


Pentru a calcula torsorul tensiunilor pe o curbă «€^ ce conţine in 
interior originea (şi niei un alt punet singular), introducem (13)—(15) 
in (12). Deducem 


R=0 , M,= Re [bng]; = — 2r b”. (16) 


De aci rezultă mai intii cá torsorul tensiunilor ce apar pe orice curbă 
care conţine în interior numai puncte regulate ale funcțiilor q(3), Y (3), 
este nul. În particular, aceasta înseamnă că sarcini concentrate de orice: 
natură pot apare numai în puncte singulare ale funcţiilor ș, y. 
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Mai departe, se vede că functii Kolosov-Mushelisvili uniforme in 
vecinătatea unui punet singular izolat, corespund în general unei repar- 
titii de tensiuni auto-echilibrate (de torsor nul). Fac excepţie funcțiile 


v(a) =0, Vl) = — G Mlh, 


care descriu o repartiție de tensiuni static echivalente cu un cuplu de 
moment AM, Deformind continuu curba e? în aşa fel incit ea să se reducă 
la punctul singular, conchidem că funcţiile de mai sus descriu acţiunea 
unui moment concentrat, aplicat în origine. Intensitatea acestuia este 


desigur M4 — — Ma, (pentru a asigura împreună cu tensiunile repartizate 
pe 2 echilibrul domeniului de frontieră 4). Punoni 
e() —9, pa) = ((My2z)g" (17) 


4deseriu deci acţiunea asupra planului ii a unui moment con- 
centrat de intensitate M, aplicat in origine. 

Sá admitem acum existența unor singularitáti izolate de tip cri- 
tie algebric. Alegind din nou originea în punctul singular, şi admitind 
deci dezvoltări în serie in care termenul general are forma 


q(3) = ag", Va) = ba", (18) 


(a, b — constante complexe; p, q, r, s — numere întregi), conchidem 
din (12) că mărimile R gi M, depind in general de numărul de parcurgeri 
ale curbei, precum și de alegerea punctelor s) — s pe această curbă, ceea ce 
contrazice semnificația mecanica a rezultantei si momentului rezultant. 
Prin urmare, funcțiile o(3), $(3) nu pot avea puncte critice algebrice 
— decit eventual pe iii exterioară a a frontierei. 

Dimpotrivă, funcţiile considerate pot avea puncte critice de tip 
logaritmic. Într-adevăr, dacă în alcătuirea lor intră termeni 


pla) = «lng, (4) = Ina, x(a) = by (Ing — 1), (19) 
atunci din (12) urmează 
R--2-x(m—b) .ff,—90. (20) 


Redueind curba «€? la punetul singular, constatăm că funetiile (19) 
descriu o stare de tensiune corespunzătoare acţiunii unei forțe concentrate, 
aplicate în acel punct. 

Vom reveni la finele $ 10, precum $1 în $ 16, exemplele d și e, 
asupra soluţiilor de forma (17) şi (19). 


Din cele de mai sus se constată că prezența unei forte sau a unui moment concentrat 
nu caracterizeazá starea elastică : coeficienţii din (13) rămin nedeterminafi, cu exceptia lui 
Im b1. Prezența unei forțe sau a unui moment concentrat este deci descrisă de orice funelii 
e) (3) în care apar termeni de forma (17) sau (19) — cu singura condiţie ca seriile care 
eventual le delinesc să fie convergente (exceptind desigur punctul singular). 
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Intelegind însă starea corespunzáloare unei acţiuni mecanice concentrate ca definită 
printr-un proces de trecere la limită din cea corespunzütezre unci sarcini repartizale pe o 
porțiune din S, rezultă cà soluția problemei depinde esențial de modul în care este ciceluală 
această trecere la limilă, singura în măsură să definească cocficicntii din (13). În particular, 
modul curent de a defini forţa şi momentul concentral corespunde proceselor descrise în 
5 16, exemplele d şi e (vezi şi Observatia din $ 16, pag. 456; vezi Incă şi $ 2.1, b). Acţiuni 
concenlrale de structură mai complicată pot fi construite în principiu cu ajutorul Tuneţiei 
8 a lui Dirac si alderivatelor sale, 


8 9. GRADUL DE ARBITRAR AL FUNCŢIILOR LUI KOLOSOV 
ȘI MUSHELISVILI. SCHIMBĂRI DE COORDONATE 


à) Gradul de arbitrar 


Cunoaşterea funcţiilor lui Kolosov $i Mushelişvili caracterizează 
pe deplin starea elastică, dar nu şi reciproc (compară eu $ 5.11, pag. 216). 
Aceste funetii trebuie deci determinate numai abstracţie fácind de anu- 
mifi termeni ce corespund stării elastice nule (tensiuni nule, sau tensiuni 
şi deplasări nule). Vom atribui — numai in acesi paragraf — indicele ,,0"* 
funcțiilor ce descriu starea nulă. 

Ne vom limita la cazul F = 0 (pentru F = 0, vezi C. Teodosiu [1]). 

Fie că in Z e realizată starea de tensiune nulă. Din prima relație 
(7.8) urmează, tinind seama de (7.7), că 


Re 6, (3) — 0. (1) 


Notind Pe = P, + iOj, deducem din (1) şi din ecuaţiile Cauchy- 
Riemann că Q, se reduce la o constantă reală C, şi deci 


P,(3) — iC. (2) 
Introducind (2) in a doua ecuaţie (7.8), deducem 
Fala) —,0, (3) 


astfel că prin integrare obținem 


Pol) =iC3 + Ys Yol) => (4) 


unde y, y' sint constante complexe. Avem deci libertatea de a dispune 
de 5 constante reale, gi funcțiile (4) pot fi adäugate funcţiilor problemei, 
fárá a altera starea de tensiune. Prin urmare, putem alege arbitrar valo- 
rile funcțiilor o, Y $i Im ọ' într-un punct oarecare. Dacă 2 contine originea, 
putem alege arbitrar valorile g(0), 4(0) şi Im 9'(0). Asadar, pe de o parte 
aceste valori nu pot fi principial determinate din datele formulate in ten- 
siuni; pe de altă parte cunoaşterea lor nu este necesară, 
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Fie acum realizată în Z starea de deplasare nulă. Funcţiile corespun- 
zătoare trebuie căutate printre cele ce realizează starea de tensiune nulă, 
astfel că ele au forma (4). Din (7.12) obţinem acum 


Olx + Dig + (xy — 3) — 0. (5) 
Or, această condiție este satisfăcută identic dacă şi numai dacă avem 
C=0, y — xY. (8) 


Aceasta revine la a stabili trei noi condiţii (in real), şi arată că mai 
putem dispune arbitrar numai de două constante reale. Putem deci 
alege arbitrar pe y sau y', aşadar, dacă originea este în Z, valoarea (0) 
saw (0). Notind | 

Y= tifs Y =y + iy (7) 
și introducind (4) in (7.12), obţinem deplasările ce corespund stării de 
tensiune nulä : 

ui = [—(x +1) Co, + Gr — Y1) ]/2u, 
wz = [(x + 1) Co, + (Ys + vsu. 


Aceasta este o roto-translatie rigidă, caracterizată de parametrii 
C, XY — Yi; #Ya + yẹ Condiţiile (6) echivalează cu cerința de anulare a 
acestora. 


(5) 


b) Schimbări de axe 


Ca gi in cazul problemei anti-plane (vezi $ 5.11, pet. d) poate fi utilă 
transcrierea funcțiilor lui Kolosov gi Mushelisvili dintr-un sistem de axe 
în altul.Notind eu indicele ,,1" mărimile relative la noul sistem, avem deci 
in cazul translației 


=, (9) 
iar in cel al rotației 
à = [exp (19)]3'. (10) 
Ca gi in (5.11.13), o funcţie F(x, 4) se zice invariantá$) dacă 
avem 
P'(j*, g) = FG, 3). (11) 


Semnificaţia mecanică a componentelor c, arată că funcţiile S, S, 
sint invariante la o translație (dar nu gi la o rotație !) a axelor : 


SI es Soy SI = S. (12) 





5) Poziţia — inferioară sau superioară — a indicelui ,,1'" este dictată aci (ca și in 
$5.11) exclusiv de rațiuni de comoditate a scrierii, 
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Relaţia (7.4) dă prin urmare 
Re[O(3) — 6, (y — $°)] = 0, 
de unde urmează cá partea imaginară a acestei funcţii de y este o constantă, 
fie ea iC. Prin urmare, avem 
$(3) = O(a —?) + iC, (13) 
unde, dupá cum urmează din (2), constanta iC poate fi neglijată. 
Relaţia (1.6) conduce la egalitatea 
80'(4) + Ela) = (8 — EO — a") + Fila — 39), 
de unde, tinind seama de (13), deducem 
F(a) = Fia — 80) — POl — 3"). (14) 
Neglijind termenii corespunzători rotației (2) şi constantele com- 
plexe de integrare (corespunzătoare unei translații), deducem din (13), (14) 
P — pala) Pa — ala) — Fpl’) (15) 
Funcţia (4) este deci invariantă la o translație de axe, în timp ce 
U(4) se transformă conform celei de a doua relaţii (15). 
''recind la cazul rotației axelor, vom aminti că S, = G/(1 + v), 
şi deci: 
$, — $1. (16) 


Funcția 5 nu este însă un invariant. Transcrind a doua ecuaţie 
(7.1) in axele 3 şi a, obținem 


05/93 = ƏS lög, 05:/03! — OSljJOS. (11) 
Tinind seama de (16), precum şi de faptul cà din (10) urmează 
d3/9' = exp (ið), d/d = [exp (i9)] d/dg, (18) 
putem transcrie a doua ecuație (17) sub forma 
[exp (— i9)] 2S!/8g = [exp (i9)]8Sa/93- (19) 


Comparind-o cu prima ecuaţie (17), deducem prin integrare 
S! = [exp (2i9)] S + f(3), 


unde f(3) este o funcţie necunoscută. Intrucit formulele generale de trans- 
formare (2.5.5) sint, omogene, rezultă că trebuie să avem f(3) 2:0, şi deci 


Si = [exp (2i9)]s. (20) 


Se înțelege că această relație — asemănătoare cu a doua relație 
(5.11.16) — putea fi stabilită direct, dar laborios, din (2.5.5). 
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Tinind seama de (16), obținem acum din (7.4)—dupà neglijarea 
unei constante imaginare— la fel ca în cazul translatiei 


D(a) = O,(3'). (21) 
Din (7.6) deducem mai întii 


30'(3) 4- (3) = [exp ( —219)] [3'6:(3) - E]. (22) 
intrueit din (21) şi (18) avem evident 
Q'(3) = [exp(— 19)] Pila), 
primii termeni din ambii membri din (22) se reduc, $i astfel căpătăm 
YE) = [exp (— 219] 19). (23) 


Tinind seama din nou de (18), obţinem din (21) si (23) prin integrare 
(întrucit unghiul 9 nu depinde de 3): 


e(a) = [exp(9)] pla), (3) — [exp (— 19)] d (3). (24) 


c) Ecuațiile lui Lame si Maxwell 


Formulele precedente permit printre altele să se stabilească ecuațiile 
elasticitátii plane sub forma numită a lui Lame si Maxwell. Pentru aceasta, 
să căutăm să transeriem ecuaţiile (7.1) numai prin intermediul tensiunilor 
principale. 

Prima din ele rămîne invariantă, în virtutea relaţiei (16). Dar pen- 
tru cea de-a coua, nu putem folosi nici un sistem de coordonate carteziene, 
întrucît poziţia axelor prineipale variază de la punct la punet. Va trebui 
deci ca această ecuaţie să fie transerisă în coordonate curbilinii ortogonale, 
definite ca traiectorii ale tensiunilor principale (tangente în fiecare punct 
la direcţiile principale locale). Aceste traiectorii se numesc linii iz0statéce. 

Pástrind deocamdată notația a, à pentru coordonatele carteziene în 
axe oarecare, introdueind (16) si (20) în a doua ecuaţie (7.1), și tinind 
seama că unghiul 9 este acum o funcție de 3 şi 3, căpătăm mai întii 


asila — [exp(—2i9)] [0S!/03 — 215!09/03] = 0. (25) 

Această ecuaţie trebuie să rămînă valabilă la limită, atunci cînd 

atit axele 3, cît și axele a, sint axele principale, adică pentru 9 = 0. 

Notind cu $4, Sa abscisele curbilinii pe liniile izostatice, și considerind 
variabila complexă 8 = 8, + isa deducem din (25) : 


(o, + o2)/05—0( 62 — c,)/08 T3iÓ(oy— c) (09/8:) l-a 77 9, 


$ 10 NATURA FUNCTHLOR LUI KOLOSOV ȘI MUSHELIȘVILI 407 


sau încă, făcind uz de formulele (A.4.5) pentru variabilele $, $: 


d T 
(a; ia.) 9 (ria) m 










= 0. (26) 


p= ü 


i 09 
+ 2i( 02 — c) ex +i x 


m 
MÀ 


Înlocuind in punctul considerat li- 
niile izostatice prin cercurile osculatoare 
corespunzătoare, de raze p,, respectiv pw 
avem evident ds, —p,d9, ds, = pad, « 
unde urmeazá 


39/98, = Ife, 09[0s, — l[p,. (27) 


i tà 


m —— m Um d ni 


Separind acum în (26) partea reală 
și cea imaginară, căpătăm în definitiv 
ecuaţiile Lamé si Max well : 


daja, + (o, — Sapa = 0, — Ocgl08, + (o1 — og] pi = 0. (28) 


Pentru aceste ecuaţii forma în variabile reale (28) e cu mult mai sim- 
plă decit cea in variabile complexe. 


Fig. 6.9.1 


& 10. NATURA FUNCŢIILOR LUI KOLOSOV SI MUSHELISVILI 
iN DOMENII OARECARE 


Proprietăţile funcțiilor g(a), (3) trebuie să decurgă din formulele 
ce le leagă de componentele tensiunii şi deplasării, care trebuie evident să 
fie uniforme si mărginite in J. Ne vom limita la cazul F = 0. 


OBSERVAȚIA 1. Presupunerea — ciudată la prima vedere — că componenlele deplasării 
pot să nu fie funcţii uniforme, conduce la aplicaţii de importanţă capitală în studiul tensiu- 
nilor termice şi al dislocațiilor, (Vezi A. Love [1]. $ 156 A; N. Mushelisvili [5]. $$ 45— 46; 
V. Volterra [1|]; G. Weingarten [1[; vezi și indicaţiile din $ 4.1, pag. 122). 


Amintim aci relaţiile fundamentale (7.8), (7.12) şi (7.19) : 


5, — Z(o c v) S= 2439 4 9); (1) 
24U = xp —39' — 9; (2) 
9, + los = — d (o -F 89" H V). (3) 


Evident, funcţiile o, ) nu pot avea puncte singulare decit pe fron- 
tiera lui Z, sau in exteriorul acestui domeniu (de exemplu in 2,). 
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a) Domenii simplu conexe 


O funcţie analitică într-un domeniu mărginit şi simplu conex este 
cu necesitate unitormă (teorema monodromiei). Prin urmare, dacă £z 
este simplu conez si mărginit, functiile o(a}, W(a) sint olomorfe în z. 

Dacă Z este multiplu conex, ele rămîn uniforme în orice porţiune 
mărginită şi simplu conexă a sa, putind fi însă în general multiforme. 


b) Domenii mărginite şi multiplu conexe 


Cu notaţiile (A.4.35) — (4.4.38), condiţiile de uniformitate se scriu ea 

—— [Sole = Blg = [Ula — 0 (4) 

pentru orice curbă închisă «€? din Z. Întrucit S, are forma din (1), prima 
relație (4) duce la | 

[Re o(3) ]g = 0, (5) 

ceea, ce arată că partea reală a funcţiei O(3) este uniformă in £7. Partea sa 

imaginară se obţine sub forma (A.5.62), așadar a unei integrale curbilinii 


care pune în evidenţă o sumă de termeni logaritmici, și o funcție uniformă. 
Alegind 


DG) = Y Aln (i—i) - $48), pei, (6) 
j21 


— unde A; sint constante reale, iar Î,(3) este uniformă, deci olomorfă in 
D — asigurám verificarea condiţiei (5). MM 
Pentru a deduce din (6) funcţia (3), avem mal inti 


| y Ain(a—3)d3— Y Aj(3—a)1nG—8) — Y 4:6 —8). (7 
Îl j=1 j=1 
Pe de altă parte, din (A.5.60) deducem 
\ Da(3) d3 = Y, €,In (3— 3) + $vo(à); (8) 
jel 


unde ®y:o (3) este olomorfá in Z. Adunind expresiile (7) si (8) şi stringind 
la un loe termenii uniformi, obținem 


ls) = E Aian (3 — 3) + Y, vn G — 8) + eda); (9) 


j=l j-1 


unde y, = C, — A'3,, iar o, (3) este o funcţie olomoriă in Z. 
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Pentru a determina aspectul funcției (3), vom face uz de a doua 
condiţie (4), vom tine seama de (1), și de faptul că funcţia 9"(3) rezultă din 
(9) a fi olomorfá în 2. Obtinem astfel 


[T(3)]g = 0, (10). 


ceea ce corespunde relației (5) pentru (3). Funetia F(3)este deci olomorfá 
in Z,iar primitiva ei se calculează ea in (8): 


HO = YvnG-a- 4G. peZ, (11) 


j=l 


unde Yola) este olomorfă. 

Expresiile (9), (11) constituie punctul de plecare în studiul tensiunilor 
termice gi al dislocárilor în corpurile plane multiplu conexe. 

Să facem acum uz de ultima condiție (4), introducind aci (2) ; obtinem 


lole — 8[9'lg — [fly = 0. (12) 
Dar din (9) $i (11) avem în particular pentru €? = F: 
Lele = ?zi(47& + Y), [v'12,—27i14j, [p], —2miy;, ^ (13) 
astfel cà din (12) obţinem m condiţii (necesare si sufieiente) : 
Ari (Asa + xY, + Aja + Y;) — 0, um. B eos 
(amintim că A^: sint reale), de unde deducem 


A= 0, y; — xt, (14) 


i 


Relațiile (12) rezultă acum verificate pentru orice curbă 2 din g. 
Introducind (14) în (9) si (11), obţinem 


Pa) — Y; v,In lá — 8) + eol), 
j=1 (15) 


m. 


$3) mm = de Y Y in (3—3,) T Vo 3) 


j=} 


ceea ce asigură uniformitatea tuturor componentelor stării elastice. 

Pentru a determina constantele y;, să considerăm rezultanta com- 
plexă X" gi momentul rezultant MY al tensiunilor exterioare aplicate 
pe componenta £a frontierei : 


xU XP + XP = b, (0,4 + 10,5) ds, 
(16) 
My =d (Ti Oua — Pa 0,4) ds, 
u . 


Ei 
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pentru j = 0, 1, 2,..., m. (Curbele £^, sint parcurse in sensul direct, iar n 
este normala exterioară la Z.) 

Comparind (16) cu formulele (8.1), (8.2) scrise pentru o curbă = 
înehisă, unde n este normala exterioară la domeniul f mărginit de e, 
rezultă imediat că 

Ra = X. Ris, — s xm. 


$ed. (17) 
Ms lg, = Ma, Mala, ERAT Aft. 


ceea ce se explică prin faptul că sensul normalei din (8.1), (8.2) coincide eu 
cel din (16) numai pe componenta exterioará a frontierei. 
Tinind seama de (15) in (8.12), avem mai intii 


[e d- 89 t ple =h [in =a —»Inls — la. (18) 
Prin urmare, dacă curba € conţine în interior o componentă Za 
frontierei (şi numai pe ea), prima relație (8.12) dà 
R = 2r (x +1) vs, (19) 
iar dacă domeniul s mărginit de & este simplu conex si în întregime 
conținut in A, atunci avem 
R — 0. (20) 
Seriind (19) pentru Z, şi tinind seama de (17), găsim deci 
y= XU Dare A 15 )£21,2,...,0, (21) 


astfel că forma definitivă a funcţiilor lui Kolosov şi Mushelisvili într-un 
domeniu mărginit şi multiplu conex (pentru F = 0) este 


e (3) = — [1/27 (x + 1)] 3; X^ In (y — 8) + 9v); 
b d (22) 
b (3) = [x/2x (x + 1)] 3 X” In (3 — 8) + d (8); 


unde pola) Yola) Sint funcţii olomorfe in g. (® (3), ' (3) sint intot- 
deauna olomorfe.) 

Aceste formule permit separarea componentelor multiforme şi redu- 
cerea ulterioară a problemei la determinarea unor funcţii uniforme, deci 
olomorfe în Z. (Vezi mai departe $ 11 şi $ 14, pag. 439; vezi si § 5.11, 
pag. 217—218.) 
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Pentru a face uz de (15) în a doua formulă (3.12), vom considera pri- 
mitiva y(3) a funcției ọ (3), care are forma (vezi (11) şi raționamentul 
din (7), (8) : 


x (9) = Xi vln (4 —8) + X vi 1n ( — 8) + alo), (23) 
unde (3) este olomorfá, iar y7 sint constante complexe. Introducind 
(11) si (23) in (8.12), si tinind seama că (4) este olomorfáà (vezi (6), 
cu A; — 0), obţinem 

Ms = Re Y, [y7 1n (5 — lg: (24) 
2 
Prin urmare, dacă & contine in interior o curbă Z, (24) devine 
M, = — 2x Im yj ; (25) 


dacă domeniul «7 mărginit de 4€? este simplu conex si conținut in Z, 
atunci 


Ma = 0, (26) 
Scriind (25) pe 7; şi tinind seama de (17), căpătăm 
Im y; = M7//2m. (21) 


În definitiv, rezultantele complexe X! intervin in expresiile func- 
țiilor ọ (4) şi v (3), iar momentele MY — în expresia funcției y (3). 


c) Domenii nemürginite si multiplu conexe 


Să presupunem în fine că domeniul Z este nemárginit —limitindu-ne 
la cazul unui domeniu £^ din figura A.3.2, cu frontiera alcătuită din curbele 
AM, Aag, Ae 

Formulele (22) sint valabile în orice porţiune mărginită a planului. 
Rámin de cercetat funcțiile (4), 4(3) în exteriorul oricărui cere £z, de rază 
R. Alegind R suficient de mare pentru ca toate curbele 7, să fie conținute 
în interiorul lui 2, conchidem că pentru orice punet exterior lui 2, avem 
lal > |ð l; şi deci 


In (3 —3) = Ina + In (1 — 5,/8), 
unde funcţia 


1 p d 
In (1 — ala) — — èla — F Ul — — Gul? — -e 
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este olomorfá în exteriorul cercului Fp, inclusiv în 3. Notind 


Tt Tü 
z=% X, XXE X XXX. (28) 


obţinem din (22) formulele | 
e (3) = — [X/2x (x + 1)]In à + 9o:o (8) 


- (29) 
y (3) = [xX[2r (x + 1)] In à + duo (3); 
unde funcţiile o:a ȘI Vo:g Sint olomorfe in exteriorul lui Fp: 
Po:0 (3) = 2 ta's Pozo l8) = : » b, y". (30) 


OBSERVAȚIA 2. Dezvoltări de forma (30) sint valabile in orice punct exterior cercului 
SF p — dar nu trebuie să credem că există o singură astfel de dezvoltare în serie valabili pentru 
exteriorul lui 5. Coroana circulară este singurul domeniu pentru care cunoaşterea unui element 
Laurent epuizează cunoaşterea functiei, 


Să folosim acum condiția — evidentă din punct de vedere mecanic — 


ca tensiunile si deplasările să rămînă mărginite la infinit. Introdueind 
expresiile (29), (30) în formulele (1), obţinem 


T S S å O d E" NN 1 sl NA UL. ies | 
dmn | 2r(x-4-1)  2n(x+1)3 F DX (G5 | 043) 
X 3 xX 1 
i Oda ddVaR Oed ees 31 
i Sco op aal x7 (31) 





-- Y n (»-—1)a,33" + y, nb, 3" al, 

Notind aci 3 — R exp (iy) deducem că S, și |S| rămin márginiti 
pentru E — oo, dacă si numai dacă a, = b, = 0 pentru n > 2, astfel că 
formulele (29), (30), se redue la 


9 (3) = — [X/2x (x + 1)]In 3 + 0,5 + Y, a, E 
am (32) 


y (3) == [XX 2 (x -- 1)] ln à A b3 $ 3 bang”. 
Funcțiile O (3), Y (4) sint deci olomorfe, cu excepţia punctului de la 


infinit, unde pot avea eventual poli de ordin zero. 
Din cele de mai sus rezultă acum că avem 


lim 5, = Rea, lms = 2b.. (33) 


|g| em [5,7 em 
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Notind 
i = 0, + iar 3 b, = bi + iby 7 (34 
obtinem din (33) 
ej = 2a; — bis o5 = 2a + bi, aa = bi, (35) 
J 
e" w dicit 
a, = — (ci T Ges), ] = Aaa == cih j = Oja: 
4 2 


După eum se vede, mărimea, Im e,—4a; nu intervine în aceste relaţii. 
În cazul problemei lui Neumann putem lua (vezi $9, pag. 403— 404) 


üg = Bop = ima, 0, (36) 


astfel că seriile din (32) reprezintă funcții olomorfe inclusiv în punctul 
de la infinit. În cazul problemei lui Dirichlet, putem lua 


dy — 0, sau 5,-— 0, (31) 


și una din cele două serii are un pol de ordin zero la infinit. (Vezi $ A.5, 


pag. 716). 
Mai departe, introducind expresiile (32) în formula (2), căpătăm : 


2uU = — [xX|2z (x + 1)] In (a3) + (xe, — dj)  — 5,5 + 
T [X/2x (x «E 1)] (3/3) E às (an "à UK Wd a 4 1 VERA by à "h (38) 


care rámine mărginită la infinit dacă si numai dacă 


așadar dacă atit rezultanta sarcinii pe Z, cît şi tensiunile la infinit, sint 
nule. În cazul problemei lui Neumann, deplasările la infinit rezultă atunci 
chiar nule. 

Din formulele (6.22) si (38) obţinem acum valoarea rotației 








1 
2u 2c(x--1) 3 
— X o 1 + Y (nai -- măi" — nb ,g7)|, (40) 
Zm(x 1) 5 nul s 
de unde 
lim wa = — [(x + 1)/2y]a? pentru [a4|— oo, (41) 


astfel că a treia relație (36) echivalează cu presupunerea că rotația la infi- 
nit este nulă. 
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Tinind seama de (36) şi (39) in expresiile (32), obținem deci 


e(3 = Y aand P) > Suba, (42) 
feel n1 
ceea ce arată că insegi functiile o gi y sint olomorfe la infinit. 
Condiţia X — 0, esenţială in rationamentele ce au condus la (42), 
are un caracter paradoxal. Într-adevăr, din (38) se vede că dacă X Æ 0 
(ceea ee, pentru un corp infinit, nu este incompatibil cu starea de echili- 
bru), deplasarea la infinit este infinită, oricît de mie ar fi | X|. Asupra 
acestui paradox vom reveni in $ 7.10. 


Este uşor de înțeles intuitiv de ce componente finite ale tensiunii la infinit. corespund 
unor deplasări infinite — așadar lipsite de sens mecanic, 

În practică, componente ne-nule ale tensiunii la infinit” permit totuşi să se descrie 
o stare de tensiune existentă într-un corp de mari dimensiuni, la distante mari de zona al 
cărei studiu ne interesează (de ex., concentrări de tensiuni în jurul unor orificii într-un corp 
solicitat pe fronlierá, la mare distanță de aceste orificii). Calculul deplasărilor „la infinit” 
e lipsit de sens. Dimpotrivă, calculul tensiunilor (singurul care prezintă interes din punc- 
tul de vedere al criteriilor de rezistență) este intoldeauna permis. 


În cazul particular al domeniului nemárginit dublu conex Z; , putem 
lua 3, = 0, 8i atunci formulele (22) se scriu 


ola) = — [X/2n(x + 1)]1n 3 + poala); 
$(3) = [xXJ2x(x 4-1)]1n 5 + Vela), 


unde funcţiile pọ Ù sînt olomorfe în orice porţiune mărginită a planului, 
exterioară curbei $^. Dar aceste formule au același aspect cu (32), valabile 
în exteriorul cercului Z, Prin urmare, ele sînt valabile în întreg domeniul 
ai, functiile oa; V fiind olomorfe atit; în interiorul, eit gi în exteriorul 
cercului Z, (eventual exceptind punctul de la infinit), 


(45) 


d) Sarcini concentrate 
Luind p, = by = 0 în (43), obţinem 


pla) = —IXz(x + lina d()-—IxX/2xz(x4-2)]Ing. (44) 
Aceste funcţii descriu deci starea planului acţionat în origine de forța 
concentrată X. (Vezi și (8.19).) Amintim, tot astfel că funcțiile din (5.17) : 

p) = 0, pa) = (iMa/2m)3” (45) 


descriu starea planului acţionat în origine de momentul concentrat Me. 
Pentru o sarcină concentrată ce acţionează în punctul 30%, formulele 
de mai sus rămin valabile dacă aducem originea in 3. Revenind la axele 
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initiale cu ajutorul formulelor (9.15), obţinem pentru forţa concentrată 
X aplicată in 3": 


la) = — [X/2x(x + 1)]In (3 — 30), T 
| | 49) 
$(3) = [xX/2x(x + 1)]In (4 — a?) + [X/2x(x + 1)]13* (a — à); 


respectiv pentru momentul concentrat M, aplicat in 3" : 
pla) — 0, pa) = (M2r) (a — a°). (41) 
Introducind (46) si (47) in (2), cápátám 


£ e XX i ,U - X = zor ' i 


respectiv 
2uU = (iMJ2x) (3 — à*)*. (49) 


Ca si mai sus, remarcăm caracterul paradoxal al soluției (44) 
(sau (46)). 

Considerind că în fiecare punct 3'e 2 este aplicată o forţă X d.D,, 
putem construi prin suprapunere, (așadar prin integrarea relaţiilor (46)), 
funcțiile lui Kolosov si Mushelisvili corespunzătoare acţiunii unor forte 
de volum de componente X, (af, 29) (k = 1, 2). Soluțiile astfel obţinute dau 
valori corecte pentru tensiuni — dar nu şi pentru deplasări. În felul acesta, 
dispunem efectiv in cazul plan de acea soluţie particulară a ecuaţiilor lui 
Lamé neomogene, a cărei cunoaştere permite reducerea problemei la 
studiul cazului F == 0, (Vezi si $$ 4.10, 7.9 şi 7.10.) 


$11. PROBLEMELE LA LIMITĂ FUNDAMENTALE ALE 
ELASTICITĂŢII PLANE 


Problemele fundamentale ale elasticităţii plane se reduc la determi- 
narea funcțiilor o(3) şi u(4) din anumite condiţii la limită, care se obţin 
transcriind valorile pe frontieră ale deplasărilor, respectiv ale tensiunilor, 
prin intermediul formulelor (7.12) şi (7.19) (compară cu $ 5.11). 

Amintim (vezi § 4.2, d, si finele $4.10) că se caută numai soluţii pentru 
care expresiile (7.12), (7.19) sînt prelungibile pe 2 — cel mult cu disconti- 
nuități de prima speţă pentru datele în tensiuni. O condiţie suficientă 
pentru aceasta este ca funcţiile e(3), o'(3), V(4)— despre care am presupus 
deocamdată că sint analitice în Ø — să fie si continue in Z7 + 7. Aceste 
soluţii se vor numi soluții regulate. 
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Ne rămine să transeriem in mod corespunzător condiţiile la limită 
(4.6), (4.7) şi (4.9). Funcţiile date pe frontiera 2 pot fi privite ca funcţii de 
afixul t = 3|, , sau ea funcţii de abscisa curbilinie s. Vom păstra aceleași 
simboluri pentru funcțiile ce apar in datele la limită, fie cá le vom serie ca 
funcții de 3, 3 pe Z, ca funcții de t, sau ca funcții de s. 


a) Problema lui Dirichlet 


Întrucît pe 7 se dau deplasările, așadar o funcție g(t) = g(t) + iga(t), 
funcțiile lui Kolosov si Mushelisvili trebuie determinate din condiţia la 
limită ce decurge din (7.12) : 


xe(t) — te'(t) — P(t) = 2ug(1). (1) 


Întrucît primul membru din (1) este valoarea la limită a unei funcţii 
analitice si uniforme în 4 si continue în 4 + 7, rezultă că şi funcţiile g(t) 
(sau g(s)) trebuie să fie continui şi uniforme pe 7. 

Faptul că dispunem de o singură condiție pentru determinarea a 
două functii nu împiedică rezolvarea problemei (vezi $ A.9, pag. 151). 
Împrejurarea că intervin ambele variabile 5, 3 va juca din acest punct de 
vedere un rol esenţial, 

Putem dispune aici de o singură constantă complexă ; dacă originea 
este situată în Z, putem deci lua arbitrar de exemplu &(0)=—0, sau 4(0)=—0. 

Dacă 2 e simplu conex, avem Z = F p şi problema se reduce la deter- 
minarea a două funcţii olomorfe din condiția (1). Dacă Z este mărginit și 
multiplu conex, funcțiile din (1) au forma (10.22). După calcule simple, 
obținem 





xgo(t) — tes(t) — Vot) = 2pgs(t), (2) 
nnde am notat 


Dugo (t) = 2ug (t) --Dx[/2z(x -1)] Y X? 1n |t — It — 
j=l 


— [12 (x +1)) y; X Dj — 321. (3) 


Intrucit avem 3, e Z7, funcția g,(t) este de asemenea uniformă şi 

Ep : j j 1 a xdi à; 
continuă pe fiecare din componentele frontierei. Problema se reduce deci 
din nou la determinarea unor funcţii olomorfe e; Wọ din condiţia (2), 
analogă cu (1). | 
Membrul al doilea din (2) depinde de constantele complexe X", 


necunoscute, dar nu arbitrare. Soluţia poate fi căutată în funcţie de X” 
ca parametri, aceştia fiind determinaţi ulterior în chiar cursul rezolvării 
problemei. (Vezi pag. 145, Observaţia 3). Aceasta este deci analogă 
problemei lui Dirichlet generalizate (pentru ecuaţia lui Laplace) din 
$ 5.11, pag. 215, 

Cazul domeniului nemáürginit se tratează asemănător, 
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b) Problema lui Neumann 


Întrucît acum se dau pe Z' valorile vectorului tensiune complex, aga- 
dar o funcție f(t) = f(t) + if,(t) (sau — în aceleaşi notații — o funcţie de ab- 
seiza 8), funetiile lui Kolosov si Mushelisvili trebuie determinate din condi- 
tia ce decurge din (7.19) 


— i[e(t) + t p(t) + 9(0], = f(s). (4) 


(Amintim că in (4), axele n, s sint orientate la fel ca axele j, Ta) 
Fie deocamdată că domeniul Z este mărginit şi simplu conex. Inte- 
grind în (4) în raport cu abscisa curbilinie s, căpătăm evident : 


P) te) il f)de 0 pe Za (5) 
d 
unde C, este o constantă complexă necunoscută, dar nu arbitrară. 
Folosind notația (8.1), vom scrie pe viitor 


h(t) = Ale) =i NIS ds = iR(8). (6) 


Ca şi în problema lui Dirichlet, A(s) rezultă a fi continuă pe 7 pentru 
orice funcție integrabilă f(s) — chiar dacă aceasta posedă discontinuități 
de prima speţă. 

Funcțiile (4), (3) sint în acest caz determinate, abstracţie făcînd 
de termeni de forma (9.4). Prin urmare, primul membru din (5) e dat 
abstracție fácind de o constantă y- Y'. Dacă determinăm pe deplin 
funcţiile căutate, fixînd deci valorile constantelor y, y‘, C, atunci constanta 
C, din (5) rezultă determinată. Dacă, dimpotrivă, fixàm pe C, (de ex. 
C, = 0), atunci numai una dintre constantele y, y' mai poate fi aleasă 
arbitrar, 

Să presupunem acum că domeniul 2 este mărginit 8i multiplu conex. 
În acest caz, condiţia (5) rămine valabilă pe componenta 2, a frontierei. 
Pe componentele interioare 5^, însă, membrul al doilea al condiţiei la 
limită isi schimbă semnul, întrucît normala externă la 2 si tangenta s 
formează un sistem de axe orientat invers sistemului Oa, e. Prin integrare, 
căpătăm deci 


e(t) + tp t) --9(t) - A"(t --C, tez, (7) 
unde 


if pas tes 
W= (8) 
—i ( fe) ds, te Z, j=1,2,...,M. 
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După eum se vede, notăm — dacă e cazul să distingem — cu indicele 
superior „j° datele de pe componenta Z^, și folosim — printr-un abuz ce 
nu riscă să producă nici un fel de confuzie — aceeaşi notație h atit pentru 
funcția de punctul te 7, cit şi pentru funcția de abscisa s corespunzătoare 
acestui punet. În (8), toate componentele frontierei sint parcurse în sensul 
trigonometrie. Dacă dorim să conservăm definiţia din (6), trebuie ca pe 
componentele interioare Z^, să adoptăm sensul retrograd. 

Chestiunea determinării constantelor complexe C, — necunoscute, 
dar nu arbitrare — este similară celei a determinării constantelor X"' 
în problema lui Dirichlet. 

Ca gi în cazul domeniului simplu conex, una din constantele C, poate fi 
aleasă arbitrar (de ex. C, = 0), astfel că numai una dintre constantele y, 
1' mai rămîne la dispoziţia noastră. În genere, este totusi preferabil să dis- 
punem liber de constantele y, y', C— constantele C, (în fond ne-necesare) 
putind fi determinate în cursul rezolvării problemei. 

Funcţia definită în (8) e în general multiformă. Într-adevăr, din 
(10.16), (6) şi (8) obţinem (sensul de integrare fiind cel trigonometric) 


[h] — i$ ls) ds — ix", [A] = — i f(s)ds- —ix?. (9) 
t. 


Fj 


Ca si în problema lui Dirichlet, condiția (5) conține funcţii necu- 
noscute olomorfe, în timp ce în (7) apar funcții necunoscute multiforme. 
Dar introdueind expresiile (10.22) in (7), obținem | 


polt) + t qut) + Polt) = kolt) +0, te, (10) 
unde am notat | 


holt) = A(t) + [2x (x + 1)] Y XP [In (t — 4) — xn (£— 391 + 


j=l 
+ [a (x +1)] Y, X? [t/E — 31. (11) 
i-i 


(Indicele de numerotare pentru funcțiile A(t) şi Rolt) a fost aci omis.) 

Funcţiile din membrul al doilea din (11) sint continue, iar Aalt) 
rezultă a fi uniformă : într-adevăr, după o parcurgere a conturului £, in 
sens trigonometric (pentru j>1, lăsind domeniul Z în dreapta), termenii 
în X" capătă creşteri egale cu 


[XP ]2z: (x + D] [2ni — x( — 2ri)] iX" = — [A(1)].. (12) 
Spre deosebire de cazul problemei lui Dirichlet, din datele problemei 


ge pot calcula acum rezultantele X", Funcţia A(t) trebuie să posede desigur 
şi proprietăţi care să asigure echilibrul domeniului Z, aşadar decurgind 
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din condiţia ca sistemul forțelor exterioare să fie echivalent cu zero. Din 
(10.17) şi (9) rezultă mai întîi condiţia 


AO, — Y; ADe, =0, (13) 


j=l 


unde toate componentele frontierei sînt parcurse in sens direct. 
Pentru momentul rezultant, deducem din (10.17) şi (8.2) condiția 





= Red i t(s) fle) ds = 0. (14) 
z, g 


Dar, întrucit din (8) urmează 


dh(a) TC | i fis) ds pe Zos | (15) 
—if(s)ds pe2, j-1,2,...,m, 


deducem că (14) ia forma 


NM — — Re $ t(s) dh (s) — 0, (16) 
g 


unde — spre deosebire de (14) — componentele interioare ale frontierei 
sint parcurse tot in sens direct. 

Funcţia h(s) fiind cunoscută pe 7, cantitățile ce intervin in (13) gi 
(16) se calculează uşor. 

Integrind prin părți in (16), obținem si 


M, = — Re i A — b K at = 0. (17) 
z 


Dacă h(s) este uniformă pe fiecare din componentele frontierei 
(aşadar dacă X"' = 0), primul termen din (17) se anulează pe fiecare Z,, 
şi ne rămîne 


M, = Re d) h(t) dt = 0. (18) 
a 


- În particular, formula este valabilă pentru Ø simplu conex şi mär- 
ginit. 


c) Problema mixtă 


Condiţia la limită se obţine scriind condiţiile (1), respectiv (7), fie- 
care pe porțiunile corespunzătoare ale frontierei. Dificultăţile în rezol- 
varea ei sint considerabil mai mari, 
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d) Exemplu 


Heproducem aci un exemplu elementar, util în cele ce urmează: soluţia problemei 
lui Neumann pentru corpul solicitat pe frontieră de o presiune hidrostaticá —p. Din (3.4.13) 
avem €g — —pn,. Tinind seama de (A.3.12) si (A.4.22), căpătăm 


(s) = oa + iona = — p las) — izi () = ipt'(9). (19) 


Pástrind pe toate componentele frontierei sensul ce lasă in stinga interiorul domeniului, de- 
ducem deci din (6) sau (8): 


his) = — pls) (20) 
Alegind 


1 
på) = — ^. Pi 9-0, (21) 


rezultă că (7) este satisfăcută pe oricare componentă a frontierei (cu C, = 0). 


e) Concluzii 


Cele de mai sus pun în evidență unul din meritele principale ale aces- 
tei metode: condiţiile la limită (1) gi (7) sint de acelaşi tip, aşadar problema 
lui Dirichlet şi cea a lui Neumann se reduc la una $i aceeaşi problemă la 
limilă a teoriei funcţiilor de o variabilă compleză. 

Chestiunea condiţiilor de existență a soluţiei acestei probleme depă- 
seste cadrul cărţii de față. (Anumite cazuri particulare vor fi examinate 
în $814 şi 21.) Indicám numai că ea se reduce în ultimă instanţă la studiul 
unor ecuaţii Fredholm. Pentru rezultatele fundamentale în acest sens, 
vezi N. Mushelisvili [5], $8 96—103. Vezi de asemenea mai jos indi- 
caţiile din $$ 20 şi 23—25. În cele ce urmează, vom presupune intotdea- 
una că existenţa gi regularitatea soluţiei sint asigurate. 

În ce priveşte natura soluţiei, să remarcăm că, dacă ecuaţiile omogene 
au soluţie de clasă convenabilă, atunci reprezentarea (10.1)—(10.2) este 
obligatorie, şi componentele stării elastice sint funcții analitice de Ty; Za. 
Metoda lui Kolosov gi Mushelisvili asigmă deci numai găsirea soluțiilor 
analitice și regulate ; iar astfel de soluţii există, dacă există soluţia (analitică 
și regulată) a problemelor (1) sau (7). 

Chestiunea existenței soluţiilor conduce la a ne întreba : ce proprie- 
tüti trebuie să posede frontiera 7 si funcţiile g(s) sau f(s), pentru ca problema 
(1) sau (7) să admită soluţie (subinteles : analitică şi regulată)? În absența 
acestor proprietăţi, reprezentarea (10.1) —(10.2) nu are sens, şi componente- 
le stării elastice pot să nu fie analitice. (Desigur, dacă condiţiile suficiente de 
existenţă ale soluţiilor problemelor (1) sau (7) nu sint satisfăcute, aceasta 
nu înseamnă că ecuațiile elasticității plane nu au soluţie, ci, cel mult, 
că ele nu au soluție analitică.) 
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Pentru gisirea acestor soluţii pentru domenii cu curbe frontieră, sau cu date la limită 
insuficient de regulate, vezi bibliografia indicată de D. Serman [8]; I. Vekua si M. Müs- 
helișvili [1]. Menţionăm aci rezultatele lui S. Belonosov [2] (cap. 2 şi 4) şi [3], şi ale lui 
L. Magnaradze (citate in bibliografie la N. Mushelisvili [5]). 

Imoortanța practică a soluțiilor ns-analilice pare totuşi mai mică decit dificultăţile 
matematice ce stau in calea obținerii lor. În practică, iregularitátile curbelor-frontierà sau 
ale datelor la limită pot fi adesea privite drept eazuri-limità de variație rapidă, dar totuşi regu- 
lată, a datelor geometrice sau mecanice; soluţiile pot fi căpătate atunci ca soluții aproxi- 
mative sau cazuri-limită din soluţiile analitice ale problemei convenabil regularizate. (Vezi 
de ex. $ 16, exemplul b). 

Pentru o manieră mai abstractă de a formula aceleași probleme la limită (1) sau (7), 
vezi C. Mathurin [1], [2]. 

Pentru un procedeu variational de abordare a lor, vezi J. Radok [3]. 


Problemele (1) sau (7) constituie formularea matematică a unor pro- 
bleme de echilibru în corpuri de tipul celor examinate în capitolul 5 : în 
primul rind, cilindri suficient de lungi. Dar spre deosebire de condiţia 
(5.11.1), cu caracter în esență geometric (intrucit datele mecanice intervin 
numai ca parametri), condiţiile (1), (7) determină funcţiile lui Kolosov 
și Mushelisvili din datele atit geometrice, cît și mecanice pe suprafata late- 
rală a cilindrului considerat. 

În problema plană, repartitia reală de forte nu poate fi înlocuită 
cu una mai simplă, oarecum echivalentă ei, — pentru că forțele acţionează. 
pe conturul secţiunii, de dimensiuni liniare comparabile între ele ca ordin 
de mărime. De aci şi obligaţia de a tine seama de repartiţia reală, bidi- 
mensională, a datelor mecanice, odată eu forma reală a secţiunii. Aseme- 
nea probleme nu pot îi abordate niei măcar aproximativ cu mijloacele 
rezistenţei materialelor. 


Simplificările importante la care conduce principiul lui Saint-Venant nu îşi au echiva- 
lentul nemijlocit în problema plană. Într-adevăr, a modifica sarcina chiar pe o porțiune mică 
a frontierei „7, revine în fapt la a o modifica în lungul intregului cilindru. În aceste condiţii, 
însăşi ideea care stă la baza principiului este în defect. (Compară cu $$ 7.1 si 7.10). 

Există lucrări recente care analizează anumite soluţii ale problemei plane din punctul 
de vedere al justificării principiului lui Scint-Venant (vezi de ex. S. Belonasov [2]. cap. 4), 
și dau exemple atii in favoarea, cit si în defavoarea posibilității de a-l aplica. Vezi încă şi 
J. Knowles [1]. 


8 12. FORMULAREA PROBLEMELOR FUNDAMENTALE 
ALE TEORIEI ÎNCOVOIERII PLĂCILOR SUBȚIRI 


Întreg aparatul teoretic al problemei plane poate fi adaptat la stu- 
diul încovoierii plăcilor. Problema a fost cercetată (cu utilizare predomi- 
nantà de mărimi reale într-o primă fază a rationamentelor) de către G.Sa- 
vin [1], $ 6.1, si (folosindu-se sistematic reprezentarea in complex, si pen- 
tru o gamă mai largă de condiţii la limită) de A. Green si W. Zerna [1], 
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capitolul 7. Pentru ecuațiile de ordin superior ale teoriei incovoierii, V. Ma- 
nea [3], [7] à dat o analiză similară, care conduce — desigur — la condiţii 
la limită mai puţin simple. 

Vom examina aci formularea problemelor fundamentale ale teoriei 
ineovoierii, la început pentru ecuaţiile de ordin superior, apoi (pentru 
rațiuni de simplicitate $i paralelism cu teoria stării plane) pentru ecuațiile 
clasice. Ne vom limita la cazul ecuațiilor omogene. 


a) Reprezentarea soluţiei prin două funcfii compiere 
si o funcţie reală 


Pentru a simplifica notafiile, vom serie 
W = ui tiw, w=, E = D, (1) 


unde, amintim, w era in $ 3 media pe grosime a deplasárii normale. Dim- 
potrivă, in tot paragraful de față bara dispusă deasupra unei litere va indica 
mărimea complex conjugată. 

Oa ajutorul unei tehnici de repetate ori folosite, ecuaţiile (3.73) omo- 
gene ge scriu sub forma complexă 


1 
A [uAW + A" + p) 2 Ea] — p (W + 2,4) = 0, (2) 
Aw + 2 = 0, (3) 
iar ecuaţiile (3.80), (3.81) devin 
A8 - 0, (4) 
AA w = Ù. (5) 


În conformitate eu teorema lui Goursat (vezi (7.23)), deducem 
1 — = EN — 
w(z,, v.) = e [3 e(3 4-8 e (3 - xl» o x0 (6) 


unde o(3), x(3) sint funcţii analitice de o variabilă complexă 3 în planul 
median Z/ A plăcii. Tinind seama de (6) in (3), deducem 


E = —2( 9); (7) 
după calculele elementare, ecuaţia (2) devine (notind y' = d): 
4 4 
qp € Wap Nose n? [LU + (Uwe + 9 4-39 Ht (8) 


Vom căuta soluţia acestei ecuaţii sub forma 
W —W,—9-—389 — t}, (9) 
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ceea ce conduce pentru W la ecuaţia 


x Wai- We = m (1 — e”. (10) 


În fine, soluția acestei ultime ecuaţii va fi căutată sub forma 
Wa =V + al}), (11) 


ceea ce conduce imediat la concluzia că 
5 — 2^ 
ala) = — y M — șa), (12) 
iar functia V este soluţia ecuaţiei ce tip Helmholtz 
4 s 
F hV V=D. (13) 


Prin urmare, ecuațiile (2), (3) admit o soluție de forma 


gn 


P - 8 A = E 4 
WeVoq-ie-—hk--Maca tg, i 


(14) 


-- 


t 


aşadar o reprezentare prin intermediul a două funcţii analitice de o varia- 
bilă complexă, şi al unei funcții reale, soluţie a ecuaţiei (13). Întrucit A 
este mic, ecuația (13) arată că in general derivatele acestei din urmă funcții 
nu sint neglijabile în raport cu însăşi funcția. 

Să trecem acum la transcrierea momentelor si forțelor tăietoare din 
(3.72) (problema omogenă) prin intermediul mărimilor W, w. În acest scop, 
prin analogie cu formulele (6.17) și (5.4.5), să introducem cantitățile com- 
plexe 


No = Nu +N, N= Nas Nu ti Nas $,— 84-183. — (15) 
Fácind uz aci de formulele (3.72), (1) si (A.4.13), obţinem mai întâi 


No = — AÀ* (3* Lu) E, 


etl 


, i T P, , 5 Ww 
N = — hë [28 (Usa — tia) + Ziua + tau) = — a^ uW.,, (16) 


54 = 2hu(W + 2w4), 
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și mai departe, introducind aci expresiile (14) : 


NM A 
Nam e BOL SR UR Te) 
8 "mu F S = er 
N = ulii e Tow x RSL — ip — Ya) (17) 
à | 


S, = 2h u [V — go (1— vy ọ"]. 
Amintind valoarea rigiditátii la incovoiere din (3.78) 
D = Z h* (3*--29) = 5 h? EJ(1— v5) = T lc i8) 
si tinind seama de relaţiile evidente 


T M Ote) = S u (L + v) (1 — 1 9 2D (1 +») 


Ž M u-2Dü E 3 Pu iy aca Vm 
vom transcrie (17) sub forma definitivà (compară eu (7.8)) : 
No = —2D( + v) [o' + '], 
N = 2D (1— >) | vc V EI MU ie” — Val; (20) 


$, = — ins = s aiwa]. 


Cunoașterea valorilor la limită ale deplasării normale w 8i ale compo- 
nentelor w; — aşadar a lui w— permite transcrierea condițiilor de tip 
Dirichlet din (3.55) sub forma unor condiții la limită pentru o, Q si V. 
Cunoaşterea valorilor la limită ale momentului ineovoietor, momentului de 
torsiune, gi forţei táietoare, conduce la transcrierea condițiilor de tip Neu- 
mann din (3.74) sub forma unor condiţii la limită pentru aceleași funetii 
4e mai sus. 


b) Varianta clasică : reprezentarea soluției prin două 
funcţii complexe 


Ne vom limita în cele ce urmează la cazul particular al teoriei clasice, 
cind aceste condiţii capătă un aspect analog celor din teoria problemei 
plane. În acest caz, din (3.87), (1) si (6), avem mai intii 


W--—2w,- —(e-Fas 4-9. (21) 
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Prima formulà (20) — care e independentă de V — rămîne intactă. A 
doua formulă (20) este înlocuită cu (16), în care se introduce (21)— asa- 
dar ea se modifică prin dispariţia termenilor în q” şi V. În fine, a treia for- 
mulă (20) îşi pierde sensul, după cum se vede introducind (21) în a treia 
formulă (16). Pentru a obţine acum forţa tăietoare complexă S., putem 
faee uz de (3.91), care devine 


$5 — DU Aa (22) 
Tinind seama şi de (6), formulele (20) sînt deci înlocuite prin 
N = —2D(1-- v) (9' +9), N—2D(1 — v) (39 +), $5— —4De”. (23) 


Prin urmare, funcția V dispare cu totul din consideratiile noastre, 
si componentele stării elastice sint exprimate prin intermediul celor două. 
funcţii de tip Kolosov-Mushelisvili (3) şi (3). 

Pentru a transcrie condiţiile la limită, trebuie să revenim la datele. 
din (3.93) si (3.95). În acest scop, din (6) și (A.4.26) deducem imediat 


w, = Re [lẹ +ã p + 9)3 (5)]; (24) 

w,-—Im[(e--39 + 9)3' (5)]- (25) 

Mai departe, din (3.16) obţinem (întrucît u? = 0, şi tinind seama de 
(1) $i (6)) : 

U = w + lup = — 22w = —2(9 +a? +y, (26). 


astfel că deplasarea, este cunoscută, în aproximaftia acceptată. 
Pentru a serie condiţiile la limită de tip Neumann, vom observa că, 
in cazul unei rotații de axe de un unghi 9 avem : 


à = [exp (id)la'; (27) 
componentele c, ale tensiunii (27, k = 1, 2) se transformă (chiar dacă 
nu este vorba de o stare de tensiune plană : amintim Că nya = neg = 0) 
contorm formulelor ce rezultă din (9.16) si (9.20). Prin înmulţire cu z şi 
integrare în raport cu z, se obțin formulele corespunzătoare pentru momen- 
tele N, care conduc evident la relaţiile 


Ni = No, N! = [exp (219)] N. (28) 


Forţa tăietoare complexă este un vector pentru care deducem din 
(5.11.14) 


S$ = [exp ( — 19)] Sa- (29) 


Vom examina în cele ce urmează o problemă pe care o vom numi din 
nou „problema lui Dirichlet" (eu date de tip (3.93)) şi o ,,problemàá a lui 
Neumann" (eu date de tip (3.95)). Pentru alte condiţii la limită, vezi mai 
departe pp. 428—429. 
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| c) Problema lui Dirichlet 
Din (24), (25) urmează evident, pe orice curbă £ din Z + F: 
(9 4-89 + pa (s) = w, tiv, (30) 


Notind — ca si in (A.3.12) — cu $ unghiul format de axele locale 
(zı n) (in sensul de la z, la n), putem face uz de formula (A.4.21) : 


4 (8) — i exp (if), exp (i9) = — ia'(s). (31) 
Introducind (31) in (30), obținem imediat condiția la limită 
plt) -- te'(t) + p(t)  — i(w,, + iw.) t' (5), (32) 


unde membrul al doilea este cunoscut. 


d) Problema lui Neumann 
A doua condiţie (3.95) conține derivata N,,,. Este de preferat să 
integrăm această condiție în raport cu s ; din (3.95) şi (3.94) urmează atunci 
Ë j 
Na = Nalt), | S. de Wu = | N.(s)de4-C pe Z, — (33) 
ü d 
(C.— o constantă reală necunoscută). Aci este evident necesar să trecem 


mai intii în fiecare punct de pe Z la axele locale (n, s), ceea ce se 
A 


realizează printr-o rotație de un unghi 9$ cunoscut (vezi (31)). Aceasta 
conduce la a înlocui mărimile din (15) prin 


No ma N pa + N» N! = N a MA N na + 2i N mas 5j = 8. = În (34) 
Formulele (6.12) dau imediat 


i m E xn zn m 1 — 
i a a UP i N1), Na se E NE oC ENS, 


1 E (35) 
Na = — —i(N! — N), 
4 
Tot astiel, din a treia relație (34) avem în axele (n, s) 
S, = ReSj, S= Im $i. (36) 


Introducind in prima relaţie (36) egalitatea (29) si fácind uz de re- 
prezentarea (23) si de (31), cápátàm pe rind 


S., = Re [exp (— i$) $)] = — 4D Re [exp (—i8)57] = 
= 2i D[o'"3' (s) — q"3'()]; (31) 
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astfel că termenul integral din (33) devine 
| Su ds = 2iD(s' — 9). (38) 
ü 


În ce priveşte componentele momentului, să înlocuim mai intii 
primele două formule (23) în (28), ceea ce dă 


Na = No = — 2D(1 + v) (9' 4- 9'), 
x Á (39) 
N! = exp (219) N = 2D(1 — v) exp (2i9) (39" + y )- 
Din (35) şi (38) obţinem acum 
Na = — DU + y) (s +g) — DU — v) [exp (2i Î) e" V) + 
+ exp (— 2i $) (39* +9), | 
(40) 


i F : i i — ji 1 j= i te uS PX 
| Sa de + N,, —2i D(o' — F )—-2 DH - vy) [i exp (219) (39" + Y )— 
LA] dial 

— i exp (— 2i $) (39 + V)]. 


Aspectul membrului al doilea din formulele (40) sugerează să le sim- 
plificăm, inmultind-o pe cea de-a doua cu i şi adunind-o la cea dintii. Căpă- 
tăm astfel 


N i "T iN. T Jj S de |= —D[(3 T v) 9 E: 1 E ve] vet 


— D(1— v) exp (~ 219) 39 + V). (41) 
Tinind încă seama de (31), să inmultim această egalitate cu 
exp (i9) ds = — ida $i să întegrăm in raport cu arcul s. Obtinem atunci 


| | N. + (x. T Jj S,, | exp (iĝ) de = 
sÜ ü 


a iG +v fpa a vje à |- ina — vag + V)ag (42) 
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unde pe orice drum de integrare avem evident 
jea t Ge oai = (age + D= 4 V. (43) 
Introducind acum (42) si (43) în condiţia la limită (33) scrisă si ea 
sub forma complexă ce rezultă din rationamentele de mai sus (vezi trecerea 
de la (40) la (42)), si integrind pe frontieră, căpătăm 


-if [xt ei xu de |a! db es 


= iD [(3 + ») e — (1 — v) (te' +9]; (44) 
notind (vezi (7.13)) 

x = (3 + v)/(1— v), (15) 

deducem in definitiv condiţia la limită sub forma 

— TOR 1 | 
t) — tyt) — = — ——————— N SUR 
90 — ig -O= -aar ha 
+i v Na) as | dt + i(Ct + v| ' (46) 
“9 


unde dt — di(s) şi membrul al doilea este cunoscut, abstracţie făcind 
de C gi v. 


e) Concluzii 


Condiţia (32) privitoare la deplasări este de același tip cu condiţia 
(11.5) pentru cazul datelor lui Neumann, în timp ce condiţia (46) referi- 
toare la tensiuni este de acelaşi tip cu condiţia (11.1) pentru cazul datelor 
lui Dirichlet. 

Orice soluție a unei probleme plane poate fi deci nemijlocit transpusă 
in studiul problemei incovoierii, cu unele deosebiri de detaliu legate de apa- 
riția constantelor necunoscute si de gradul de arbitrar al funcţiilor lui 
Kolosov si Mushelişvili. Acest fapt constituie încă unul din avantajele 
metodei bazate pe utilizarea potenţialilor complecși. 

Ca si în cazul problemei plane, dificultățile devin considerabile cînd 
se trece la studiul problemei mixte. Mai mult încă, în teoria încovoierii 
plăcilor, practica impune condiţii la limită de o mare diversitate, si adesea 
mult mai complicate decit cele ce rezultă din (3.93), (3.95), sau din pro- 
blema mixtă fundamentală definită prin intermediul lor. 


Astfel, de pildă, dacă placa este rezemală pe 2, deplasarea w și momentul N,, trebuie 
să se anuleze la limită, (A doua condiție arată că margirea plăcii se roteşte liber pe reazimul 
ei.) Dacă placa este [neastrald, atunci deplasarea w şi derivata ei normală iv, se anulează 
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la limită. (A doua condiţie arată că planul tangent la suprafața mediană işi păstrează pe Z^ 
poziția sa inițială.) Dacă pe o porțiune din ZZ marginea este liberă, atunci atit momentul N,, 
cit si forța tăietoare generalizată N, sint aci nule (intrucit nu se exercită nici un fel de 
acțiune mecanică]. 

Unele din aceste condiţii au caracter static, altele au caracter geometric, iar condiția 
de rezemare are un caracter mixt, de un tip similar celul din a patra problemă fundamentală, 

În afară de aceasta, în practică este frecvent cazul plăcilor supuse la condiţii diferite 
pe diferite porțiuni ale frontierei — de exemplu, rezemate pe o parte a acesteia si Incastrate 
in rest, sau Incastrate pe o parte si libere in rest etc. 


Asupra teoriei incovoierii plăcilor există o exlrem de vastă literatură. Printre articolele 
de analiză de consultat, vezi G. Djanelidze [1]; J. Geckeler [1], capitolul 7; J. Goodier 
[4]. $ 7; B. Korenev [2]; Iu. Rabotnov [1]; D. Serman [8], 8$ 3.3. 

Pentru teoria clasică a problemei, precum $i pentru numeroase soluţii efective, vezi 
lucrările lui B. Galerkin [2], volumul 2, și S. Timoshenko [1]; vezi de asemenea monografiile 
lui R. L'H*rmite [1], capitolul 8 ; P. Oghibalov [1]; 5. Timoshenko şi 5. Woinowski-Erieger [1]. 

Molodele teoriei functiilor de o variabilă complexă cistigà necontenit teren in studiul 
incovoierii plăcilor. O prezentare modernă a subiectului, în strinsă legătură cu metodele elas- 
ticitátii plane, este dată de A. Green şi W. Zerna [1], capitolul 7 (unde sint considerate si 
ecuaţiile lui Reissner). Plăcile anizotrope sint studiate de S. Lehnitki [1]; vezi încă si J. Brilla 
[i]. Concentrarea tensiunilor în vecinătatea orilficiilor în plăci este examinată de G. Savin 
[1]. capitolele 6 si 7. 

Printre numeroasele articole dedicate studiului incovoierii plăcilor cu ajutorul acestor 
metode, menționăm citeva: L. Deverall [1]; C. Stănescu [2]; V. Perehvatov [1]; V. Pisa- 
cane si L. Malvern [11]; A. Winslow [1]. Ultimele trei sint semnificative pentru utilizarea 
cu succes a func(iilor de o variabilă complexă şi a reprezentării conforme Într-o problemă ca 
cea a plăcii dreptunghiulare — adesea considerată drept obiect de preferinlà pentru metoda 
separării variabilelor în domeniul real, 

Pentru aplicațiile teoriei funcţiilor Bessel in unele probleme speciale (vibrații; plăci 
pe fundație elastică) vezi B. Korenev [3]. 

Pentru utilizarea metodelor teoriei distributiilor, conducind la rezultate numerice efec- 
tive, vezi J. Leray [1] si J. C. Leray [1]. 

Pentru plăcile groase, vezi A. Lurie [4], capitolele 3 si 4 (cu aplicarea unei metode 
simbolice foarte eficace ; la limită, de aci decurge o teorie a stării elastice plane si o teorie 
a ineovoierli plăcilor subțiri: a se revedea de asemenea § 3, pag. 353). Vezi încă V. Manea 
[6]; M. Misgleu [3]. 


813. ANALOGIA OPTICĂ ÎN STUDIUL PROBLEMEI PLANE 
(FOTOELASTICIMETRIA) 


Faptul că problema plană si problema încovoierii plăcilor depind de 

i ecuație sugerează incercarea de a folosi pentru studiul celei dintii, 
rezultatele ce se pot obține prin măsurare directă a deplasării normale in 
cea de-a doua. Acest punct de vedere— propus de K. Wieghardt [1] — 
nu are însă utilitate practică. 
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În schimb, problema plană beneficiază de cu totul alt tip de metodă 
de studiu, care pune în valoare proprietăţile optice ale anumitor materiale 
in stare de tensiune, 

Înainte de a prezenta această metodă, mai menţionăm metoda moiré-urilor, si meloda 
lacurilor. casante, Prima (vezi P. Theocaris [1]) este bazată pe modificarea condițiilor de 
reflectare a luminii pe supiafata lucioasă (de exemplu argintată) a unui model pe care s-a 
trasat o rețea deasă de linii, care se delormează odată cu modelul, Cea de-a doua (M. He- 
tenyi [2]) se bazează pe faptul că, odată cu deformarea modelului acoperit cu un strat de 
lac, acest lac crapă in lungul liniilor izostatice (vezi $ 8. pag. 406; 8 4.3, pag. 132). Pentru 
anumite metode electro-analogice, vezi Th. Higgins [6]; A. Medovikov [1]; R. Me Neal [1]. 

Vom considera pe scurt foloelasticimetria, o metodă experimentală 
de determinare a stării de tensiune in modele executate din materiale trans- 
parente ce manifestă proprietatea de birefringentá artiticială (accidentală) 
sub acţiunea deformatiei elastice. 


a) Birefringenía accidentală 


Se ştie că o sursă de lumină albă emite unde luminoase transversale, 
de lungimi de undă diferite, și avind orientare diferită, haotic dispusă, 
în spaţiu. 

Pentru o sursă luminoasă monocromatied (emitind unde cu o lungime 
de undă determinată), să considerăm vectorul oscilant 

S = a sin ut, (1) 


de amplitudine a si de pulsafie œ. O oscilație completă se efectuează in 
2n|« secunde ; produsul dintre această durată şi viteza propagării luminii in 
vid c este lungimea de undă, 


A = 9 m (eja). (2) 


Raza de lumină pentru care toţi vectorii 
(1) sînt situaţi în acelaşi plan se numeşte plan- 
polarizată, 

Lumina poate fi polarizată intr-un plan, 
prin reflectare, sau prin refracție printr-un sistem 
de plăci subţiri de sticlă, 

Într-adevăr, într-un asemenea proces, are 

6.13.1 loc o anumită selectare: raza reflectată ,,retine" 

în special oscilafiille perpendiculare pe planul de 

incidență, în timp ce cea refractatà retine oscilaţii ce se efectuează în chiar 

acest plan. Repetind de 8—10 ori acelaşi proces, se obţine o rază refrac- 

tată de intensitate egală cu aproximativ o jumătate din cea inițială, si 

caracterizată de oscilaţii dispuse în planul de incidenţă, Sistemul de plăci 

folosit pentru a realiza această selectare se numeşte polarizor. Un al doilea, 

polarizor paralel cu cel dintii va lăsa să treacă intactă toată lumina astfel 

polarizată ; dimpotrivă, un polarizor aşezat față de cel dintii în așa fel 
incit planele de incidență să fie perpendiculare, o va stinge”. 
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Există materiale (de ex., cristalele de spat de Islanda) în care orice 
rază luminoasă se descompune in două raze, ambele plan-polarizate, cu 
plane de polarizare perpendiculare, şi propagindu-se cu viteze diferite, 
Aceste materiale se numesc birefringente. 

Notind cu v, viteza luminii în mediul (7), şi cu n, indicele de refracție 
absolut (față de vid), legea lui Snellius se scrie 





sin yi/sin v, = vios. (3) 
Pe de altá parte avem 
n,— ele, (4) 
8i (3) devine 
sin y,/sin y, = v/v, = nam (5) 
Descompunerea razei incidente in două raze 
refraetate e deci datorată tocmai existenței a două Fig. 6.15.2 


viteze distincte de propagare. 

Direcţiile pentru care aceste viteze sint egale poartă numele de aze 
optice. O rază ce cade perpendicular pe o fatá paralelă cu o axă optică va 
Îi descompusă în două raze ; după traversarea cristalului, ele vor ajunge 
în acelaşi punct, dar cu viteze diferite ; fenomenul de birefringentá va face 
deci posibilă interferența celor două raze. 

Sá considerăm o undă monocromatică şi polarizată, aşadar caracte- 
rizată de un vector (1) de direcţie p fixă. La intrarea într-un corp birefrin- 
gent C, acest vector se va descompune după cele două direcții perpendiculare 
de polarizare din punctul considerat : 


S, = asin wt cos o, S, = a sin ot sin o, (6) 
unde g este unghiul dintre prima direcție de polarizare, $i direcția p. 





Fig. 6.13.3 
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Străbătind corpul de grosime d cu vitezele v, 32 va, între cele două vi- 
bratii va apare o diferență de fază « = œ ôt, unde ôt este intirzierea uneia, 
din vibrații fatáà de cealaltă. Din (4) rezultă 


i = d|v,— diva = (dle) (m — ho), 
de unde, tinind seama si de (2), deducem 
& = w 8t — 2r (4/2) (n,— ma). (7) 
La ieşirea din corpul birefringent, vom obţine deci două vibrații 
5; = a sin cf eos og, Si = a sin (ut — a) sin o. (8) 


Bá filtrăm aceste raze luminoase printr-un al doilea polarizor A, 
cu axele perpendiculare faţă de cel dintii. Acesta nu va lăsa să treacă 
decit acele componente din (8) care corespund propriei sale direcții de po- 
larizare, definità de unghiul z/2 — 9; pentru aceasta, else va numi ana- 
lizor. Din (8) căpătăm acum 


" 


; =a Sin ef cos ọ sin og, Sa = a sin (of — a) sin g cos e, (9) 


de unde prin suprapunere 


i xul a | "E. 
S, = a sin 2o sin n J COS [ot — = a): (10) 


d xa 


Amplitudinea A = a sin 29 sin («/2) a vibratiei luminoase la ieşirea 
din analizor se anulează deci numai în două cazuri : 

1 pentru p = kx/2, k întreg; 

2% pentru x = 2 h x, hk întreg. 

Prin urmare, din suprapunerea celor două raze refractate se obține 
extinctie completă (intuneric) în punctele în care : 

1% direcţiile polarizorilor coincid cu direcţiile de polarizare din cris- 
tal ; 

20 diferenţa de fază dintre cele două raze refractate este un multiplu 
de 27. 


b) Legile lui Neumann. Izocline si izocromate 


Cele de mai sus isi dovedese utilitatea in studiul stárii de tensiune 
plană generalizată a plăcilor subţiri realizate din anumite materiale amorte 
(celuloid, gelatină, diferite răşini şi materiale plastice). Sub acţiunea sar- 
cinii aceste materiale manifestă fenomenul de birefringenfá artificială, 
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descoperit de D. Brewster [1] si studiat sistematie de F. Neumann [1]. 
La baza utilizării sale pentru scopurile teoriei elasticităţii stau cele două 
legi ale lui Neumann: 

I. Direcțiile de polarizare în fiecare punct coincid cu direcţiile prin- 
cipale ale deformatiei în acel punct. 

II. Diferența vitezelor de propagare a celor două raze este propor- 
țională cu diferența deformaţiilor principale în punctul considerat, 

Pentru un corp izotrop in stare de deformare elastică, a doua din 
aceste legi se scrie sub forma (vezi (4)) : 


n — n, = C (a, — ca), (11) 


unde € depinde de natura corpului şi de lungimea de undă a radiației. 

Să considerăm acum un model al corpului (plan) ce ne interesează, 
executat la o scară convenabilă dintr-un material optic activ, şi supus soli- 
citárii. Asezind modelul între polarizor si analizor, se vor putea uşor cer- 
ceta punctele de extinctie. 

Toate punctele în care direcţiile date ale polarizorilor coincid cu di- 
rectiile de polarizare din model sint — în virtutea primei legi a lui Neumann 
— punete în care axele principale ale tensiunii sint înclinate după un unghi 
determinat. Locul geometric al acestor puncte — care apar pe analizor ca 
formind o linie întunecată — se numeşte izoclind. Fiecare din izocline are 
deci proprietatea că în fiecare punct al ei, direcţiile principale ale tensiunii 
rămîn neschimbate, şi formează un unghi dat (caracteristic izoclinei con- 
siderate) cu o direcție fixă. Rotind polarizorii, se trasează vizual (sau se 
fotografiază) izoclinele corespunzătoare unghiurilor de 0°, 5°, 10? etc. 
punctele în care s, = a, Æ 0, toate direcţiile sînt principale; prin astfel 
de puncte (numite puncte izotrope) trec deci toate izoclinele. 


Pentru à stabili ecuația ce caracterizează rețeaua de izocline, putem relua raționamentele 
din § 1.7, în particular formula (1.7.18) scrisă pentru componentele tensiunii şi cu indicii 
convenabil schimbaţi, De aci rezultă cá o izoclină este locul geometric al punctelor în care 


tg 29 = 2ay,/(0, — 8055) = const. (12). 


În lungul oricărei curbe caracterizate de o relaţie [f = const. avem df = 0, de unde 
dz,/dr, = — falha; este suficient să luăm / = (1/2) aretg [2e,4/(o,, — a44)] pentru a căpăta 
ecuația (de aspect destul de greoi) căutată, 


Pe de altă parte, introducind a doua lege a lui Neumann (11) în 
reni (T), conchidem că pe model vom avea extinetie si în punctele 
n care 


o — Ga = h (jä C)  h=0,1,2,... (13) 


Dacă modelul este examinat in lumină albă, extinctia va apare numai pen- 
tru o anumită lungime de undă și deci punctele respective vor apare colo- 


431 PROBLEMA PLANĂ C:p. 6 


rate în culoarea complementară celei in extinetie. Curbele pe care se situ- 
ează aceste puncte sint denumite ?zocromate. Evident, acestea sint locul 
geometric al punctelor cu aceeaşi tensiune tangentialà maximală. Rela- 
ţia (13) se poate deci serie si sub forma 


Dia aj h T. (14) 


Constanta T, (funetie de material, de grosimea modelului, si de 2) 
se numeşte valoarea benzii. Valoarea Timus este proporțională eu To şi cu 
numărul 4 de benzi (izocromate), pornind de la izocromata zero. Valoa- 
rea Te se determină prin etalonare. 

Pentru a se observa in mod independent izoelinele (care nu depind de 
intensitatea sarcinii), se folosese modele de plexiglas, material pentru care 
constanta T, este mare. Este suficient atunci sà se incarce modelul cu o 
sarcină proporţională celei care ne interesează, şi destul de mică pentru ca 
să avem peste tot c,— c, <27,; in acest caz, izocromatele nu vor apare. 

Dimpotrivă, pentru a se face să dispară izoclinele, se foloseşte lumină 
polarizată circular (extremitatea vectorului luminos se roteste pe un cere, 
cu frecvență extrem de mare). Din (10) urmează că in acest caz izoclinele 
(care depind de 9) mătură cu foarte mare viteză imaginea, și deci nu mai 
sint vizibile, în timp ce izocromatele (care depind de «) rămin nemoditi- 
eate. Polarizarea circulară a luminii se realizează la trecerea prin foi de 
celofan de anumită grosime, aleasă în așa fel încît între cele două raze pola- 
rizate să apară o diferență de fază de 1/2 („lame sfert de undă”). 

Metoda expusă furnizează deci efectiv orientarea axelor principale 
şi valoarea tensiunii tangenfiale maximale în fiecare punct. 

Cunoscind axele principale, se pot trasa liniile izostatice (vezi $ 9, 
pag. 406). 

Pentru determinarea tensiunilor principale, se pot folosi izocroma- 
tele şi izopahele (liniile de egală sumă a tensiunilor principale). Acestea 
din urmă pot fi determinate măsurind în fiecare punct variația grosimii 
modelului, si făcînd uz de relația (2.3) pentru i = 3, j = 1, k —2, si de 
faptul cá 644, = 0, astfel că: 


Egg = — (v) (on + Sg) = — (v[E) (04 + 03). (15) 


Metoda este laborioasă. Dar se poate aminti că 5, = e, + c, veri- 
fică ecuaţia lui Laplace (vezi (6.8) pentru F = 0). Aceasta permite deter- 
minarea ei cu ajutorul analogiei eu o membrană, întinsă pe un contur iden- 
tic cu cel al modelului, cu feţele libere, şi cu cotele pe frontieră date de valo- 
rile la limită ale sumei S, — la o scară convenabilă— (vezi de ex. H. Sup- 
per [1], capitolul 3). 

Totuşi, pentru determinarea tensiunilor principale ne putem dispensa 
de aceste măsurători suplimentare. Într-adevăr, înlocuind ecuaţiile lui 
Lame gi Maxwell (9.28) prin ecuaţii cu diferențe finite, determinarea lui cj, Ga 
se reduce la calcularea (grafică sau numerică) a unor integrale definite. 
E drept că în aceste expresii intervin razele de curbură p, p, care in genere 
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nu pot fi prea precis calculate. Dar un procedeu datorat lui L. Filon per- 
mite transformarea ecuaţiilor, in aşa fel incit să nu mai intervină decât 
cantităţi ce se pot uşor determina grafic. 


Chestiunilor de foto-elasticimetrie le este consacrată o literatură imensă, Indicüm mai 
intii lucrările clasice ale lui E. Coker si L. Filon [1]. $i M. Frocht [1]. Vezi de asemenea 
M. Iosipescu [1]. De asemenea se pot consulta capitolele consacrate acestei metode in tra- 
tatele lui C. Biezeno si R. Grammel [1]. $ 3.8; P. Papkovici [4], cap. 13, partea 2; S. Ti- 
moshenko si J. Goodier [1], cap. 5; şi in monografiile lui A. Durelli et al. |1], si M. Hetenyi 
[1] (capitolul seris de T. Dolan et al. [1]). Amănunţite treceri în revistă aparţin lui H. Jessop 
[1] şi M. Hetenyi [4]. Menţionăm încă — pentru importanta sa istorică — lucrarea lui 
A. Mesnager [2]. 

Metodele foto-clasticimetrici s-au extins asupra problemelcr tridimensionale (vezi de 
ex. H. Aben [1]; A. Durelli şi I. Daniel [1]; M. Frocht si R. Guernsey [1]; M. Frocht şi 
L. Srinath [1]) ; asupra problemelor dinamice (vezi de ex. M. Frocht si P. Flynn [1]) şi asu- 
pra studiului deformatiei plastice (vezi bibliografie și indicaţii in M. Hetenyi [4]; de asemenea 
vezi partea finală din T. Dolan el al. [1]). Menţionăm încă articolele lui J. Lewis si H. Fol- 
lack [1] si H. Poritsky si R. Jerrard [1]. 


c) Cazul domeniilor multiplu conexe 


Chestiunea posibilităţii de a transpune asupra corpului ce ne intere- 
sează, rezultatele măsurătorilor foto-elastice efectuate pe model, nece- 
sită atenţie aparte (vezi M. Levy [2] si J. Michell [1]). 

În acest scop, să amintim că relațiile (7.8) care dau componentele, 
tensiunii, precum $i condiţia la limită (11.7) pentru problema lui Neumann, 
nu depind de constantele elastice. 

Să presupunem că am rezolvat problema lui Neumann pentru un 
domeniu dat, o sarcină dată, şi valori date A, u, x — şi sä căutăm să deter- 
minăm corpurile care, avind aceeaşi formă și fiind supuse aceleiaşi solici- 
tări, se găsesc în aceeaşi stare elastică. 

Din (10.22) se vede că, dacă £^ este simplu conex, termenii multi- 
formi (dependenţi de x) dispar, gi funcţiile g(3), V(3) rezultă independente 
de proprietăţile materialului. Prin urmare, starea de tensiune a unui corp 
plan mărginit si simplu conex depinde exclusiv de forma şi de forţele 
superficiale si nu de constantele sale elastice. 

Fie acum că 2 este multiplu conex, şi fie X’, u’, x' constantele elas- 
fice corespunzătoare unui al doilea material. Dacă funcțiile găsite pentru 
primul corp rezolvă problema lui Neumann gi pentru cel de-al doilea, 
ele vor avea pentru ambele corpuri aceeaşi formă (10.22), gi vor satis- 
tace pentru ambele corpuri condiţiile la limită în tensiuni. Totodată, 
ele trebuie să satisfacă și pentru al doilea corp condiţiile (10.14), care 
se vor scrie sub forma 


x [X2 T(x +1}]= —x' [— Xv [2 (x + 1)], 
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de unde 
(x — x') X^ = 0. (16) 
Ele sint deci funcţiile cáutate pentru al doilea corp, dacă 


x= X, adică v= v; 
sau dacă 
X^ —0 pentru j= 1,2; ... m. 


Pentru a putea rezolva prin metoda foto-elasticà problema lui Neu- 
mann pentru un corp multiplu conex, trebuie deci ca materialul modelu- 
lui să posede acelaşi coeficient Poisson ca și corpul dat. Această condiţie 
nu este necesară dacă forţele superficiale au rezultanta nulă pe fiecare din 
componentele 7, în parte. Dacă totuşi X” = 0, este necesară utilizarea 
a trei modele, cu valori diferite ale coeficientului lui Poisson (vezi V. Mossa- 
kovski [5]; vezi de asemenea 5. Kliatko [1] — cu studiul separat al stări- 
lor de tensiune si deformatie plană). 


$ 14. PROBLEMA LUI NEUMANN PENTRU COROANA 
CIRCULARĂ. METODA SERIILOR 


Dată fiind deplina analogie dintre problema lui Neumann si pro- 
blema lui Dirichlet, ne vom limita la a prezenta soluția celei dintii. (Vezi 
N. Musheligvili [5], $59, dar cu utilizarea unei alte condiţii la limită, 
Pentru problema lui Dirichlet, vezi 8i A. Pirvu [1].) 

Sá presupunem deci că domeniul Æ este o coroană circulară cu cen- 
trul în originea axelor Oxia 8i de raze E, < Ep Cind va fi necesar, vom 
atribui indicii j = 0 sau 1 diferitelor mărimi serise pe componentele lui 7. 
În cazul particular R, = 0 vom căpăta de aci soluţia aceleiași probleme 
pentru discul circular cu sau fără un orificiu punctual central. În cazul 
Ro — co, Yom căpăta soluţia problemei lui Neumann pentru planul cu 
un orificiu circular. 


a) Meioda seriilor 


Metoda seriilor poate fi aplicată cu uşurinţă, intrucit funcţiile pl), 
Vola) sint reprezentabile fiecare prin cîte un singur element Laurent. 
Amintim notaţiile (vezi (5.17.6)) : 


čir = o = 6xp (Íy) =c, de-iody, (1) 
$i 
3 = Rexp (ix), tale, tle, = Ro, 81g; = HQ. (2) 
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Determinarea funcțiilor (3), (3) sub forma (10.22) din condiţia 
la limită (11.7) rezolvă problema. Vom păstra acelaşi simbol f pentru 
datele la limită privite ca funcții de y, de e, de t sau de s. 

Din (11.8) deducem pentru orice funcție f(s) integrabilă pe 2 : 


i (0) ds pe Fy 
— i ( f) ds pe Fas 


unde ambele cercuri sint parcurse în sens direct (vezi (2)). Pentru h(s) 
păstrăm aceeași convenţie de notație ca pentru f(s). 

Dacă f(s) este integrabilă, h(s) este continuă. În punctele în care 
fis) este continuă, avem A'(s) = fis). Dacă fis) este continuă pe porțiuni, 
h(s) este netedă pe porțiuni. 

Notăm însă că putem întilni funcţii f(s) care nu sint integrabile 
(nici chiar în sensul lui Lebesgue) — dar pentru care nu numai că soluția 
există, ci poate chiar fi obţinută prin metoda seriilor. (Vezi $106, b.) 

Prin ipoteză, f(s) este unitormă ; f(y) este deci periodică, de perioadă 
2x. Dimpotrivă, h(s) este în general neuniformă. Într-adevăr, din (3) 
avem 


[i]s — iX, [h]gz, = — iX". 


Intrucit 2 este în echilibru sub acţiunea forţelor superficiale, tre- 
buie să avem 


Xi .p Xu! = 0, (4) 
(vezi (11.13)) astfel că in definitiv 
[h], = Ae = — i X". (5) 
Prin urmare, pentru funcția A(z) deducem 
hix + 2x) = hy) — iX". (6) 


„Să presupunem că f(x) = V ; prin urmare, f este desfásurabilà in serie 
Fourier convergentă. Este ușor să ameliorám convergența sa; inir-ade- 
văr, din (5) urmează 


[h(x) + (X27) iale, =0,  j—90,. (7) 
Coefieientii Fourier ai acestei funcții verifică deci inegalitățile (A.9.19). 
Amintind că o = exp (iy), putem serie 


(o) = Y hie —(Xw|2z)ne pez, j=0,1, (8) 
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unde A; şi À; sint constante complexe cunoscute, si anume coeficienții 
Fourier ai funcţiilor Ah (c) + (X'"/2x) In e pe cele două cercuri-frontierá, 
adică de exemplu (vezi (A. 9.25)) : 


As = rd [h(e) + (X? 22) In o1 57*-1 de = 
2ni y 


l r?* sog B 
= | [A(y) + (X? 2) ix] exp (— in y) dy. (9) 
ide a) 
(Din cauza prezenţei termenului logaritmic, notatia nu este cu totul con- 
secventă.) Din (1), (2) urmează desigur 
dids = Ry’ d/dy pe 7,, d/dz=icd/da. (10) 
Derivind in raport cu s — adică in fond în raport cu y — in ambii 
membri ai egalităţilor (3) gi tinind seama de (8), deducem 


h'e) = (—1yif(s) = R;" TO y Àj o" — Ry! (X"J|2x) i 
dc 


Îi = — a 
pe 2, 1=0, 1, de unde 


flo) —(—1y E;' | y h hi a" — (X']2n) 


ñ= = pg 


peg, j=0,1. (11) 





Funcţia h(c; trebuie să posede proprietăţi ce rezultă din condiţia de 
echilibru a lui £ ca solid rigid. Condiţia ca rezultanta forţelor exterioare 
să fie nulă este exprimată de (4). Momentul rezultant al acestor forte 
în raport cu originea se scrie (vezi 11.14)) 


Ma = — Im $ t (s) f (s) da. (12) 
| se 


Introducind aci (11), tinind seama că 7, şi 2, sint parcurse în sens 
direct gi că curbele de integrare sînt înlocuite, în virtutea relaţiilor (2), 
cu cercul unitate y, obţinem cu ajutorul teoremei rezidurilor (sau din 
(A.9.23)) 


Jt, — Ind Boo | B! | y n Aè o" - Ge psp R (—i o”! do) — 
-mẹ Rofe] $ ni a=” — (T 2m) |) R, (—i e-tdo) — 
Ld H=- 03 | 


= Im $ MR — M Rjo'do-2zIm(R,;h — Ro), —— (13) 
y 
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astfel încît condiţia de anulare a momentului rezultant ia in definitiv forma 
Im (Ro he — R A) — O0. (14) 


Sá stabilim acum aspectul funcţiilor (3), 5(3). Relaţiile (10.22) arată 
că ele contin eite un singur termen logaritmic fiecare, în care vom alege 
3, = 0. Întrucît funcţiile go() 8i Valg) sînt olomorfe în Z, ele pot fi căutate 
sub forma unor serii Laurent. (Aceasta arată importanța practică a celor 
spuse la pag. 410.) Tinind seama de (10.15) vom avea deci 


Pl) = ln 3 Y, «3^; Ya) = yma y baa", —(15) 


unde constanta y, este cunoscută și are valoarea (vezi (10.21)) 
Yi = — [X [Zu (x + 1)]. (16) 
Funcţiile ș(4); Lola) sint soluţiile problemei (11.10), (11.11) : 
polt) 4- tpl dt) = AP (t) + C, — y, (In t —x1In t) — (t/t) pe 2, (17) 


Membrul al doilea din (17) trebuie să fie uniform ; in fapt, termenul 
său logaritmic se scrie 


[X [2x (x + 1)] [UL — x) In |t] + (1 +») ix] 


şi partea sa multiformá este egală si de semn opus termenului in iy din (8). 
Introducind acum (8) in (17), căpătăm pentru al doilea membru 
din (17): 


xci... X? t 


hi o — —— ^  ]n |t| 


: +0, pez,j-0j,. (18 
| REI) EC j; pez;,] 1. (18) 


Constantele C,, C, rámin deocamdată nedeterminate. Aceasta per- 
mite (vezi 8 11, pag. 417) să luăm în (15): 


G, = D, = Im a, — 0. (19) 


Pentru a introduce expresiile (15) în condiţiile la limită, vom tine 
seama și de (1), (2); de unde avem pentru primul membru din (11) : 


e - c. 
y «Hbc RE, V, naQ ploi $ ba Ro" pe 2, j=0,1.(20) 


n-2—x ne —u5 n=- 
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.  Inloeuind în a doua sumă din (20) indicele n prin —m-L2, strin- 
gind la un loc termenii corespunzători aceloraşi puteri c", si tinind seama 
de (13), obţinem 


Y (Rp-(-2)..8RP4 5 RP 0ps— Y Ho 


— [(x — 1)/(x 4-1)] EDX'7/2z] In. R -- [X /2x (x 3 -1)] o? -- 0, j—0,1, (21) 


așadar două condiții de egalitate a douá serii complexe Fourier. 

Conform celor spuse in 8 A.9, pag. 759, de aci rezultă egalitatea 
coeficienţilor corespunzători, astfel că (21) conduce la un sistem de ecuaţii 
algebrice liniare. Anume, tinind seama și de primele două relaţii (19), 
avem pe rind pe cercul 2, pentru 


n = 0: 24, Rg = A — [x —1)/( — 1] [X /22]1n Ry + €, — (22) 


H= — 03 


n=l: au Ro tik + bu Ri =, (23) 
n = 2: aa Rp + b o, Ro = h? + [XU [2s (x + 1)], (24) 
^9, nl: aRj—(n—2)a ,,,R;"*--b eR — A3. (25) 
Pe cercul 7, obținem evident un sistem de relații analoge, in care 
Ry, A3, Cy sint înlocuiți cu Fy, hi, C,. 
Relaţia (23) şi relația analogă obținută pe £^ se scriu 
2H; Rea; tb [= RÀ, 2E Re a, tbim Rh. (26) 


Scăzind membru cu membru aceste relatii, obtinem 
1 , à T 
Re a, — 3 Wis hi — Rau) (Ra — Ri); (27) 


aceasta este desigur cu putinţă numai dacă numărătorul din (27) este real, 
ceea ce e automat verificat (vezi (14)). Tinind seama de a treia relație (19), 
putem scrie deci 


LI 1 
a, =ü, — (Ro h — RUM) IURE — Ri). (28) 


Introducind această valoare in oricare din ecuaţiile (26), determi- 
näm coeficientul b ,. 

Mai departe, relația (24) și cea analogă ei de pe 2, dau sistemul 
care slujeşte la determinarea coeficienţilor a, gi b ,: 


da Ra + ba Ro? = A$ + [X?/2z (x + 1)], 
- (29) 
aR? + ba Ry? = AL + [X"U/2m (x + 1)]. 
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Ecuația (22) şi ecuaţia analogă de pe 7, permit acum să găsim con- 
stantele Co, €,, care nu intervin de altfel in calcule. 
Scriind in fine relaţiile (25) şi analogele lor, obținem sistemul 


a, Ej — (n —2)à. ,,a Roti + D-n id = h 


(30) 

a, RI — (n — 2) ün E"? H ja Rt — M, 
valabil pentru n = —1, —2, +43, ... Busen prima din aceste ecuaţii 
cu Rj, pe cea de a doua cu Kj, scázindu-le termen cu termen, și notind 
la = Ro ha — Rp, (31) 


obținem mai intii 
Qa (Rò Zs Ri) == (n nd 2) anyo (Ro ii Ri) z> Lo 


Înlocuind aci n prin —n +2 şi trecînd la cantităţile complex con- 
jugate, căpătăm in definitiv sistemul 
(Ey CE Ry) d, — (n zs 2) (E 7 Ri) A nig in În 


n (Ri — Ri) + (Rp Tm m RUM) donyo = longas 
de unde se gásese coeficienții a,, dacă determinantul sistemului nu 
este nul. 
Pentru acest determinant se obține ugor expresia 
A, = Ri [n(n—2) (K —1)? + (K"—1) (K-"+!—1)], K = Kili, (33) 
(în notația din (5.15.93), avem K = k-?). Să considerăm funetia 
În UC) = f. (K) = n(n—2) (K — 1)* + K* — K^" —K* 4+1. (34) 


Derivind in raport cu K, şi tinind seama că sistemul (32) este scris 
pentru toate valorile » ze 0,1,2, din cele de mai sus urmează 


fKüu)-fzü)-f"0)-0, În (E) <0 (35) 
pentru K >1. Obţinem atunci pe rind 


În (E) 20, fi (EX) <0, HIK) <0, f,UC) «0 pentru K — 1, 
A, — 0 pentru k> RB, sin 2 3. 


(32) 


(36) 


În consecinţă, sistemul (32) are soluţie unică pentru n > 3. Ace- 
lași rezultat rămine valabil şi pentru n < 0 — dar nu este necesar să ne 
ocupăm de acest caz dat fiind că este mai simplu să inlocuim in (32) (si 
deci și în expresiile deduse pentru a,) indicii n > 3 prin —n dus ceea ce 
conduce la şirul de indici negativi —1, —2, —3,... —m,. 

Din sistemul (32) deducem acum pentru n > 


= [(BR,**  Ej?"U*)1, + (n — 2) (E — RI) Lis te (91) 
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Coeficienţii funcției o4(3) sint astfel deplin determinati : ay este dat 
de (19), a, este dat de (28), a, se deduce din (29), a, (pentru n > 3) este 
seris in (37), iar a, (pentru n < 0) se obţine din (37) dacă înlocuim n prin 
— 4 -- 2. 

Coeficientii funcției Wọ (a) sint și ei cunoscuţi : b, este dat de (19), 
b ,rezultá din (26), iar b. , — din (29). Pentru a obţine 5 „pentru » > 3, 
putem face uz de una (oricare) din ecuațiile (30), în care introducem valo- 
rile a, 8i a_„.» deja găsite. În fine, pentru a căpăta coeficienții b, pentru 
n > 1, folosim una din ecuaţiile (30), în care am înlocuit pe n prin —n +2. 

Cu aceasta, functiile lui Kolosov şi Mushelisvili au fost determinate 
sub forma (15). Toate aceste operaţii reprezintă analogul celei care pune 
în corespondență datelor la limită f(e) din (4.9.33), funcţia de o variabilă 
complexă f() din (A.9.32), si constituie tocmai realizarea operaţiei de 
rezolvare a ecuaţiilor (A.9.5) în cazul particular în care Fia, 3) = oo (3) + 


+ 3 va) + Vo (3). | 
b) Convergenta soluției 


După cum se arată in $ 4.9, o asemenea construcţie nu garantează 
de fel — în cazul unei funcții de o variabilă complexă — convergenta 
seriei (A.9.32) în interiorul coroanei, așadar existența functiei olomorfe 
considerate. Dimpotrivă însă, se poate demonstra că cele două funetn 
pola), Yola) sint efectiv determinate de datele la limită, întrucît seriile ce 
le definese sint convergente în interiorul coroanei (şi chiar pe frontierü). 
Totodată, acest fapt arată că — spre deosebire de cazul unei singure 
funcţii olomorfe (8 A.9, pag. 767) datele la limită de pe ambele componente 
ale lui Z sint necesare si — într-o largă măsură — pot îi date arbitrar. 
Aceasta este usor de înțeles, întrucît în cazul de față sintem conduși la 
determinarea a două functii dintr-o singură condiție la limită. 


Pentru a demonstra că seriile (15) sint convergente, este suficient «à demonstrăm că 
părţile lor regulate sint convergente în Zj, iar părţile lor principale, în £7, , Dar in loc să 
facem uz de formulele (4.5.19) şi (4.5.24), este mai ușor să demonstrăm direct că seriile mo- 
dulelor sint convergente pentru jjis Ry respectiv pentru [b] Ry Convergenţa seriilor 


un eon em eo 
V, ja Rp, V, 156, Fg M dla, Ry" NIB RS" 
sta | n=1 pl f-1 


asigură, In virtulea teoremei a doua alui Abel, si posibilitatea de a prelungi prin continuitate 
funcţiile considerate in £Z + 5€ (vezi (A.9.37)), si garantează regularitatea soluției obținute. 
Tinind seama de definiţia cantităților 1, si K, putem scrie 


I, = H Rg — hi R? = RD K"? — RD, n 


$14 COROANA CIRCULARA. METODA SERIILOR 44:3 


astiel că (37) devine 
a, = 
_ REOR Ki — - ha) Ri sili în Oi tede) RE T T Tian — hU.) RN i) 
Ri [n(n — 2) (K — 1) + (K" — 1) (& "** — 1)] 


de unde, tinind seama de (34). deducem : 


O [RAPE R" — nl) (K7*** — 1) (n — 2) UP mpa KC"* — hè uis) (C 1) 
i (al IN f. CR) | Àj 
(39) 
precum și relaţia analogă ce se obține dacă Inmultim pe a, cu Ri in loc de Ry, si Inlocuim 
pe azcu-—rm-4 23: 


T r-n EEE: TER (h? [Rx ees 
dsa“ pe (k-n pg K n ES (K" Dn K" — h)(K — 1) .— (40) 
f, CK) 


Aceste rapoarte depind evident de comportarea coeficientilor Fourier a. hi. Să presu- 
punem acum cá derivata a doua a funcției perlodice [h(y) + (X'U/2m)i y], aşadar derivata 
f'Gy) a tunetiei (evident periodice) [f(y) + (X P 2m R )] (vezi (11)) este cu variație mărginită 
(in particular : satisface condiţiile lui Dirichlet) sau este de clasă Cu In acest caz, din (A.9.20), 
(A.9.21) rezultă că 


MI. IE Cine, 0 £u 1, (41) 
unde u = 1 dacă fl(y) & V) Din (39) urmează acum 
la, Ri |= z = p™z tac + i LR $a "T C'|n|^7*-* + 
L(n—2)(K-F1- K^*5*2 4. RP) Cin — 2| *79) : (f (OI, 


saa încă, relinind la numărător numai termenii de gradul cel mai inalt In. K (intrucit K > 1) 
şi inlocuind constantele C', C" cu o constantă C"" convenabilă : 


a, RISC" [K" int + K***1|n — 2]7179] : f. (K)1. (42) 


Numitorul f, (K) este de grad n in K ; introducind o nouă constantă C, obținem deci 
pentru n suficient de mare: 


la, RI Cint, (43) 
de unde rezultă evidenl convergenta seriei de termen general | a, Ri. 
Din (40) obţinem In mod analog 


jasya RES e Cin —2]7*-5, (44) 
astfel că seria de termen general |d , |, Rt] este de asemenea convergentă, 
"a 
Prin urmare, seria pQ) = Y a, j^ este absolut si uniform convergentă nu 
n 


numai In orice compact conținut în 2, ci ṣi pe F. 
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Mai departe, din a doua ecuaţie (30) urmează 


„RA + (n—2)a 


— —iH 44 


RD'U-—a Rr. (45) 


de unde, tinind seama si de evaluárile (41), (44) şi (43) (care rămine desigur valabilă dacă inlo- 
cuim RA, cu cantitatea mai mică Hj) obținem 


= LE m E mir Li = = res 3 ui 
[b RISC |n + C" |n — 21179 Cin, 
sau încă, introducind o nouă constantă C convenabil aleasá : 


Ei 


~ ji 


Ar" GTi; (46) 
Inloeuind în prima ecuaţie (30) indicele — n prin n — 2, obtinem 
boa Hy Pompa na, Ru Aaa Rp, (47) 


de unde în acelaşi Tel conchidem cà 


[ba Ro [x Cjn 178. (48) 
uc 
Prin urmare, seria Yi) = V b. 3" este de asemenea uniform şi absolut con- 
y» = == 05 


vergentă în £7, si chiar pe 4. Convergența acestei serii este mai lentă decit cea a seriei glg) 
(Pentru aceasta din urmă, ar fi fost suficient să formulăm condiţiile de la pag. 443 relativ la 
funcția fèy) însăși.) 

Din convergenta seriei :5(3) în EA rezultă cà py(3) se poate căpăta prin derivare termen 
cu termen, iar domeniul de convergență al seriei astfel obtinute este tot 2. Mai mult încă, 
din (43), (44) rezultă si 


Ina, Ri & Cin| i, — 1(n—2)a ,,, Rj; "1 Cin — 2|7178, (49) 


de unde urmează că seria 9o) este absolut convergentà si pe 5^. 


Funcţiile lui Ixolosov si Mushelisvili sint astfel construite, 


Raționamentul de mai sus constituie totodată demonstrarea teo- 
remei de existență a soluţiei problemei lui Neumann pentru coroana circu- 
lară, dacă datele la limită satisfac condiţiile impuse mai sus funcţiei f(s). 

Întrucît seriile (15) sînt convergente, putem privi drept soluţie 
aproximativă a aceleiași probleme funcțiile ce se obţin dacă reținem aci 
numai un număr finit de termeni. Cu cit acest număr este mai mare, gi 
cu cît datele la limită sint mai regulate (cu un număr mai mare de derivate 
succesive periodice), cu atit această soluţie este mai apropiată de cea 
exactă. (Compară mai departe eu $8.3, pag. 513.) 


OBSERVAȚIA 1. Conditiile impuse functiei f(s) sint destul de severe. Ele conduc — 
după un lant lung de evaluări — la concluzii dintre care unele rimin incă mai tari decil cele 
necesare, Dar acestea sint numai condiţii suficiente de existenţă, si metoda rămine utilizabilă 
chiar si în unele împrejurări în care ele nu sint indeplinite (vezi $ 16, D). 
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OBSERVAȚIA 2. Soluţia problemei lui Dirichlet se obţine eu totu] similar. (Acesta este 
avantajul utilizării condiţiei (11.7).) Întrucit însă funcţia g(s) este analogul funcției A(s) — si 
nu al füunctiei f(s) — convergenta seriilor obținute va fi asigurată dacă datele la limită verifică 
condiții mai severe: g'(x) e V sau g"(xy) e CD. 

OssERvATIA 3. În cazul problemei lui Dirichlet, Y, e necunoscută, dar o ecuaţie 
analogă cu (22) — din care C, lipseşte acum — permite să se determine X!U.(Vezi pag. 416.) 


c) Exemplu. Problema lui Lamé 


Fie dat un tub eilindric circular lung, supus la presiune uniformă interioară si exterioară. 
Problema conduce la considerarea unei coroane circulare, supuse 
la sarcini normale constante pe frontieră. Avem evident 


| — paeXp (iy) pe Fy 





Hxb-— (501 
| p,exp(iy) pe X, 
unde pg, p, > 0. (Valori pg, p, < 0 ar corespunde unei intinderi 
uniforme.) Fig. 6.14.1 
Din (3) urmează acum, abstracţie făcind de o constantă, 
x 
j — Po exp (y) Ro dy = — Po Ro exp (iy) pe Fos 
ü 
h(y) — , (51) 
ij Pi exp (y) Ridy = — h R exp (ip) pe Fi. 
0 


Comparind cu expresiile (8), deducem 


X). xu =0, = — Hp, hb o Hp (52) 
ceilalți coeficienți fiind nuli. Condiţia (14) este verificată. Oblinem pe rind: 
din (18): ai (53) 
din (28): a, —(Rip,— Ro PoR — RT); (54) 
din (26): b Q— [RS RORIS — REM Gg — p); (55) 
din (29): da = b gc 0. (36) 


Sistemul (30) este aci omogen, si ceilalţi coeficienţi a 
(22) urmează C, = 0, si analog si C, = 0. 
Functiile căutate sint deci 


„a b, Sint deci nuli. În fine, din 


l RÈ Ri (Dy — P) 


1 
e) EB ai 0: c - m 
2 K-K RR 


E (37) 


Fücind uz de (7.28). conchidem că zonele periclitate sint cele în care avem 


[S| 22/3 9" 4 y] —2 [Rz RER — ROI Hpg — pl C3 o, (58) 
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(sau > 1,16 6,; vezi finele $ 6). Pentru Rp H, daţi, [5] este cu atit mai mare cu cit 
diferența de presiune py — p, este mai mare, si cu clt R este mai mic. Prin urmare,deformatia 
plastică începe pe cercul inferior. 


În cazul particular R, — 0 (dise circular cu o fisură punctuală centrală) avem aci 
lim |S] = 2|]py —p1| pentru R, — 0. (59). 
i 


O repartiție de sarcini diferită de cea din (50) ar conduce la calcule mai laborioase, dar 
principial cu nimic deosebite de cele de aci. 


$ 15.- PROBLEMA LUI NEUMANN PENTRU DISCUL 
CIRCULAR ȘI PENTRU PLANUL CU UN ORIFICIU 
CIRCULAR 


a) Disc circular 


Soluţia se obţine din cea din $ 14, dacă luăm E, = 0 şi ţinem seama 
că funcțiile q(3), b(3) trebuie să fie olomorfe in domeniul Zi la care se 
reduce £7. Această din urmă condiţie obligă să avem 


re 0, a, =b, — 0. pentru p= 1,2, 3, ... (1) 


Vom renunța la indicele ,,0" relativ la mărimile definite pe cercul 
exterior, pástrind numai notația E, pentru raza acestuia. 
Condiţia de echilibru se serie acum (vezi (14.4), (14.14)) : 


X = Im h =0. (2) 


Ecuațiile (14.22) — (14.25) devin (înlocuind — prin » pentru 
m 20 în (14.25)) : 


2a, Ri = ho + Co; (a4 + n) Ro = hi; 


zi 3 
Aa Bo = has 222; (n + 2) teaa Rp? - b; Ej — hh ,, n > 0. (3) 
Tinind seama şi de (14.19), deducem de aci 
dy — 05 a ah Ra 0 = ha ho 4&2; 
s (4) 


ba = 05; b, = [hn —(n F2) hu] Ron >. 


Din prima relaţie (3) obținem şi constanta (inutilă de altfel) C, = 
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Introducind acum (1) si (4) in (14.15), obtinem 


el) = I GI) + Y, h GL 


rmm (5) 


$G) — ŞI Da — (n + 2) Aus] Ro)”. 
ium] 


(Pentru modul de a nota coeficienţii, vezi gi § A.9, pag. 703.) Convergenta 
seriilor din (5) se demonstrează ugor (vezi finele $ 14). 


b) Metoda lui C. Iacob [1] 


Este vorba de o metodă care permite să se rezolve aproape fără nici 
un calcul problema biarmonică fundamentală 


AAA —0, Alp SF Anla = Fa (6) 


(unde &, este frontiera discului circular Z de rază R), pentru date 
la limită 
F (2i, m.) = Ey, a) Re {H (3) le , j= 1,2, (1) 


R, fiind funcții raționale gi fără singularitá(i pe zy, în timp ce H, sint olo- 
morfe in Z și continue în 2 + Fo. 
Soluţia se caută sub forma reprezentării lui Almansi 


A= A+ (R — RIA, AA, = AA, = 0, (8) 


iar funcțiile A,, A, rezultă efectiv determinate prin intermediul funcțiilor 
H, şi al părţilor principale in Z ale unor anumite funcţii care nu depind 
decit de R, şi H, Pentru H, = 1, se obţine cazul particular important al 
datelor la limită rationale. Dacă F, sînt polinoame, rezultă că A(z,, 2a) 
este de asemenea un polinom. (Vezi încă şi $ 5.17.) 

Tinind seama de indicaţiile din §§ 4 si 7, acest rezultat poate fi 
direct, adaptat la cerințele teoriei elasticităţii, privind nu determinarea 
funcţiei lui Airy, ci pe cea a funcţiilor lui Kolosov şi Mushelisvili. 


c) Disc circular cu o fisură punctuală centrală. 
Concentrarea tensiunilor 


Cazul discului diferă esențial de cel al coroanei circulare cu R, — 0, 
din cauza concentrării tensiunilor — fenomen deja întîlnit în studiul 
problemei antiplane. Pentru a-l pune în evidenţă, să comparăm tensiunile 
în origine pentru disc (care se obțin utilizind (5)), cu tensiunile pe cercul 
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de rază R, în cazul coroanei circulare, pentru E, -> 0. Vom presupune că 
cercul interior Z, este liber — aşa cum se petrec in general lucrurile pe 


frontiera unei fisuri. 
Pentru disc, din (7.8) și (5) găsim în origine 


5,(0, 0) = 4 Re q'(0) = 4a, = 2h, E!, 
S (0, 0) = 21 (0) = 25, —2(R.4,—93,) Rl. 
Pentru coroana circulară, obținem mai intii (vezi si (14.3)) : 
XI = Am nu 0, = E, 


astfel că formulele (14.15) devin 


a= Y «y, 99-9 Y by. 


R= = "ns = a 


Pe cercul Z, avem 3 = Rio, 4 = Ro |, Și deci 


So|g, —4 Re EU "n a, m att. 


n.a 


Sl =2 3 [nin — 1) æ, Rt! o^? nb, RO ol]. 
Or, din formulele din § 14 obţinem mai întîi 
H a 
dp = 0, a, = NM Ral( Bi — Hj, a, = ha Bey — Ri), 


bo = 0, ba = — hi Ro RR — Ri), b..— — h$ Ro Rif( 5 — Ri). 


Pentru n > 3 găsim 


a, = (UCR R Pee — 1] REM + (n — 2) (R3 — R5) RE Rz Knyn 


aa = ([(Bo* — Rr) Ro" hl. — N(R — Ej) Ei hal] Ry *): Da 


D, =n(n — 2) Bi “(Ro — Ri) + (Ro — RY") [GR] Ry)" ^* — 1], 


(3) 


(10) 


(11) 


(12) 


(13) 


t D. 


(14) 
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gi respectiv 
b, ug == — € 0À G 4 Am wet — na, AT, b_,=— a, E + (n —2) Aaya Ri. (15) 
Trecind la limită pentru EH, — 0, obţinem 
is = 05 a, — Rss =h 1I", n»2;0.,—0, n1; 
(16) 
b 20, n0; b, —[h^,—(n--2) Kaal Eo", n1. 
Aceste valori coincid cu valorile (4) obţinute pentru dise. Dar 
este evident că, pentru a calcula tensiunile, trebuie să folosim nu înseși 
funefiile-limitá to» $(a3 pentru R,—0, ci derivatele lor, aşadar să 


ţinem seama de limitele pentru R, Mes ale produselor a, E; ! si b, Ej, 
ce apar in (12). Subintelegind peste tot limita luată pentru R,—0, 


gásim 
lim a, -—M Rg’; lim a, Rt! — 0 pentru n1; 
2 (17) 


lim à ,,, R;"* = [— Mag t n ho] RR? Ry" pentru n 2 3, 

de unde, separat, 

lim a; £;?^—[—M,-F-3h2] R5", lima ,,, Ro"! —0 pentrum > 3. (18) 
Mai departe, din (13) obţinem 


lim b Rt = — 1E; lim b ,RE;* —0, (19) 
iar din (15) — unde n > 3 — căpătăm mai intii 
b. Ry" = — i, R! + (n — 2) a. R", 
baa RiT = — Goma Rit! — na, R, 


ceea ve, ținind seama de (17) si (18), dá in definitiv 
lim b Riot =[—~ W, +3 R] Er), limb, = [h^ —3 42] Ro't, (20) 


termenii corespunzători celorlalte valori ale indicelui n avind limita zero. 


După cum se vede, desi coeficienţii & ,, b ,, b 4, din (16) au limita 
zero, componentele tensiunii conţin termeni (polari) care corespund 
acestor coeficienți. Obţinem acum din (12) 


lim S |z, = 4 lim Re(a, — a. Ri? o ?), 

lim Sje, = 2 lim (2a., Rt a?--b, —b Ert co * —3b , Ri o), 
ceea ce permite să caleulăm Mn Rm in origine 

So (0, 0) = 2[A} + (hi — 3 R3) o% + (h^, — 3 h3) o *] Ro‘, 


$(0,0) —2[h*, —3 M + A o7? -- (hhi —3h3) o`t] Ri. (21) 
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După cum era de aşteptat, spre deosebire de cazul torsiunii şi 
încovoierii — unde fenomenul concentrării tensiunilor e funcţie exclusiv 
de configurația geometrică — aci termenii suplimentari în raport cu (9) 
depind in mod esenţial de sarcina pe Fy. 

Limitindu-ne la cazul discului supus la presiune uniformă de inten- 
sitate — Po din (14.52) urmează hj = — H,p, ceilalți coeficienţi fiind 
nuli. Considerind aceeaşi problemă și pentru coroana circulară eu RA, — 0, 
obţinem din (9) si (21): 


| pentru dise: Sa (0, 0) = —25,, 5(0,0) — 0, (22) 
pentru coroană : So (0, 0) = — 2 po, S(0, 0) = —2p,co*, ^ 
sau încă 

| pentru disc : 01 = — for On = —Po: Gu = Ù, 

| pentru coroană : cu = — Pe (1 — cos2y), (23) 


Ga = — Po (1 + cos 2x), c, = Po sin 2y. 


Prin urmare, nu numai repartiția locală de tensiuni este cu totul 
diferită, ci si condiţiile de rezistenţă se deosebesc calitativ. Anume, 
intrucit în cazul discului avem S — 0, din (6.28) sau (6.29) rezultă cá, 
pentru presiuni oricît de mari, corpul rămîne în starea elastică. Dimpo- 
trivă, o fisură centrală oricît de mică obligă la considerarea condiţiei 
ce rezultă din (14.58) pentru p, = 0, E, — 0. Tinind seama de (14.59), 
deducem că trebuie să avem 2p, < 1,16 c, ceea ce limitează presiunea, 
externă compatibilă cu starea de deformare elastică, 

Pentru deplasări, introducind (5) în (7.12) căpătăm in origine 


E 


24U(0, 0) = x (0) — $ (0) — 0. (24) 
Pe de altá parte, introducind (11) in (7.12), deducem 


?uU|, = Y) [xe R} o" — nā, o-*** — b, Rio"), (25) 


T= 0 


astfel cá în expresia lim U|, (pentru A, —> 0) intervin valorile lim a, E; 
și lim b,k*. Toate aceste limite sînt nule pentru termenii polari, astfel 
că deplasările nu se modifică în urma apariției unei fisuri punctuale centrale. 

Caracterul local al fenomenului este evident : termenii suplimentari 
din (21) sînt termeni polari, cu atit mai importanti, cu cit |3| este mai 
mie. (Vezi si $ 5.15, pag. 247 —248 si 259; $5.20, pag. 312 si 326.) 

Acest exemplu arată importanța proprietății de olomorfie : simplul 
fapt că coeficienții termenilor polari pot fi făcuți oricit de mici vrem, 
încă nu garantează împotriva apariției de tensiuni locale considerabile 
în vecinătatea unor fisuri, fie ele chiar microscopice. 
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d) Plan cu un orificiu circular 
Rafionind ca şi pentru cazul discului, vom lua acum Z = 2;, 
iar funcţiile lui Kolosov si Mushelisvili vor avea forma din (10.32). Renun- 
find la indicele "1" relativ la mărimile de pe ,, vom păstra numai 
notația E,. Prin urmare, avem mai intii 
d = b, = 0, n = 0,2,3, sru (26) 
iar ecuațiile (14.22) —(14.25), tinind seama şi de (10.36), devin 
hy — [la — 1)/(x + 1)] (X™/27)ln R, + €; = 0, 
2a, Ri + b, = h Ru 


o (27) 
b_a = [h, + X [2x (x 4+ 1)] E, 
— (n — 2) à nse Rp? + ba Ri” =h, n> 3, 
gi încă, înlocuind in (14.25) pe n prin — n (pentru n > 1): 
Al Ri! — b, R, = h.a, 
(28) 


Aia HU = Any n2. 


Întrucît 2 nu este mărginit, torsorul forțelor superficiale nu este 
cu necesitate nul (vezi (14.4), (14.14)). În schimb, coeficienţii a,, b, se 
pot determina numai cunoscind valorile la infinit ale tensiunii (vezi 
(10.33), (10.35)). Prima relaţie (27) este evident superfluá. Mai departe, 
obținem pe rind (constantele aj, b; şi b; fiind date in (10.35)) 


a —0; a=a; 8;—0, n>2: 
(29) 
aa = ho Rp — (bi — ibi) Ri; a-n = hn Ri, n>2; 
şi încă 
b =0; b, =b ib; b,—0, n>2; 
bı = h, R,—9a; Bj; ba = [h, + X"[2x (x + 1)] Rt; 
(30) 


bs = [hg + ho — (b; — ibi) R] Ri; 


ba = (Ñ, + (5 — 2) hma] Rt, nA. 
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Introducind aceste valori in (10.32), avem deci 


g(a) = — [X" [P (x + 1)]Ing + aia — (bi — ibt) (RE 3) + Yi hs GR la", 


V (3) - [xX"' [2 (x + 1)] Ing + (b -+ ib?) a — 2a! R, (Rila) + (31) 
+ [X" P( -F 1)] (Rila) =z (bi = ibi) fü ( f, fa)? + fa (R./3) d 


+E Chat (n — 2) hansa] (Rih). 
H=] 
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Vom examina aei unele eazuri simple de solieitare a unor domenii 
mărginite de o singură frontierá circulară, cazuri usor de studiat prin 
metoda seriilor. 


a) Disc supus la presiune uniformă pe frontieră 


Acesta este un caz particular al problemei lui Lamé. În notatiile din 8 14, avem fiy) = 
= — pexp (ix) pe Fo de unde A, = — Rap, ceilalți coeficienți fiind nuli, Din (15.4) urmează 
— ca şi în (11.21) — 


1 
pa) = — zh v - 0, (1) 


asticl cá formulele (7.8), (7.12) dau imediat 
€, = y = — D, Ga — 0, u, + iu = — [(X — 134g] p (r, + ity) (2) 


Pentru p — 0, presiunea este inlocuità eu o întindere uniformă, 


b) Discul lui Hertz 


Fie cá în două punete oarecare de pe frontiera unui dise acționează 
două forțe concentrate. Alegind drept axă Os, bisectoarea unghiului la 
centru definit de cele două puncte, rezultă că forțele trebuie să fie egale, 
opuse, si paralele cu Osx, Funcţia f(s) de considerat aci nu este integra- 
bilă. Pentru à determina A(s), vom privi forţa aplicată in a, drept caz- 
limită al unei sarcini de moment nul fatá de 3, repartizate pe o porţiune 
mică a frontierei, si in așa fel încît rezultanta acestei sarcini să rămină 
constantă cind facem ea lungimea arcului-frontieră solicitat să tindă 
la zero, 
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În acest caz, funcţia h(s) = i f(e) ds de- 


(i) 
finită în (11.6) poate fi privită ca fiind constantă 
pe porțiunile libere ale frontierei, si discontinuă 
in 4, ğa, saltul ei fiind dat de intensitatea sarcinii 
concentrate. Obtinem astfel 


0 pentru O0 «c y-— Xo; 
h(x) =; P pentru xp <y < 2r— yay (3) 
LO pentru 2r— y,-— y « 2r. 





OBSERVAȚIA I Modul de a raționa de mai sus 


este identice cu ce! folosit pentru  iniroducerea funcţiei 8 (a P) 
a lul Dirac. (Vezi $ A.2, pag. 689) Sarcina nu numai 
că nu posedă aci proprietățile de regularitate pretinse in Fig. 6.16.1 


$ 14, pag. 137 si 144, dar nici măcar nu este reprerentabilă 

printr-o funcție, ci numai printr-o distribuție. Raționamentul ce urmează poate fi 
transcris — totuşi fără simplificări esențiale — cu ajutorul funcţiei ô şi al funcţiei 
lui Heaviside. Acestea sint larg utilizate în problema — mai complicală — a coroanei 
circulare supuse acţiunii unor sarcini concentrate (vezi M. Narodeţki [1]; L Ustinov [1]; 
D. Vainberg [1]). 


Íntrucit rezultanta X"' este evident nulă, deducem din (14.8) 


h (3) = X h, exp (in y), (4) 
unde 
h — | CPfz) (8 — Xto) pentru » — 0, (5) 
"(i Pan) [exp (nyx) — exp( —ing,)] pentrun + 0. 


Introdueind (5) in (15.8), obţinem mai întâi 


9 (3) = | 
mi n 


iP | & explinăo) — exp(—imzy [ a Y" 
feriri eiie y. 


1 N A 
m [exp (ixo) — exp(— itol l, 
(6) 


= — [exp (i (n 4-2) x9) — 


ST n-l 


Wa- y [ere Gne expt ing) 


exp Cic 23391 C E 
ü 
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unde evident avem ]|3/E,| <1 în Ø. Întrucit pentru | r| — 1 avem 


In (1 — 2) = — y na”, (1— g) = y e'i (T) 


Nael H=] 


putem scrie pe rind 





o «peer _ -mfi _ vesta) | - —1n & —, (8) 

nai "b E, n do | 

Y, [exp i(n + axa) = exp (2ìi%o) Y; pepe. a 

mel Ro "nel RH, 

= exp ex || 2i s D = 1j ——^ . exp(2iyj, (9) 
l Ro o— 


astfel că (6) devine 


i P — — P 
p (a) = T e | 4 AER 
2r | 80—53 2R, HE, T (10) 
a - 1 e 
b (3) = ze |" do 78 + = — Ët Pein, 
2m bei fo bà * n 
Componentele tensiunii şi deplasării se calculează ușor — după 
care se poate constata că soluţia satisface efectiv condiţiile la limită 
considerate. | 
Cazul mai multor forțe concentrate va fi expus în $ 22, exemplul b. 


c) Plan cu un orificiu circular solicitat de o presiune uniformă 


Acesta este de asemenea un caz particular al problemei lui Lame. 
Din (14.50) avem f = p exp (iy), şi deci din (11.8) urmează (abstracție 
făcînd de o constantă) 


a x 
h(y)  —il f(s)ds = — ip R| exp (ix) dy = — pR, exp (ix). (11) 
= "ü 


Comparind (11) eu (14.8), deducem 
X" —0, h,—-—pR, h,—0 pentru n4 1. (12) 


Presupunind tensiunile nule la infinit, obținem acum din (15.29)— 
(15.31) : 


p(3)=0, 9()—5 —pEis (13) 
După cum se vede, soluția este de natură cu totul diferită de cea din (1). 
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d) Forlü concentrată aplicată în origine 


Să considerăm problema planului cu un orificiu circular de fron- 
tieră |a| = R,, solicitat de o sarcină f(s) = f = const. (A nu se confunda 
cu presiunea normală constantă !) Din (11.8) avem deci 


hend J fdgm —if Baa, (14) 
iar din (10.16) urmeazá 
X" = $ fds = 2rfR,, (15) 
și deci ii 
0) = X"|2xR,, Alx) = — (X™/27)ix. (16) 


Prin comparație eu (14.8) deducem cá toţi coeficienții h, sint nuli. 
Dacă tensiunile sînt nule la infinit, deducem din (15.31) 


xin „XI xu R? 
Ing, $(8)— ———— mn; +- =. (17 
2r(x + 1) à v9) 2nx(x + 1) 8T 2nx(x + 1) 32 en 


Tinind seama de (8.12), obținem pe orice curbă închisă care contine 
în interior cercul |3| = R,, independent de raza acestuia : 


R=- X”, Jf, =0, (18) 
așadar un sistem de tensiuni ce echilibrează o forţă X™ aplicată in origine. 


Pentru E, — 0, cápátám deci de aci soluţia problemei planului elastic 
solicitat de o forţă concentrată X'' aplicată in origine. 





Soluţia (17) pentru Ry — 0 coincide cu (10.44), în afară de vecinătatea imediată a fron- 
lierei || = Rp unde al doilea termen din ((5) dat de (17) nu este neglijabil, Întrucit acesta 
corespunde însă unei sarcini auto-echilibrate, urmează că ambele soluţii corespund acţiunii 
aceleiași forțe concentrate X, Cele două soluţii sint distincte, si totuşi 1n egală măsură 
indreptățite : amindouă își pierd sensul pentru |ġ| — 0, și coincid pentru R,/|3| neglijabil, 


e) Moment concentrat aplicat în origine 


Să considerăm frontiera circulară |4| = E, solicitată de o sarcină 
tangențială de intensitate constantă, aşadar avind forma f = ic (e — 
constantă reală). Din (11.8) avem deci — abstracţie făcind de o constantă 
neglijabilă — 

* 


xz 
h(x) = -4i JR, dy = eii exp(ix)dy = — ie? exp (ix) (19) 
ü Li 
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astfel că, comparind eu (14.8), deducem 


XU — 0, h = — iR}, h, = 0 pentru n= 1. (20) 


Presupunind că tensiunile la infinit sint nule, din (15.31) căpătăm : 


pla) — 0, pha) = ieEiy ^, yl) = icki In 3. (21) 
Tinind seama de (8.12), obţinem pe orice curbă închisă care contine 

in interior cercul |a| = R, independent de raza acestuia : 
R — 0, M, = — 2xcRj, (22) 


astfel că (21) corespunde unui sistem de tensiuni ce echilibrează un cuplu 
de moment 2reR? aplicat in origine. Notind cu M'Y momentul acestui 
din urmă cuplu, egal cu — Ma, obţinem e = M'/Zx Hi, astfel că (21) 
se reduce la (10.45): 


(a) =0, Wa) = (Mara. (25) 


OnsEnvaTiA 2. În aceste două exemple, soluția problemei pentru sarcini concentrate 
rezultă deplin determinată (compară cu $ 8, pct. €), datorită faptului că a fost ales un anurmit 
mod de trecere la limită. Dar se poate alege cu totul altă structură a sarcinilor decit cea din 
(14), respectiv (19), păstrind totuşi intacte relația (15) si prima relație (20); se va ajunge 
atunci la cu totul alte funcţii (3), (3). Tinind seama de (15,31) in (7.19), se vede cà ter- 
menii ce corespund coeficientilor Ah, tind spre zero odată eu Hjll$]: toste aceste soluții posi- 
bile sint. deci distincte, dar deosebirea între ele scade odaià cu creşterea distanței la punctul 
singular. 


Determinarea efectului unei sarcini concentrate se poate preciza şi daci dispunem de infor- 
malii asupra comportării corpului la oarecare distanţă de punctul singular (de ex., dacă eunoas- 
tem vectorul tensiune pe un cerc cu centrul în acest punct). Aceasta revine la a se adopta 


o schemă mai exactă a fenomenului, decit cea redusă la simpla informatie privitoare la punctul 
singular. 


Pentru chestiunea sarcinilor concentrate, vezi şi L. Miine-Thomson [21], 8$ 4.11; 
N. Mushelişvili [5]. $8 43 şi 57. 


f) Plan cu un orificiu circular liber. Concentrarea tensiunilor 


În cazul de față avem h(x) = 0, X” = h, = 0, şi starea elastică 
depinde de repartiţia tensiunilor la infinit. Formulele (15.31) se reduc la 


pla) = ag — (by — ibi) Bia (24) 


pa) = (bi + ibi)5 — 2a, Rig! — (b; — ibi) Rip”. 
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Pentru o întindere la infinit după direcţia Oz, (oñ = P, coh = 
= gi = 0) obţinem (compară şi cu (22.39)) 


1 1 x ud ! i EEEF zi 
e - y Aie Ri = BG Bia — RS. (20) 
În cazul unei întinderi la infinit după direcţia Os, se găseşte 
1 1 a-i 1 2-1 "zm 
e = Pai Bi VO gy Paa Ri R (20) 
În fine, în cazul unei tensiuni de alunecare T la infinit, avem 
qe(a) = iT Ria, pha) =iT (t+ is). (21) 


În particular, pentru P, = P, = P, obţinem prin suprapunere din 
(25) şi (26) soluţia pentru întindere uniformă la infinit 


E i 4 
eG) = Pi w()—- PR”, (28) 
iar dacă P, = — P, = P, atunci căpătăm 
se) = PE", pa) = —P(3 Riy’). (29) 


Formulele (27) şi (29) trebuie să descrie aceeaşi stare (alunecare pură la infinit) in axe 
rotite unele față de celelalte de 45" (vezi $ 9.4, pag. 81). Aceasta se verifică cu ajutorul 
formulelor (8.10) si (9.24), care devin 

à [exp (ix/4)à', 9G) = [exp inmid] a (31), 9$) = lexp (— ind] 945. (30) 

Din (27) obţinem mai intii 


NEUEM Ri 
q,G')-iT ER si ame 
[exp (— i x/4)]3 

(31) 
p 
ju!) —iT[exp(— iz/4)3 + m-— 
[exp ( — 3i rj 4)] 3? 


de unde soluția, care coincide cu (29) pentru P = — T: 
[expüz4)] e) = — TR 7), lepinji] ph GH= T(G — Rfa 9. — (32) 
Formulele (24)—(32) rezolvă problema concentrării de tensiuni 


în vecinătatea unui orificiu circular liber, într-un corp de dimensiuni 
suficient de mari faţă de cele ale orificiului. 
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Limitindu-ne pentru exemplificare la cazul planului cu un orificiu circular liber, supus 
la infinit la o întindere oj; = P, > 0, să determinăm mărimea | 5], ale cărei valori maxime 
caracterizează punctele cele mai solicitate. 


Vom atribui în general un indice (i) (stare inițială) soluţiei corespunzătoare corpului fără 
orificiu, supus aceleiași sarcini, şi un indice (p) termenilor perturbalori datorati prezenţei ori- 
ficiului ; soluția problemei cercetate, aşadar suma termenilor {i} și (p), se va serie fárá vre-un 
indice suplimentar. 


În cazul planului fără orificiu, din (10.32) urmează (intrucit funcţiile lui Kolosov si Mus- 
helişvili sint acum olomorfe inclusiv în origine) cá avem g'(3) = ag, (3) = bi}. unde, 
tinind seama de (10.35), (10.36), trebuie să punem d, = P,/4, b, = — P/2. 

Funcțiile lui Kolosov si Mushelisvili se scriu deci 


TERRE, ray um lu * 
p EEUU Pi wv) = Pi» (33) 


iar criteriul de plasticitate (7.28) conduce la valoarea constantă 
| $9 = P. (34) 


Pe de altă parle, introducind (25) în (7.28), obtinem 


[Sj = P, — +21) — 3CRTISS] (RERI: (35) 


Se poate demonstra că punctele cele mai solicitate sint situate pe ££. De altfel, din for- 
mula (35) se vede că pe măsură ce |3| creşte, | S| tinde către valoarea sa din planul solicitat 
la infinit, fără orificiu. Termenul perturbator scade proporțional cu pătratul raportului Fil. 
Toate acestea subliniază caracterul local al fenomenului, care e din nou un fenomen de con- 
centrare a tensiunilor. 


Să determinăm maximul funcției (35) în puncte à = R,exp(iy) Obţinem mai intti 

|S le, = P, |l — exp(— 2153) + exp (— Ai) =| P] — 2e082 xl. (36) 

Maximul acestei funcții este atins pentru y = + z/2, așadar în punctele 3 = + iKi. 

Punctele de maximă solicitare sint deci situate la capetele acelui diametru al frontierei orifi- 
ciului, care este perpendicular pe direcția sarcinii la infinit. În aceste puncte avem 


ceca ce reprezintă o valoare de trei ori mai mare decit cea din (34). 


Tinind încă seama în (7.27) de expresiile (33) şi (25), obţinem pentru componenta normală 
a tensiunii pe direcţia de acțiune a sarcinii la infinit 


3 T i 
sii = P, Gu= P; al e Gg) — Ri (3199) + arta | (38) 
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Calculind valoarea a în lungul axei Ox, (care trece prin punctele de maximă solici- 
tare), căpătăm în diferite puncte valorile din tabel: 


ium | 10 | 15 |20 |320 
aP, | 3 | 1,52 | 1,22 | 1,07 


Faptul că datorită prezenței orificiului atit | $| cit şi o, cresc tot de trei ori în 
3 = 4+ iR nu este aci întimplător; pe ££, în aceste puncte avem Op = Gy = 0. În general 
insă, coeficientul de concentrare rezultă diferit, după cum se calculează tensiunea normală 
maximă (importantă in special la corpurile casante), sau valoarea | S| (al cărei maxim 
ne interesează mai ales in cazul unui corp elasto-plastic). (Compară de ex. cu $ 14, 
pag. 445 — 446, Vezi şi mai departe $ 8.6, pag. 587.) 


$17. PROBLEMA LUI NEUMANN PENTRU COROANA 
CIRCULARĂ. METODA INTEGRALELOR DE TIP CAUCHY 
(METODA LUI MILNE-THOMSON) 


După cum am văzut în studiul problemei anti-plane, utilizarea 
integralelor de tip Cauchy este adesea susceptibilă de a simplifica conside- 
rabil calculele. Vom expune aci soluția dată de L. Milne-Thomson [2], 
$ 5.5 (vezi şi Corrigenda), pentru domeniul Z mărginit de două cercuri 
concentrice Fy Fu 


a) Domeniu cu frontieră circulară 


Să considerăm deocamdată domeniul (mărginit sau nu) ce are drept 
frontieră cercul 7. Trecerea la coordonate polare se efectuează cu aju- 
torul formulelor (9.16), (9.20), unde unghiul 9 coincide cu y, iar compo- 


nentele tensiunii se notează acum cu RR, f, XX (vezi $ 4.1, pag. 121). 
Scăzind termen cu termen relaţiile menţionate, avem mai intii 
ARÈ — i Ry) = S, — S exp (2iy). (1) 

Trecind la cantități complex conjugate, tinind seama de (7.7), 


(7.8) şi de faptul că pe orice cere avem exp (2iy) = 3/3, vom serie (1) 
sub forma 


me an 


RR + ify = Ola) + DG) — 80 6) — (3/3) Pa). (2) 
Să introducem notația 


PF) = F(3). (3) 
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Aceasta înseamnă că, dacă JP(3)-— X Fr, atunci F(a) = E F, 
Din (3) urmează evident si F(3) = F(3). Cu aceasta, (2) va lua forma 


RE + i Rx = 0(3) + (3) —39'() — (3/3) Y(). (4) 


Să asociem acum punctului 3, punctul Z = Rij = (R/E) exp (iy), 
simetric lui faţă de cercul 2, (compară cu $ A.11, pag. 781, unde k= D. 
În mod evident, dacă 8e Zj, atunci Ze Zy si reciproc; iar dacă 
>te Za, atunei avem gi 2-9 

Să considerăm acum funcția ce se obţine din membrul al doilea al 
relației (4), dacă inlocuim pe 3 prin Z (lăsînd însă pe 3 intact), si dacă 
egalăm această expresie cu zero. După această operație strict formală, 
căpătăm mai intii 


DZ) + lz) — 3 6'(3) — (3/Z) Y (3) = 0, (5) 
ceea ce se va scrie sub forma 
Q(Z) = — (3) + à 9'(3) + (RE) Y (3) 


| 5e Zi, Z= Khe 2,, 
pentru (6) 
| 3e 2, = Hes. 


Această relație defineşte funcția O (iniţial dată numai în Zj sau in 
Zi) în tot planul cu o táieturá în lungul cercului z,. 

Să amintim acum că din (10.22) si (10.32) urmează că funcţiile 
Q(3), F(a) sint olomorfe în domeniul (mărginit sau nu) ocupat de corpul 
elastic, exceptind cel mult poli de ordin zero la infinit. 

Prin urmare, dacă acest domeniu este cercul Zi, relația (6) arată că 
D(Z) este olomorfà pentru Z e £, , cu excepția punctului de la infinit, unde 
ea are eventual un pol de ordin zero (provenit din termenul — W(3). Dim- 
potrivă, dacă corpul ocupă domeniul 24, atunci funcţiile (3) si (3) au 
forma unor dezvoltări în serii după puterile negative ale lui 3 hp 
dupä puterile pozitive ale lui Z), si funcţia O(Z) este olomorfá in Zi 
cu excepția originii, unde ea poate avea un pol de ordin cel mult 2. 

Să scădem acum termen cu termen relațiile (2) gi (D), ceea ce dă 


RE + BR = 0() — (Z) —3G7'— 2-1) FẸ). (7) 


Luind aci 4 — te Fp, avem totodată şi Z — t, si deci 


RH-FiRy|e — 0,0) = 00 . (8) 


(dacă, de ex., domeniul ocupat de corp este 24). 


Prin urmare, funcția (3) trebuie determinată din condiţia ca ea 
să fie olomorfá pe porțiuni in tot planul (exceptind eventual origina si 
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punctul de la infinit), iar la traversarea lui Z, valoarea saltului să fie 
egală în fiecare punct cu tensiunea complexă. (Se vede că porțiunile 
libere ale frontierei sint porțiuni prin care funcția se prelungeşte prin 
continuitate din Zi în 2; ; compară eu 8 A.11, pag. 782.) 

Or, din prima formulă (A.11.9) rezultă că funcţia O, olomorfá pe 
porțiuni in tot planul, nulă la infinit, şi care verifică relația (8), este 
chiar integrala de tip Cauchy (A.11.1) : 


1 RR + if) 
$() = Y ME TINY a (9) 
2rl Je, t—3 


Prin urmare, soluția problemei considerate si care posedă singulari- 
tățile menționate, este funcția 


— a 

1 i 

$() = ai $ ZET ai 4d abu RAbay* 10) 
2i e, t — f] 

unde Ag = A, (vezi (10.36)); dacă corpul elastic ocupă domeniul Jg, 

atunci avem și 4. , = A , = 0. Menţionăm că sensul de integrare este 


întotdeauna cel direct; în cazul domeniului 2, trebuie schimbat sensul 
normalei. 


După ce funcţia (3) a fost găsită, din relaţia (6) obţinem. 
F(a) = (2/32) [CR5/3) + (3) — 30'(3)]- (11) 


Desigur, funcţia (3) are expresii analitice diferite in Jý 8i Jg, 
fapt care trebuie ţinut în seamă cind se utilizează formula (11). 

De asemenea, se vede ușor că dacă înlocuim Z prin 3, va trebui 
să înlocuim şi à = RZ/Z prin Ril, şi atunci formula (6) va deveni 


D(a) = — OREJA) + (BaD (Rof5). + (Rèl) Y (Ra). (12) 


b) Problema coroanei cireulare 


Să facem uz acum de formulele (11) si (12) atit relativ la cercul 
frontieră exterior Z^, cit si la cel interior Z, al coroanei considerate Z. 
Din (12) obținem 


Dla) = — (R5/3) + (REDIR) + (23/39) FIR), pentru Rije 2, 
(13) 
Dla) = — (Rt) + (RIORES) + (tla?) WURt[o), pentru Rig e Z, 


unde am scos în evidență faptul că argumentul funcțiilor din membrul 
al doilea trebuie să fie situat in domeniul în care aceste funcţii sint olo- 
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morte. De aci rezultă cá prima relaţie (13) este valabilă pentru (R/R) > 
> E > Ry, iar cea de-a doua este valabilă pentru Ki > R> (FEIR). 
ce priveşte relaţia (11), ea capătă formele 


Y(3) = (Rila?) COREA) + Dl) — 40'(3)] pentru 3e 2, 
: (14) 
Y(3) = (Ria) [6(R1/3) + (3) — 30'(3)] pentru 4e 2, 


simultan valabile in coroana Z. De aei rezultă identitatea lui Milne- 
Thomson 


(Ri — Ri) [Dla — 40'()] = Ri (R;/4) — R5 9(R5/3) pentru 4e Z. (15) 


Fie acum date valorile la limită ale tensiunii complexe RE + iÉ% 
pe F, şi Z, Condiţia la limită a problemei se va scrie (vezi (8)) : 


Dalt)—O (t) = RR -FiRy pe Zy, p 


$e(i)—O$, (t) = RR iR% pe 7,, 


unde am atribuit indicii 0, Z şi oo valorilor la limită dinspre Z+ (care 
conține originea), dinspre £7, respectiv dinspre 2; (a cărui frontieră 
conține punctul de la infinit). 

Să construim funcția (3) definită pe porţiuni precum urmează : 


Paa) = .A(3) pentru 4€ Jy, (17) 
Da (3) = En d E mari dt + .A(4). pentru 43€ Z, (18) 
2ni pp t—g 
| 1( RR+iR. 1( RRAiRk, 
D (a) = — b tr pat + A() 
2yil / +, t — à 27i | F, t — à 


pentru 43€ Z;, (19) 


unde in integranzi apar tensiunile exterioare aplicate pe frontieră, iar A (4) 
este continuă în coroana de raze R:/R, şi R:/Ro. Dat fiind cá integralele 
de pe 2, (respectiv 2,) sint continue la traversarea curbei 2, (respectiv 
24), urmează că funcția definită in (17) —(19) verifică condiţiile (16). În 
ce priveşte funcţia A(3) ea trebuie determinată cu ajutorul identităţii 
(15). Întrucît pentru 3€ Z avem fie Zi si Rijye Zg, urmează că în 
primul membru din (15) trebuie să utilizăm formula (18), iar în cel de-al 
doilea, formulele (19) si (17). 
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c) Exemplu. Problema lui Lamé 


Ne mărginim la a exemplifica această tehnică pe o problemă deja cercetată (vezi 8$ 14, 
pag. 445). Prin ipoteză avem 


a, m — c 
RÀ eR Pe ne (20) 
| Pi pe 2^. 
Tinind seama si de (A.10.14), obtinem din (17)—(19) expresiile 
o (2 = A) pentru 3 & Bg, (21) 
Q3(3)- — pg + AG) pentru je , (22) 
0, (3) = — Po + Pi + AQ) pentru jE Ji. (23) 


Introducind aceste expresii In identitatea (15), căpătăm 


1 1 ^ 
A(3) = A, = PLE Rip, — P)/CRS — RT, (24) 


astfel că din (22) urmează 
| 1 
Dà) = UNP. — RPR — RI), àe D. (25) 


Pentru a găsi pe V'(3), putem face uz de oricare din relaţiile (14), de pildă de prima. Fen- 
tru aceasta, din (21) deducem mai Intti 


DG) = Aa, jE Jy. (26) 
Introducind acum (22) si (24)—(26) 1n (14), cápátàm 


1 , 
V): — P1 [RIRI (Po — PONES — RDI 2, àe 2. (27) 


Comparind (25) şi (27) cu (14.57), constatăm că rezultatele coincid. 


d) Concluzii 


Metoda integralelor de tip Cauchy isi manifestă superioritatea atunci 
cînd dezvoltarea in serie Fourier a datelor la limită contine multi, eventual 
o infinitate de termeni. Totuşi, determinarea funcției A(3) obligă intotdea- 
una la scrierea primilor termeni din aceste dezvoltări. Mai mult chiar : 
dacă sarcina prezintă singularitáti in Z, pot apare cazuri în care funcţia 
A(3) să trebuiască aleasă sub forma unei serii Laurent —şi atunci avantajele 
metodei integralelor de tip Cauchy sînt în fapt reduse la zero. (Un astfel 
de exemplu este prezentat de T. Mitchell gi W. Warren [1].) 


În legătură cu această metodă, vezi încă V. Buchwald |1), [2], si V. Buchwald si 
G. Davies [1]. 
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$18. TRANSFORMAREA RELAȚIILOR ELASTICITATII PLANE 
PRIN INTERMEDIUL REPREZENTĂRII CONFORME 


Studiul problemelor din $8 14 —17 prezintă în sine un interes relativ 
redus. Importanţa sa deosebită stă încă în faptul că el permite rezolvarea 
acelorași probleme pentru orice domenii ce pot fi reprezentate conform pe 
o coroană circularà (sau pe un dise) Cazul domeniilor mărginite de o 
singură curbă este eel mai simplu ; in schimb, dificultăţile devin considera- 
bile pentru domenii de ordin de conexiune superior lui 2. 

Ca Și în cazul problemei anti-plane (vezi $$ 5.17 si 5.21), începem prin 
a transerie în coordonate naturale relaţiile necesare. Fie deci 


3 = e(t) (1) 
funetia ce reprezintă conform discul unitate, o coroană circulară, sau 
discul unitate cu un număr de orificii circulare din planul C, — pe domeniul 
considerat Z din planul 3. Inversa acestei funcţii este 


= « (3). (2) 

Ca și în (A.7.4), vom serie 
Piala) = (E), vu) = WE), (3) 
vu) = e(D/e'(O, Pala = v(O/et(o. (4) 


Folosind notatiile (7.7) avem deci in planul ¥ relaţiile 
Ola) e C) m e to'ti), Yay (2) = T(t) m PE Eh (5) 


diferite de cele analoge din planul 4. 
Formulele fundamentale (7.8) şi (7.12) devin acum 


Sa = 4Re[g'(0/o'(0)], S —2 ([e(2)/o'(2)] DO + q(O/e'(0), 
2uU = xe(£)— [e(C0)/e'(2)] e E — q(C). 


Evident, acestea sint componente în coordonate carteziene, iranserise 
cu ajutorul funcțiilor lui Kolosov gi Musheligvili exprimate în coordonate 
naturale. Pentru a obţine deplasările şi tensiunile în coordonate naturale, 
este suficient să facem uz de formulele (A.7.7), (A.7.8) și (9.21) —(9.24). 


(6) 


Dacă funcţia (2) poate fi scrisă explicit, din (6) obţinem efectiv componentele tensiunii 
şi deplasării în planul $. În caz contrar, relațiile (6) si (1) dau soluția problemei sub formă 
parametrică. Cu aceasta, problema este redusă la cea a determinării funcţiilor e (0) W) 
din condiţiile (11.1) sau (11.7), transcrise în coordonate naturale, 

Desigur, datele la limită trebuie şi ele convenabil transcrise in prealabil. Astfel de 
exemplu, vom avea 


Ta (5) = gu; C; 1) = gu [e o, e(Q] lg = gt. Our , (7) 


$18 METODA REPREZENTARII CONFORME 465 


şi a relație analogă pentra Aj,(s) Dacă £7 e reprezentabil conform pe un dise, frontiera J7 
este desigur y, iar funcţia g([, C) |y se poate serie g(a). 
Întrucit In cazul problemei lui Neumann este dată numai funcţia f(5), va trebui fie 


sà scriem mai intii pe A(s) și apoi să rationám ca în (7), fie să explicităm f ta Ü |y $i apoi să 
integrăm in raport cu ds, ținind seama de (A.7.14) si de valoarea la limită din (1). (Dacă A 
este dublu conex, este uşor de găsit relația care înlocuieşte pe (A.7.14).) 


În felul acesta, obţinem pentru problema lui Dirichlet 
xoll — [e(9/o(2)] PO — O= 2u g(C, D) pe JJ, (8) 
respectiv pentru problema lui Neumann 
P+ LLE] e'(C) + 9(0) = à(0, 0) + const. pe I. (9) 
Ambele eonditii la limită pot fi grupate sub forma 
H (C) + [9(2)/'(0)] p E) = H(X, C) pe JI, (10) 
unde va trebui să luăm 


pentru problema lui Dirichlet : H = — x, H(X, C) = 2u g(%, Opel, (11) 
pentru problema lui Neumann: H = 1, H(5, C) — MY, 7) + const pe J. 


Să ne limităm acum la cazul unui domeniu mărginit și dublu cones 
reprezentabil conform pe o coroană. Părțile olomorfe ce intră în structura 
funcţiilor o, y vor fi căutate sub forma ?) 


ed) = Y «€ «0- Y e (2) 
Întrucît in acest caz avem și 
olt) = Y et, (13) 


şi întrucît co'([)=£0 atit în coroană cît si pe frontiera ei (in cadrul ipotezei 
admise în (A.6.5), aşadar cu siguranță pentru frontiere 2 de clasă C*), 
este evident că valorile la limită ale expresiei e(Z)/o'(C) pe cercurile fron- 
tierá Jo Jl, unde avem desigur 





Cla = pev. Xin pie, (14) 

pot fi puse sub forma unor dezvoltări în serii după puterile lui c = exp(i0). 
Procedind în acelasi mod cu valorile la limită ale funcţiilor (12) si 
dezvoltind și datele la limită H,(£, 5) (modificate aşa cum rezultă din (11.3) 





7) Subliniem că pentru coeficienţii funcţiilor Pul) duo) si a, $7) păstrăm 
aceleaşi notații üa; b, ca in (14)-(15)—deşi pentru cei ai funcțiilor transformate în planul 
C ar fi poate mai potrivită notația Xss B, Sau Pas Va 
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sau (11.11)) pe „7 în serii Fourier, sintem conduşi la un proces de identifi- 
care a coeficienţilor, asemănător celui din $ 14. Prezenţa produsului a două 
serii ([o(0)/o'(2)] 9 (C) face însă ca coeficienții fiecărei puteri c" să con- 
ţină in general o infinitate de coeficienți a,. Astfel, în locul unui şir de sis- 
teme separate de ecuații cu un număr finit de necunoscute fiecare (de ex. 
cite două în cazul coroanei circulare), obținem un sistem infinit de ecuaţii 
algebrice liniare cu o infinitate de necunoscute (vezi de exemplu I. Sokol- 
nikoff [2], $ 76). 








Există cazuri în care acest sistem se descompune într-un şir de sisteme finite. Aga se petrec 


lucrurile dacă raportul c(0) Icy (0) pe J este un polinom in c, sau dacă ot) este un polinom 
sau chiar o functie rațională. În toate aceste cazuri, raportul în chestiune se scrie ca un cit de 
polinoame P,(5)/P„(6). Inmultind ambii membri din (10) cu P,(c), obţinem pentru fiecare ter- 
men in c", un coeficient in care intervin numai un număr finit de coeficienti a. b Uneori 
insă ecuaţiile astfel obţinute nu permit determinarea univocă a soluţiei, şi condiţii suplimentare 
(de pildă, condiţia de convergenţă a seriilor Taylor sau Laurent corespunzătoare) duc în ultimă 
instanţă din nou la necesitatea de a considera totusi sisteme infinite de ecuaţii. (Vezi cele 
două exemple din $ 19, distincte din acest punct de vedere.) 

Problema domeniilor simplu conexe reprezentabile conform prin funciii polinomiale va 
fi examinată amănunțit — pe altă cale — in $ 21. 

Dacă « (C) nu este rațională, atunci fie se poate face uz de o reprezentare conformă 
aproximativă corespunzător aleasă (vezi finele $ A.6), fie sistemul infinit de ecuaţii la care 
se ajunge trebuie studiat ca atare, 

Desigur, nu toate constantele a,, b, pot si trebuie să fie determinate. Tinind seama de 
(9.4), rezultă de pildă că in cazul problemei lui Neumann putem adăuga funcţiilor (0), WY), 
o funcţie de forma iGo) + y, respectiv y', (y, Y' — constante complexe ; CG—constantă reală), 


Rationamentele din §§ 14 —17 arată că primele două probleme fun- 
damentale se rezolvă relativ elementar pentru discul şi coroana circulară ; 
singurele operaţii de integrare cerute sint cele necesare pentru calcularea 
coeficienţilor Fourier ai datelor la limită. 

Rationamentele din paragraful de fatà arată atunci că, dacă repre- 
zentarea conformă a domeniului Z pe discul unitate sau pe o coroană cir- 
culară este cunoscută, atunci problemele lui Dirichlet şi Neumann se re- 
zolvá aproape tot atit de simplu. Prin urmare, dificultatea nu rezidă în 
rezolvarea problemei plane (sau a ecuaţiei biarmoniee) pentru un domeniu 
dat — ci în găsirea reprezentării conforme a acelui domeniu pe un domeniu 
canonic adecvat (aşadar, în principiu, la rezolvarea ecuaţiei armonice pen- 
tru acelaşi domeniu). 

Metoda lui Holosov- Musheligvili dă deci o soluție completă pentru 
ceea ce ține propriu-zis de teoria elasticilății în aceste probleme. 


Subliniem (vezi $ A.7, pag. 735) că problemele la limită (10) nu au semnificația de pro- 
bleme la limită ale teoriei elasticităţii pentru domeniul circular din planul t. Lucrurile se pe- 
tree deci cu totul altfel decit in problema plană a mecanicii fluidelor, cind reprezentarea con- 
formă conduce tot la o anumită scurgere hidrodinamică in jurul obstacolului transformat. 
Această dificultate suplimentară (legată de caracterul biarmonic al problemei) arată redusa 
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utilitate a considerării in elasticitatea plană a unui analog al liniilor de curent. Dimpotrivă, se 
poate însă folosi analogia dintre starea elastică plană si mişcarea unui fluid viscos (vezi de 
ex. D. Ionescu [1]; C. Stănescu [1]). 


În practică, rezolvarea problemelor fundamentale pentru un domeniu 
dublu conex — și cu atit mai mult pentru un domeniu de ordin mai mare 
de conexiune —se loveşte de dificultăţi considerabile, legate de necesitatea 


construirii efective a funcției de reprezentare. Unele indicaţii in legătură cu 
astfel de probleme vor fi date in $$ 23—25. 


& 19. PROBLEMA LUI NEUMANN. EXEMPLE. 
(METODA REPREZENTĂRII CONFORME) 


Vom considera trei exemple, dintre care două pentru domenii simplu 
conexe, și unul pentru un domeniu dublu conex. 


a) Cardioida 
Sá considerăm funcția de reprezentare (vezi $ A.8, exemplul c) 


à —2a(1-40 99; (1) 
de aci deducem imediat că pe y avem 


o (e)/e'(s) = yr c3)» (2) 


í Dezvoltind datele la limită in serie Fourier gi căutind soluţia sub 
orma 


e(t) = Y a OC, v)-Y5 t, (3) 
H= Rz 
obținem din condiţia la limită (18.9) (vezi si (14.21)) : 
ne " n1 ] "m" à "-2 7] = i 
x a.c — Y 3 *—2)9 a6 tem Y (n — 9) 8 sc T 
hð a0 
e Bu V Mot40, (4) 
fi--—2o n-—u 


unde constanta C, trebuie menţinută, intrucit nu am făcut încă nici o 
presupunere asupra coeficienţilor dj, ba Im a. 
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e = 
n 0: y Faa Fo att = ho + Co, 
4 p be 7 
n=l: t har Ga —h, 
E a 
=ð.: a ia = hy (5) 
n>3: a, = hp 


^ 21:(n42)a,, -(n4-3)a,,, 3-25, —2R ,. 


Din à doua $i a treia relaţie de mai sus cápátám 


ceea ce impune să fie satisfăcută condiția 
Im (h — h,) — 0. (7) 


Întrucît 2 este simplu conex, funcţia A(s) este uniformă, şi momentul 
rezultant poate fi calculat din (11.18). Obtinem deci 
M, = Re h by h, o".2a(l + ode = — 4a x Im (h + ha), 


I yne-u 


astfel că (7) este tocmai condiția de anulare à momentului Ma. 

Luind a, = b, — 0, din prima relație (5) se determină constanta C,— 
inutilă de altfel. Luind şi Im a, = 0, coeficientul a, este dat de (6). A 
treia relaţie (5) dá pe a,, iar din ultimele două obținem succesiv toţi coefi- 
cientil a,, b,. 

Calculele rámin tot atit de simple pentru orice domeniu simplu conex 
pentru care raportul e(e)/e'(c) este un polinom sau un cit de polinoame, 
dacă numărul de termeni din aceste polinoame nu este prea mare. 





b) Coroana eliptică (soluția lui A. Kalandia) 


Funcția de reprezentare de utilizat este (vezi 8 A.8, exemplul b): 
g =c HRAN. (8) 
Ca si pentru starea antiplaná (vezi § 5.18, exemplul d), vom examina 
atit cazul domeniului mărginit de două elipse confocale, cit şi pe cel al discu- 


lui eliptic (cînd, spre deosebire de cazul antiplan, nu există soluție ele- 
mentar). | 
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Pie deci elipsele-frontieră Zy Z, si fie Jp JT, cercurile de raze py si 
o, = 1, care definesc coroana circulară /[ a cărei imagine prin intermediul 
transformării (8) este ZZ. Parametrii e, h, o, sint cunoscuţi din (A. 8.15). 

Pentru simplitate, să presupunem că sarcinile de pe cele douá compo- 
nente ale frontierei au rezultante nule. Funcţiile h(c) sint deci uniforme 
pe ambele cereuri-frontierá, iar 9( 5), V(G) sint olomorie in /7 (vezi (11.10), 
(11.11)) : 


e(0— Y at, O= Y &U. (9) 


Fi == == T= = gj 


Introducind (9) in condiția la limită (18.9), obtinem mai intii 
(1 — ARS [o9 (£) + POl (E 4- he) p (2) — 
= (1 — Aft?) [h (%, C) + const.] pe J. (10) 


Sá facem uz acum de (9), tinind seama că 5 = p,e pe JI, (j —0,1) 
si dezvoltind in serie Fourier pe „T funcția din membrul al doilea din (10), 
pe care o vom nota 8) eu 


H (5, X) = (1 — h) h (6, C) pe. (11) 


Cu aceasta, obținem pe cercul exterior Jy: 


(1 — hpi” o*) Y (a, 63 + b, pj") o^ + 


T = g5 


tipes thp o) Y na,gpp c7 — X Mo 


"s — GA Ti = = 55 


TO — h pi” 0?) Cos (12) 


şi o relaţie similară pe 7, (unde în loc de p, avem p, = 1). 
Identifieind coeficienţii, obţinem din (12) pe cercul Jf, : 


aa po — hà, a pg * — (n — 2) anya po^ — Bh ma, gt 


E b. "m — k baya E E Hi, (13) 
(unde pentru n = 0 şi n = 2 trebuie să adăugăm în membrul al doilea can- 
titátile C,, respectiv — h C, p, ?), si încă o relaţie analogă provenind din 
condiţia pe cercul J7, : 


A — ha, ,—(n—2)à apa Anaa Hda hbn - Hl. (14) 








8) Se fite că această expresie nu trebuie confundată cu funcţia I(E, C) din (18.10). 
Tot asa, parametrul h al funcției (8) nu are nici o legătură cu funcţia h (7, Č). 
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Inmulind relația (13) cu pă și scăzind din ea relația (14), obţinem 
pentru 
n —0: — ħa a(pr*— 1) +2 ā, (go — 1) — La + Co — Cis 
n=1: (a + a) (fo — 1) — A (aa Fa. (es^ —1) = LI, (15) 
n=23: ag(po — 1) —2ha 4 (py^ — 1) = La —h Co po” + A Cis 
n3: a(p'—1)—ha, 4 (pl —1) — (n —2)a ,,. (gb — 1) — 
—hna.(g* —1) = L. 
unde am notat 
L, = M o? — H3. (16) 


Înlocuind in ultima relație (15) pe n prin — n + 2, obţinem încă 
pentru : 
n>3: na, (p — 1) +h (n — 2) telp” —1) + asr (po ** —1))— 
Pa (pa — 1) = Lany (17) 


După cum se vede, coeficientul a, nu apare în aceste ecuaţii. Pentru 
coeficienții a,, a. , dispunem numai de à doua ecuaţie (15), care dă 


à yi 1 
(pă — 1) Rea, — h (pj? — 1) Rea. = Dy (18) 


Coeficientii az, a. apar in prima şi a treia ecuaţie (15) : 
(pp — 1)a, — 2 h ( p5” —1)a., = La — h Co gs t A Xy, 
2 (po — 1) as — h(pi* — 1) a_a = Lo + €, — Cu. 
În fine, pentru a., a , (n > 3) dispunem de sistemul de ecuaţii 
(go —1) a, — h n (po? — 1) a., — A (p — 1) ap — 


(18) 


— (n — 2) (el -- 1) à uL, 
(20) 
LU (pă m 1) a, = h (p, ^" E 1) Aa T h (n => 2) (po^ Ty 1) à,. , T 


Tip —1)8.,, = Deus. 


Prin urmare, coeficienții a,, a , se determină succesiv cite doi din sis- 
teme de două ecuaţii in care intervin gi coeficienţii a, ,, a ,.,, deja cu- 
noseuti. Aceşti coeficienți nu depind de valoarea ey — care, după cum ştim, 
poate fi aleasă arbitrar, Dat fiind că funcției o,(43) i se poate adăuga un 
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termen de forma iC}, decurge de asemenea cá putem alege arbitrar Im a, 
de unde Im a. , trebuie să rezulte determinat. Intrueit dispunem însă mi- 
mai de o singură ecuaţie (18) pentru Re a, Re a ,, iar in (19) intervin şi 
constantele necunoscute Cp, Ca sistemul astfel construit are o infinitate 
de soluţii. 


Ideea lui A. Kalandia [1 | constă in a determina singura soluţie convenabilă cu ajutorul 


condiției ca seria (7) să fle convergentă, ceea ce conduce la construirea unor ecuaţii supli- 
mentare. 


În acest scop, să Incepem prin a izola în ecuaţiile (20) termenii in a,, a |. Notind 


A, -(pj" —1)a, = inig ^ — 1)d 


(n > 0) (21) 
A, = nip — 1)a, — h(o; "^ —1)a ,, 
obtinem din (18) şi (19) relaţiile 
As = Ag =0, (22) 
Aid Aj = la, (23) 
Aa = La — h(Co pa? — Cj) Ag = Lyt Cs — C, (24) 


iar din (20), relaţiile (valabile pentru n 2» 3) : 


A — BA um D, — bit — BS 


; š ise (25) 
A, — ht A. -277 5. a + (n — 2) Ah LP 
unde am notat 
A= (1 — po (l — o^. (26) 


Relațiile de recurenţă (25) conduc la două serii de formule distincte, după cum n = 2p 
sau n — 2p — 1. Astfel, avem mai intii 


Ag = hA, D, — Aia Ay A A + Lat Ahli, 
Aş = hA, + l-3 āū A= h^ 1 AS -L ,--3Xh7la,, 
A= hAg +L 5a’  Aj—h I! A5 tHL 45A hola, 
de unde de exemplu 
A= PA t IP La Eh LS tL — X (Ma a tha atah 
A= Ar A, AREL atat Lat Laat AI a, + 306, + 5 d,), 


şi In general pentru n = 2p—1 


p—! P—1 
As, gm IPA, + Y AP Log —A Y (2s — 1) 4?—*—1a 4,1, 
j=] 8-1 


(27) 
25,75 PHA Y ]-9t1 m, | TEES 2s — 1) h7?* tlg 
Áo-1 ı + Y, =i T | Y, ( ) a, —] * 


dl =l 


472 PROBLEMA PLANA Cap. 6 


Tot astfel, pentru n-2p obținem mai intii (lulnd valori n > 4): 
A= RA. 14—2238, ,, A= WLA + Loa tI la, 
Ag = At Le — 4235 a Ag RAT EL a HAAI, 
şi așa mai departe, de unde de exemplu 
A, = P A+ PL hit La — A (21a 4-4 ha 446a ,), 
Ag = PA Ah La FERT LL IA (2h 73a, 4 Ahn! a, +6a, 


și in general 


p p—1 
Ag, = Pi A, + Y RFT La — A Y: 2s 5 8 uas 
Ead i=] 
(28) 
P—1 p—l 
As, m îi Ap XD patati Log A Y dai Pta, 
I=] Kul 
sau încă, linind seama de relatiile (22) si (24) : 
p " n-—1 
Aa, = — BP (Co Pa “C)+ ami fuac À M. T F a gp as. 
^ 2 
(29) 
p-—i1 p—t! 
Az, h- 91 (C, — C) - V, A791 Ls A Y ht ay. 
PEU 8-1 


Pentru a calcula sumele în L din (27) si (29), să remarcăm că L, sint construiți cu aju- 
torul coeficienţilor H', Hl, definiti prin relaţiile ce rezultă din (11): 


ea au 
Q—hgg^o) W, Mot = V Hye, 
Hc H= — äg 
(30) 
hz an 
0 — hs) Y hl e" == Hà c", 
f= n= m=i 
de unde 
W—hp tb .-— H, Mahka lH, (31) 
astfel cá pentru L, obtinem acum din (16): 
ANS EE: 1 PENE PE a a ETS 3 A (32) 
unde am notat, ca si In (14.31) : 
I, = M gg — M. (33) 


Scriind relaţiile (32) sub forma 


| — Riga = Ls; Li Liege — A Log (34) 
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remarcăm că ele sint analoge cu (25) (pástrindu-si Insă valabilitatea si pentru n = 0,1,2). 
Prin analogie cu (27) căpătăm imediat 


p—1 p—i 
lap— > ave hc Y gos Las lsp pd? Ea Y NP" L usi (38) 
B—1 Mea | 


Pe de altă parte, prin analogie cu (28), unde expresiile A, si A; se înlocuiesc prin 
lom E. pm Bild) 
obținute din (34) pentru n = 2, cápátüm şi 


P p-1 
ho = Py Y IPTE, [ay — hi? — * h'*L oa. (36) 
s=1 3=0 


Tinind seama de (35) in (27), şi de (36) in (29), obţinem pentru p» 1: 


p-—1 
Ap = h?7! j^ m. Y (2s — 1) h^* a ESI odi 


a] 

(37) 

A pl _ 

Aupa oho? |^ Fhia HAAI by (3s—1)m 2 — hl $5415 
gel | 
şi respectiv 
[] peni — 
Bel 

(38) 


p—i | 
Ag, — ht [^ — C4 d, Y, 2-1 a|- hl s. 


i=l 


Să alegem acum, dintre toate soluțiile posibile ale ecuațiilor (18)—(20), pe aceea care 
an 


asigură convergenta (in Jf si pe .7) a seriei e (7) = yh a, t^. O condiție necesară de 
fh-—a 
convergență a acestei serii este (vezi (A.5.20)) : 
ai is Cog", |a- | SC pentru n 0, (38) 


astfel că şirul valorilor A, din (21) e mărginit 2) pentru n — co. (Din acest punct, simetria for- 
mulelor incetează : despre şirul A, nu se poate afirma acelaşi lucru.) 

Dacă avem (0 < h 1 (cazul h=1 se exclude deci), atunci coeficienții termenilor h-P*! 
din (37) si (38) trebuie să tindă la zero pentru p — cc. Obtinem deci 


es 
A+ hi = 3 3) 5 — Da, 
al 
- -— 
CG- Cit AY asit as. 
i=j 


= — — 





*) Amintim că avem pg > p, = 1 si deci lim n gg ^ = 0. 


n 2 
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Notind 
ue ud 
A = 5, (Za — 1) Al anaa A = Y 25h T gus (10) 
Bex $=] 
putem pune relaţiile de mai sus sub forma definitivă 
A tilam AA, Cj— C 4 ly — — 4. (41) 


In felul acesta, din condiția de convergenţă a soluției am obținut încă două ecuaţii pentru coe- 
ficienții necunoscuți. 

După cum am văzut, din sistemul (18) —(20) lipsesc două ecuaţii pentru C,, C,, şi 0 ecua- 
lie pentru aş, d 4. Se ştie că modificarea coeficientului ag modifică membrul al doilea al condi- 
tiei la limită (18.9) cu o aceeasi valoare pe ambele componente ale frontierei, aşadar modifică 
constantele C, si C,, dar nu si diferența lor. Întrucit ag nu intervine in sistemul considerat, 
putem alege arbitrar una dintre constantele Cy C, (de ex. Cy = 0), ceea ce revine la a atribui lui 
a; 0 valoare precisă (deşi necunoscută, si de care nu vom avea nevoie). Cele două relații (41) 
dau prin urmare tocmai cele două ccuaţii încă necesare pentru a putea determina coeficienţii 
0,, & 4, Şi constanta C. 

Tinind seama de prima relație (34) pentru m = 1, obţinem din (23) si din prima 
relatie (41): 


Age Da th RAA S A (42) 


Formulele (37) devin acum 


s=] 


p-] » Y 
Asp —1 = eia == Y (2s = Dh" G. 224.1 | + lipi s 


(43) 


p-1 
Áspgoi = — AP] |^ - Y (25—1) i871 z — hl ga 
| i21 


Prima relație (41), impreună cu (42) şi (43), dau sistemul de ecuații pentru coeficienţii a, 
de indici impari. Anume, cu ajulorul expresiilor (21) obţinem acum 


(pă — 1)a —h(ggy? — 1) ,--ÀA — — hi 


(gp — 19a — h (pg * —1)2,—23A —1h, 
(pi^ ^? — i) Capa — (2p — 1) h (og * E 1) 4.5541 + 
(44) 


D=] 

E Lap (25 — 1) h^ A arai — «| = iap-1ltr 
8—1 

(2p — 1) (gj — 1) agp i — A (gg *^*? — 1) a 3541 — 


p—1 
nn KAPI b (2 8 === 1) h-i 8s;—1 — ^| zm o [t I-5p41: 


ge] 


unde A are forma dată în (40). 
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Condiţia C, = 0, a doua relaţie (41) şi relaţiile (38) dau sistemul de ecuaţii din care se 
determină coeficienţii a, de indici pari : 


OMNE, mica 
p=—l am 
(el? — l)a — 2h p (p° — i) anap + AA" Ix ash- la y — à|- ter. 
gel 


(45) 


p-1 au. 
2p(gg — 1) aa — lt(gg P — 1) aca —4A77 11 | Y, 2s h*71 a4, — i| = — hl ios 
gel 
unde A are forma dată in (40). 

După cum se vede, spre deosebire de sistemul initial (18) —(20), sistemele (44) şi (45) 
sint veritabile sisteme infinite liniare. Se poate însă demonstra (vezi loc. cit.) că soluția acestor 
sisteme există, este unică, si poate fi obținută prin aproximații succesive. Pentru aceasta, este 
suficient să fie satisfăcută condiția 


Im (h — hl.) — 0 (46) 


(vezi primele două ecuaţii (44)). Or, din (33) şi (11.18) (de care putem face uz intrucit rezultanta 
sarcinii e nulă pe fiecare componentă a frontierei in parte) avem pe rind 


a BT ay ae 
M, = Re e$ | Y, moihaa Y, ho — ho aa = 
y Lh==—ma 


n= 


= me Im (hi o, — hj — hog Aa + hh! ,) 2r e Im (f—h. ,), (47) 


şi deci condiţia (46) este verificată în virtutea faptului că JI, = (). 

Coeficientii a, (n == 0) odată determinaţi, relaţiile (13) (sau relațiile echivalente lor (14)) 
permit determinarea direelà a cantităților b, — R byg. 

Inmultind relațiile (13) cu op, trecind termenii în a, in membrul al doilea si inlocuind n 
prin —n + 2, obţinem o relație de forma 


b, —RR S ie KV Vega (48) 
unde A? sint constante cunoscute. Relaţia analogă scrisă pe cercul JJ, conduce la cantități 
KI = KO. 


Analogia dintre (48) si a doua relaţie (25) este evidentă, Obţinem astfel din (27) şi (28) 
formulele 


p—i p—l1 
baga = aL + We issu by; = hon! LACE, Y eie. (49) 
awl | gt 
Dat fiind că am ales C, = 0, suma ag + p, nu poate fi dată arbitrar. Intruelt 0-—h-—1, 
lar coeficienţii b, sint márginiti pentru n — co, limita coeficientului lui AP"! în (49) pentru 
p => co trebuie să fie nulă, de unde urmează 


am m) 
b, = — Y hit! K’ yi bi — s Y h* K? iil * (50) 


IT P 
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Convergenta acestor serii poale fi demonstrată, Intreducind valorile (50) in (48), ob- 
ținem pe rind toţi coeficienţii b. In sfirsit, relația (13) scrisă pentru n—0 dă şi coeficientul dy. 

Raționamentul rămine valabil — cu modificări neinsemnate — în cazul problemei lui 
Dirichlet, precum si în cazul problemei mixte cu date de tip Dirichlet pe una din componente 
frontierei, si cu date de lip Neumann pe cealaltă din cle. (Chiar acesta este cazul examinat de 
A. kalandia, loc. cit.) 

Aceeasi problemă este studiată si de M. Seremeliev [1]. După cum a arátat. V. Lihacev 
[1], soluţiile lui Kalandia si Seremetiev sint echivalente, 

Convergenta soluției este cu atit mai rapidă, cu cit h este mai mic. 


c) Discul eliptice 


Acetasi metodă permite să se obţină usor functiile q(Z) (5) pentru 
cazul discului eliptic. 

Pentru aceasta, este suficient să ținem seama că e 1» două funeţii tre- 
buie să fie olomorfe in Zi , așadar continue la traversarea táieturii 5^, între 
foeare. Întrucit punctelor de pe bordul tăieturii le corespund punetele 
c şi c pe.7,— y, deducem că condiţia la limită pe „], (care a condus mai 
sus la (14)) trebuie înlocuită acum cu condiţia necesară 


p(o) = e(0), (o) =vw(o), (51) 
de unde, tinind seama de (9), deducem imediat 


ü, = App D, = bu. (52) 


(Compară eu $ 5.18, exemplul d, problema torsiunii pentru același 
domeniu.) 

În locul operaţiilor care au condus dela (13), (14) la ecuaţiile (15), 
(17), trebuie să începem acum prin a utiliza ecuaţiile (13) şi (52). Inmultind 
(13) cu e£, tinind seama de (52), gi renuntind la indicii superiori ,,0"*, găsim 
deci ; 


dp — a; pot + 2 da pi + Bi — b, = Hg + Co, 
a (pă — eo) + ai (pă — po^) = H4 pos 


— do + a pi — 2 a pă? + ba — by = Ha pò — Co, 


Tau 


a, py — das Pit — (n — 2) n-a po — ^ à, po^ + 


T b, 22) bs E H, pu: n ze 3, 
şi încă, înlocuind în ultima relaţie pe n prin — n +2: 
ün- pot? — a, po" -- na, pă + (n — 2) da.» po^ + 


e Du RH. (54) 
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. Adunind membru eu membru prima și a treia ecuaţia (53), şi ultima 
ecuație (53) eu ecuaţia (54), obținem 
aa (pi — po^) + 2 aa(pa — po) = Ho + Ha po, 
2 Re a, (pi — go?) = Hi fos 


(55) 
a, (e — go") + n à,(po—9o ) — ana lpo ^ — po") — 
— (n—2)a, (eb — p0) = H, pi --H nya po^ ^ pentru m3. 
Prin analogie eu formulele (21), putem serie 
e, = a, (p — ei^) + na, (e$ — p), (56) 


astfel că ecuaţiile (55) devin 
& = Hi, Po C4 = Ha + Hip; €, — Cr = M,, n > ô, (51) 


a 


unde am notat 
M, =H, po + H spo" = hupi — hh soo" — Rrap Fh aigpo S 
n> 3, (58) 
ceea ce furnizează relații de acelagi tip cu prima relație (25), dar de struc- 


tură mai simplă. Obtinem prin urmare, prin comparație eu (27) şi (28), 
expresiile 


p ) : n | 
Copa = H4 po + V, Mii, Cap — V, Ms, (59) 
ad gal 
de unde pentru orice n urmează 
€, = Apă — A ugs (60) 


Ecuațiile (56) dau imediat valorile coeficienfilor a,. 

Dat fiind că funcția (X) este determinată abstracție făcind de un 
termen de forma 1C'(5-- 2 3) -+y iar q( 5), abstracție făcînd de un termen y’, 
rezultă că mărimile ay, by, Im a, = Im a_ pot fi date arbitrar, În fapt, se 
vede că a, nu intervine în relaţiile (55), si niei unul din coeficienții a, nu 
depinde de el; putem lua deci a, = 0. Mai departe, din relaţia (56) pen- 
tru n = 1 si din prima relație (57) căpătăm pe Re a, ; întrucit putem alege 
Im a , = 0, avem deci | | 


1 - " | 
ay = H polle — er”). (61) 
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Pentru aceasta este desigur necesar să avem Im H, = 0. Făcînd 
uz de (11.18) si tinind seama că din (11) (pentru k = 1) rezultă h(a) = 
= H(c) (1 — p;*c*) ?, deducem 


M, = Red hit) dt = Red ( Y H, eM -p "0 3) do = 
yin = — 8 


a. l— o> o 
= Re 2ric H, = 2r c Im H,, (62) 


astfel cà membrul al doilea din (61) rezultă intr-adevür real. 
Luind n = 3 in (57), se vede uşor cá e, (si deci si toţi coeficienții 
45,,,) nu depinde de valoarea Im a, 
. Prin urmare, coeficienții a, pot fi efectiv determinati unul după altul, 
şi funcția e(£) poate fi scrisă explicit. 
Relaţia (13) dă acum relaţiile succesive 


b, —b, s um H,gy—4, po" + &, ape + (n —2) anapi ^aa, po”; (63) 


sau un şir de relaţii similare in care în membrul al doilea raza pp e inlocui- 
tá prin e, = 1. Ambele şiruri de relaţii sint echivalente, si nu permit 
să determinăm separat b, şi b, , pentru fiecare n. În fapt însă, amintind 
că în condiţia la limită (10) scrisă pentru h = 1 funcția (Y) intervine sub 
forma 


ü—£*5490- Y bbt'— y t*-— Y (b—b,07 (64) 
rezultă că cunoaşterea diferențelor b, — b, , determină pe (č). 
Tinind seama de relatiile (52), deducem 


b, — b a == b a — b, = 0, b... — b n — b, = b. "TY 
şi deci 


v) = Y (d, —b, L9) (ez: [1 — e *] = 


Hap 
= (ba—ba) + (bi— ba) & (1 + E°) -+ (b —5,) (+ E 07) 4... (65) 


Este limpede cá by poate fi ales arbitrar, de pildă b, —0. Prima rela- 
ţie (53) permite să calculăm acum C,— de care de altfel nu avem nevoie. 

După cum se vede, (51) este o condiţie nu numai necesară, ci gi sufi- 
cientă pentru obținerea soluţiei cu toate proprietăţile prescrise. 

Exemplele b şi € prezintă clar dificultăţile considerabile ce pot apare, 
chiar pentru funcții de reprezentare atit de simple ca (8). 


$ 20 ECUAȚIA LUI MUSHELIȘVILI 479 


$ 20. REDUCEREA PROBLEMELOR LUI DIRICHLET ȘI NEUMANN 
LA ECUAŢIA INTEGRO-DIFE RENȚIALĂ A LUI MUSHELISVILI 


Metoda dezvoltărilor în serie duce la ţintă cu siguranţă, dar după 
calcule adesea obositoare. Întrucît; problema constă în determinarea anu- 
mitor tuneţii olomorfe in Z cu ajutorul valorilor lor la limită, este firesc 
să utilizăm în acest scop teoria integralelor de tip Cauehy. Ca si în studiul 
ecuației lui Laplace, aceasta conduce în ultimă instanţă la rezolvarea 
unor ecuații integrale. 

Chiar dacă pentru calcularea integralelor ce apar pe parcurs vom fi 
siliți să recurgem tot la dezvoltări în serie, această a doua metodă are avan- 
tajul rapiditátii, permite o lărgire a condiţiilor impuse datelor la limită, 
şi conduce la demonstrarea relativ simplă a teoremelor de existenţă. 

Aceasta este una dintre contribuţiile esenţiale ale lui N. Musheliş- 
vili [2] la studiul problemei plane. 


a) Domenii reprezentabile conform. pe discul unitate 


__ Dacă 2 este mărginit $i simplu conex, funcția w(4) este olomortă în 
discul unitate J+. Dacă originile se corespund (oœ (0) = 0), atunci avem 


a= a (0 = y et". (1) 
w= l 
| Dacă insă Z este nemárginit (de tipul exteriorului unei curbe închise) 
şi punctului 5 — 0 îi corespunde punctul de la infinit, avem 


3 = a(ţ) = o1% + wlt), e; 0, (2) 
unde funcția co, (£) este olomorfá in /] . 


Dacă Z este mărginit şi simplu conex, se vede imediat că funcţiile 
p(t) 4Ņ(%) sint olomorfe in J[*. 

Dacă Z este nemárginit, vom presupune pentru început că tensiunile si 
deplasările sint mărginite la infinit (vezi pp. 413—414). În acest caz, funcțiile 
lui Kolosov si Mushelisvili sint de asemenea olomorfe în Z, inclusiv in 
punctul de la infinit. Introducind (2) în formulele (10.42), obţinem de 
pildă pentru (2): 


e (5) = a, + aa S/[0., + Soal] + aa loa + Ce (D]* H-... (3) 


 Alegind originea in exteriorul lui Z (de ex., dacă 2 = 24, alegind 
originea în Ağ), rezultă cá pentru 5 e /[* avem 3 Æ 0. Întrucît avem o, , + 
+ 5eQ()-— 73, urmează cá pentru %0 avem şi «.,-4-Co,()3-0; iar pentru 
b = 0 căpătăm C3 = w Æ 0. Prin urmare, fiecare termen din (3) este o 
funcție olomorfá; in consecință « (1) (si analog gi 9 (%)) este olomorfá in 4+. 
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În cazul problemei lui Dirichlet, putem alege arbitrar de pildă valoa- 
rea Vu) (0) dacă Z este mărginit, şi i (oo) dacă Z este nemárginit. În defi- 
nitiv, putem lua întotdeauna arbitrar valoarea vu (0). 

În cazul problemei lui Neumann, putem alege de asemenea M 
ŞI ọ (0), precum si Im 9 10) T Im o5(oo), aşadar valoarea Im [ 9'(0)/«'(0) ]. 
(Amintim că avem «o'(Z) 3 0 in /T*. 

Vom face uz deocamdată de condiția la limită sub forma ambiguă 
(18.10). Dat fiind că 5|, = c, această e se serie 


H e(c) + [e(o)/o'(s)] e'(o) + (s) = H(o). (4) 


Trecind în (4) la cantităţi complex conjugate, obţinem încă 


Helo) + lo(6)/a'(0)] 9'(o) + $(5) = H(o). (5) 


Comparind ecuaţiile (4), (5) eu (5.21.7), (5.21.8), este ugor de văzut 
atit asemănarea cit si deosebirea dintre ele; în problema antiplană avem 
de-a face cu o singură funcţie o (5), iar funcția H (c) depinde acolo în esență 
numai de configuraţia geometrică a domeniului. 

Soluţia nu mai poate îi deci obținută aei sub forma—principial simplă, 
întrucât este vorba numai de o euadraturá — din (5.21.15). În schimb, fap- 
tul că funcţiile o(C), W(X) trebuie să fie olomorfe in /[* sugerează următoarea 
metodă de studiu. 

Să înmulţim relaţiile (4), (5) cu do/2xi(c — C), unde eg", si să le 
integrám pe y. Tinind seama in prima din ele de formula (A.10.1) pentru 
9 (C), si de formula (A.11.37) pentru TUN obtinem 





ami jy w »'( aja ai „a—t 


Repetind acelaşi raționament pentru relaţia (5), deducem şi 


e 


[^ e(sc)o'(o) ip re ; 
HQ) ut a E pst Oui) pde (7) 


Relaţia (7) dá explicit funcţia 4 (C) sub forma 


ve = ti Hia, Lb el) vi9a. poo (8) 


rij, o- t Əri „œ (o) co— 4 


aceasta este o sumă de integrale de tip Cauchy, care pot fi calculate de 
indată ce funetia p (2)— sau cel puţin o'(c) şi q(0)— sint cunoscute. 
Pe de altă parte, relaţia (6) poate fi scrisă sub forma 


e(c) ve(e)a, | 1 [ Elo) ass yip. (9) 


S , w'(6) Le 2ni PA 


H q(5) +. 
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Aceasta este ecuația integro-diferenfialá a lui Mushelisvili, care slu- 
jeste la determinarea funcției e (2) — după care din (8) se obține şi funcția 
y (t). 

OBSERVAȚIA 1. Ecuatia (9) nu este desigur de Lip Fredholm, dar studiul ei poate fi redus 
la cel al unei ecuatii de tip Fredholm (în complex) pentru g'(c) — ceea ce, cu ajutorul teoremei 
de unicitate si al alternativel lui Fredholm, permite demonstrarea leoremelor de ezistenfá ale 
elasticitàtii plane pentru domeniile reprezentabile conform pe cerc, (Vezi N. Mushelisvili [5], 
$ 79, Un caz particular va fi examinat ceva mai departe, în $21. Vezi încă și J. Rovka [1].) 


b) Domenii nemărginite, supuse la tensiuni ne-nule la infinit 


Acesta este cazul corpurilor plane cu orificii relativ mici față de di- 
mensiunile lor de ansamblu ; acţiunea sarcinilor reale este schematizată 
prin cea a unor sarcini (care nu mai sint nule) la infinit în planul cu un ori- 
iciu de aceeaşi formă cu cel dat; soluţia acestei din urmă probleme furni- 
zează deci o evaluare a concentrării tensiunilor în vecinătatea orificiului. 


Vom face deci uz acum nu de formulele (10.42), ci de formulele (10.32), 
unde constantele a,, b, sint date de relaţiile (10.35), așadar : 


eu (3) = — [X/27 (x + 1)]Ing + a5 + y a_n” 


$a) = Dră/2a (x + 1)] In + 0,8 + ŞI bag” 


Introducind aci pe § din (2) şi grupind termenii olomorfi, obținem 
p(X) = [X/27 (x + 1] In + aw" + Pol), 
$(5) = —[xX[2 (x + 1)]In t + boat? + (0) 


unde (X), 54 (5) sint olomorfe in /T*, iar X, a,, b, sînt cunoscute ^). 
Introducind acum expresiile (10) in (18.8) si tinind seama că =o, 
obținem în cazul problemei lui Dirichlet condiția la limită 


(10) 


x po (5) — [o (e)/e' (o)] polo) — Ye (e) = 2ugo(o), (11) 
unde 
si i-l A] AIE O |[- 
ZU go( c) ug(ía) T o (a) Bs (x 5 1) 6 my 4 F 
— sa oa + b, 0,4 G. (12) 


I —À n e M 





19) După cum am arătat In $ 18, nota de la pag 465, păstrăm nolațiile, nu valorile coefici- 


enților a,, b,. Se vede însă uşor că coeficienţii aj, b, din (10) sint chiar egali cu coeficienții lui 
à din dezvoltările in serie ale funcţiilor pp) Pilà) 
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În acelaşi fel deducem din (18.9) pentru problema lui Neumann 


pola) + [e (9)/'(6)] e, (o) + Palo) = ho (o) + const., (13) 
unde 
X 


olo) 
2c (x + 1) 


ħala) E h(a) E i E ds LR ?[- 
w' (6) 
i n Fată s eum 
AT (14) 


Se verifică uşor (compară eu $ 11) cá funcţiile qg4(c), halo) sint uni- 
forme. 

Cu aceasta, problema este redusä la determinarea funcțiilor olomorfe 
qo (5), Va (C) din condiţii la limită de acelaşi tip cu condiția (18.10), de care 
am făcut uz pentru a ajunge la (8), (9). 


OBSERVAȚIA 2. Se pune firesc întrebarea dacă aceeași metodă nu poate fi folosită cel 
puţin în cazul unui domeniu reprezentabil conform pe o coroană mărginită de cercurile Mys 
JI. Într-adevăr, formulele de la începutul $ A.10 sint valabile şi pentru domenii multiplu conexe, 
Acum însă, separarea realizată in (8) si (9) între funcţiile o (2), ( (2) nu mai este posibilă. 

În schimb, în acest caz rămine adesea utilizabilà metoda lui L. Milne-Thomson [2]. 
$8 6.7 si 6.8 (cu modificările din Corrigenda), adică metoda expusă în $17, dar transformată 
prin intermediul reprezentării conforme. 

Amintim încă soluţia lui S. Belonosov [2], capitolele 1, 2, si 5, bazată pe imbinarea 
metodei integralelor de tip Cauchy cu teoria transformatelor Fourier-Laplace. 


& 21. SOLUŢIA PROBLEMELOR FUNDAMENTALE PENTRU 
DOMENII REPREZENTABILE CONFORM PE DISCUL 
UNITATE PRIN INTERMEDIUL UNOR FUNCŢII POLINOMIALE 


Ca şi în cazul problemei antiplane (vezi $$ 5.17 şi 5.21), problema 
plană poate fi rezolvată relativ simplu dacă w(t) este o funcţie rațională. 
(Vezi N. Mushelisvili [5], cap. 5.) 

Ne vom márgini aci la cazul în care œ (C) este un polinom 


c(t) = k H okt lise US, (1) 


unde am luat œ (0) — 0, şi unde presupunem œ, 3 0 si c Æ 0. 
În locul rationamentului sugerat in $ 18, pag. 466, vom folosi teh- 
nica expusă in $ A.11, care eliminá de la început calculele inutile. 
. Pe lingă funcția w (£), vom considera gi functia œw,(¥) = œ (1/z), defi- 
nităin (A.11.27). Valorile la limită ale acestor funcții sint legate de (A.11.33) 
iar pentru cele ale derivatelor lor, căpătăm din (4.11.35) 


o) = — o? et (c) = (LE) |r=e, (2) 





$ 21 DOMENII REPREZENTABILE PE DISCUL CIRCULAR 483 


(unde am renunţat la indicii +, —, intrucit w(6) zz e*(o)), astfel că din (1) 
deducem 
olc) PET, w (E) E G1 o5 o. cb, 3 di i 


ws) wA ke. ^ OU PRU d... PPE lea 

Întrucît prin ipoteză avem w'(%) 0 pentru | t < 1, rezultă si 
c'(1/£)5-0 pentru | 2| > 1, astfel că funcția a cărei valoare la limită e dată 
în (3) nu are poli la distanţă finită în exteriorul cercului unitate, gi nici pe y. 


În punctul de la infinit, ea posedă evident un pol de ordin p, astfel că aceas- 
tá funcție poate fi pusă sub forma 








(3) 


pie P L- 
o(0):o'(1/) 2 Y d, 7 --dj-- Y, dt. (4) 
nal n=l 
Pentru a determina coeficienţii dj, d, ...d,, să înmulțim seria (4) 
cu numitorul din primul membru. Identifieind coeficienţii puterilor 
yer-1, pE-2, ... tP-1, obţinem relaţiile 


o, d, = ùj? 
d, a -- 20d, = g=]? 
Adae 4 Ode lm de X UPC EOS OEC. OE de (5) 
€ d, F 20, d, + 303 dy -F ... + po, d, = «, 
care dau succesiv valorile eonstantelor d,, d, 4, ...d,. 
Repetind raţionamentul din (2) tii a funcția p'(c), cápátám 
Lo (ajo o] e' (e) = Ee io LE] e' (€) le-a, (6) 


astfel că funcţia ce apare in prima integrală din (20.9) este valoarea la limită 
a unei funcții olomorfe în exteriorul cercului unitate, cu excepția punctului 
de la infinit, unde ea posedă un pol de ordin eel mult egal eu p. 

Intrucit avem 


e(0—6a Fair ...-Falt +... (1) 
obținem 


e (1/0) = à H 2âg 3... + (n lama sss, [512 1; (8) 
inmultind (4) cu (8), deducem (vezi (6)) expresia 


[o (O/e" (1/£)] e (1/6) = s K, C + K(i), (9) 


unde K (1/4) este olomorfá pentru | 5| >1, şi nulă la infinit. (Expresia efec- 


T 
tivă a acestei funcţii nu ne interesează.) In ce priveşte suma V. K,7", aceasta 
fie 
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este partea principală a funcţiei considerate in (9), in vecinătatea polului 
său de ordin p de la infinit. Pentru coeficienţii ei obţinem uşor din (4) si (8) 


K, == d, ds 
K,. 1 == a d, 4 4 20, d,, 
ME WoW EOM OM Wod E A Boe dc GG. eeu as xo m RN 


K, = Ga h + 2ăsdp + ...-F(p—1)a, d1 t pa,d,, 
K, = Gide + ht... 409—198, d, ;--pa,d, ,-F(p-4-1) a,,,d, 


Introducind acum valoarea la limită a funcţiei (9) in (4.10.23), ob- 
ținem 


A f e(e) e (dua, C p» tag: 11 

24? o Hidos YU, tea, (11) 
astfel că ecuaţia (20.9) se reduce la 

H sit) ss 3. d, BU a, -X Et" — j(0), (12) 


zi J, o—t ice 


ceea ce dă funcţia 9(2) de îndată ee constantele K, sint determinate. 
Termenul — din (12) are evident forma (A.11.41), astfel cà 


H( (e) a = " is + 
iar din (A.11.43), (A.11.44) urmează si 
il ICT -ŠH 


2mi ],0—ţ "o 


H, telt, (14) 


unde H, sint coeficienţii dezvoltării Fourier ai funcţiei H(c) (vezi si $ A.9, 
pag. 763). Introdueind (13) in (12), obţinem deci 


Hoe(0—y H,C— SEC — 30). (15) 
n = 


nc 


Utilizind dezvoltarea in serie Taylor din (7) și tinind seama de teorema de 
unicitate (vezi $ A.5, pag. 715), obținem prin identificarea coeficienţilor 


H ay = H, — Ko — $(0), 
Ha, = H, e K; N = 123,...35 (10) 
Hao, —H, n= p+ l.. 
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Relaţiile (16) dau direct valorile coeficienţilor a, pentru » > p + I. 
Introducind în (16) expresiile (10) ale coeficienţilor B (n = 0), obţinem p 
ecuaţii algebrice liniare pentru coeficienţii a,, az, ... a, ; odată cu aceasta 
căpătăm şi valorile constantelor K,, K,,...K,. le Au K, se obține 
din ultima relație (10). De îndată ce este aleasă constanta b, = 4 (0) (de 
care putem dispune întotdeauna), coeficientul a, poate fi caleulat din pri- 
ma relație (16). Funcţia o(Z) este astfel determinată. 

Trecind la calculul funcţiei ((Z) eu ajutorul formulei (20.8) si remar- 
cind că din (A.11.32) obţinem (neglijind indicii +, — 


[w (e)/«'(o)] (5) = [o (17£)/ (01 e (CO le-a (17) 


deducem — utilizind şi (3), (4) — că aceasta este valoarea la limită a unei 
funcții olomorfe pentru |{|< 1, eu excepţia originii unde ea posedă un 
pol de ordin cel mult p. Formulele (A.10. 320) gi (9) ne permit deci să scriem 
(compară eu (11)): 


E pa ala) ete) a... eft) G'i) — ix =E) te", (8) 


2ni '(e) e— € o'(t) 


unde K (č) este o funcție cunoscută, olomortă in J[*, si nu eu necesitate nulă, 
in origine. 

Introducind acum (14) şi (18) în (20.8), şi tinind seama de prima re- 
latie (16) care dă valoarea constantei H (0), abpada 


$(0—YXH.C-XK()--/H)(R, + 9(0)— Hj. (19) 


Alegind (0) = 0, deducem deci din (15) si (19) soluţia 


H= EHC- YK, t, 


(20) 
-Y3H.UC—[e0/0/o' (0]e S K, C^ + (11H) (Ky — Hy). 
n n=l 


Dacă este PECON să folosim integralele din (13), (14), avem gi 


H q9(t) = its Mae- y K, C^, 


Bs 


bf uu t. d H (o) x e (1/8) y 
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in particular, pentru problema lui Neumann avem H — 1, 
H (o) — h (6) -+ Chp P (0) = ig —- H,— Ka = ho E Co == Ey i6 0, gl deci 
(20) devine 


(22) 


p (7) = Și h.t pan Je'(£)] P'E) + X E C 


Rămine acum de studiat numai sistemul din care se determină 
Mis Maps: C, 
|... BÀ considerám intii problema lui Neumann. În acest caz, datele la 
limită trebuie să asigure în prealabil anularea momentului rezultant al 
sarcinii superficiale. Din (11.18) şi (1) obţinem 


Mla = Re $ h (t) dt = Red E Y h e| (o 4- 2€, € 4-... + po, c?!) d a, 
y 


g 


de unde urmează că trebuie să avem 
lm (e, ha + 2w ha + PX -J- po, h,) = Ü. (23) 


Pentru determinarea coeficienţilor a, vom introduce (10) în (16); 

dar în loe să separám părțile reale şi imaginare ale coeficienţilor a,, vom adá- 

 uga acestor ecuaţii, ecuaţiile ce se obțin prin trecerea la cantităţi complex 
conjugate. Obtinem astfel sistemele 


a, + 0,d, + 2 dada +... + (p—1) 85.1 de-a + pa, d. = Ma 


dket d iza sli abe 1) à; 1 d, = hay 
à * a à a . " &o e > e [n a E k > > a i = (24) 
a, 4- 0, d, — AR 
gi încă 
à + ad, + 24d; +... + (p— 1) 451 ds + pa, d, ==: hj 
üa + a, dg + 2a5dg +... + (p—1) 85-1 d, = hs, 
tin * o4 V X 6 E € E geo x 7 5 gy 5E Ex ET (25) 
a, T d d, ali hpr 


asadar 2p ecuaţii pentru cele 2p necunoscute a,, a, (n = 1, 2,..., p). 
Întrucît termenii liberi contin constantele k, h, ce intervin in (23), trebuie 
să verificăm dacă, introducind (24) si (25) în (23), se ajunge la o identitate. 
Aceasta se obţine inmultind linia n din (24) cu n c, , linia n din (25) eu 
— n o, Si adunînd toate aceste 2p relatii. Tinind seama de (5), se vede acum 
e coeficientii tuturor necunoscutelor a, , à, din suma astfel construită sint 


a? 5 


nuli. Astfel de pildá, pentru coeficientul lui a, obtinem 


04 — 04 d, CEDE 204 da — tere (p—1) p= 1 da — pu, d, == Ü. 
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Prin urmare, una din ecuatiile (24), (25) poate fi eliminatá, ca com- 
binafie liniară a celorlalte, astfel că una dintre cantităţile a,, a, (sau dintre 
mărimile Re a,, Im a,) rămine nedeterminată. Întrucit în problema lui 
Neumann putem dispune de valoarea Im [p'(0)/'(0)] (vezi $ 20, pag. 480), 
vom adăuga sistemului drept cea de a (2n) -a, ecuaţie, relația 


Im a, — 0. (26y 


Sistemul astfel modificat are întotdeauna soluţie (unică). Pentru a ne 
convinge de aceasta, este suficient să arătăm că sistemul omogen corespun- 
zător posedă numai soluţia identice nulă. Or, aceasta se vede punind pur 
și simplu A(s) = 0, şi tinind seama de teorema de unicitate a teoriei elasti- 
citátii. 


În cazul problemei lui Dirichlet, coeficienţii H, nu sînt legaţi prin 
nici o condiţie ; sistemul neomogen analog cu (24), (25) are cu siguranță 
soluție (unică) în virtutea aceleiaşi teoreme de unicitate, gi toate constan- 
tele a, (inclusiv a,) sînt deplin determinate. 


Pentru a obţine soluţia sub forma (20), am presupus că ea există 
(așadar că datele sînt de aşa natură încit problema să aibă soluție), si că ea 
este regulată (aşadar că funcțiile qg(7), p(X), (C) pot fi prelungite pe y). 
Soluţia de forma (20) satisface evident condiţiile la limită — dacă funcțiile 
p, $', Y astfel construite sint prelungibile pe y, şi dacă constantele K, (si 
deci şi a,) pot fi determinate. Pentru aceasta este suficient să avem 
H'(c)e Cù (y) (vezi (21) şi $ A.11, pag. 176), şi ea Zsă fie de clasă C? 
(vezi $ A.6, pag. 729 —730). 

Astfel, este demonstrată o teoremă de existentă pentru domenii care 
sint imagini ale discului unitate prin intermediul unor funcţii de reprezen- 
tare polinomiale, și pentru deplasări la limită g(s) e C1( £^), respectiv pentru 
forte superficiale f(s)e C2 (.). 

Felul in care se ajunge aci la demonstrarea existentei este caracteris- 
tie pentru raționamentul general, bazat pe teorema de unicitate : ecuaţia 
integro-diferentialá a problemei este redusă la o ecuaţie pentru care poate fi 
utilizată alternativa lni Fredholm —cu aceeaşi semnificaţia ea alternativa 
care a dus la afirmarea existenţei soluției sistemului (24)—(26). (Vezi şi 
observația din $ 20, pag. 421). 


OBSERVAȚIA 1. Aceeaşi metodă poate [i folosită pentru ££ nemărginit, dacă functia tag( 5) 
din (20.2) este un polinom. Problemele de rezolvat sint problemele (20.11) si (20.13). 

OBSERVATIA 2, Rezultate de acelaşi tip au fost obținute de N. Mushelisvili [5], capito- 
Iul 5, în cazul unei funcţii ca(Z) raționale. Funcţia (6) este atunci valoarea la limită a unei funcţii 
meromorfe, care posedă in exteriorul cercului unitate şi alți poli, în afara punctului de la infinit. 
Raționamentul rămine acelaşi, dar locul formulelor (A.10.1), (4.10.2) si al consecințelor lor H 
iau formulele (4.10.20), (A.10.23) si consecinţele analoage. 

Vezi de asemenea 5. Mihlin [t], $ 73, cu demonstrarea teoremei lui D. Serman asupra 
soluliei prin cuadraturi a probleme! mixte pentru c(t) rationalà. 
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$ 22. PROBLEMA LUI NEUMANN. (METODA ECUAŢIEI 
INTEGRO-DIFERENTIALE A LUI MUSHELISVILI) 
EXEMPLE 


Ne limităm la exemple destinate a ilustra rezultatele din $ 21. 


a) Discul circular 


Funcţia de reprezentare (21.1) este in acest caz 


à = o (i) = Eob HQ 0, (1) 
unde R, este raza cercului. Prin urmare, (21.4) devine 
e (O)/e'(1/£) = t, (2) 
iar din (21.9) urmează 
[o(/e' (1/2)] e' Ag) = at + 2 aa t KU), (3) 
Mai departe, sistemul (21.10) se scrie 
E, =ü, Ko = 2 (4) 


astfel că pentru H = 1, H(c) = h(a) + Co $(0) = 0, din (21.16) avem 
aa = hy + €,—2a,; m = hi a, —h,, m2. (5) 

Alegind a, = Im a, = 0, (21.23) devine aci Im h, = 0, şi obținem 

d, | 
d cce Ni da = ha, (6) 
şi încă C, = 2h,— ho. Cu aceasta, din (21.22) avem soluţia 

1 aa a "T an si 
e?) = 3 hat Bt, (D= Ph Dat, O 


ceea, ce, tinind seama de (1), coincide evident cu (15.5). 
Pentru cazurile în care e avantajos să reținem forma (21.21) à 
soluţiei, găsim (pentru H = 1, H(o) = hle) + Ca p(0) = 0): 


1 h( c) 
aD = -5zi zot% K — Kat + Cos 
| y 


c 


Ta 7g M9 as wu) tt NOH 


y &—t5 
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de unde mai departe 


1 
p (%) = t. E19) dc — remi — ho 


—i 
3 h (a) 1 sa 
WO = b LU, de eC dep SC + 2h — ho 
Evident, avem (vezi (A.9.25)) 
hd Alo) dis. (9) 
2x1], se 


Mai departe, intrueit — h, = a,, din prima relație (8) deducem 








—h, = o (0 - A re — i 
9 7 Vici E: if er d] d e 
de unde 
M, = E 3 -P ID aa] (10) 
üt2xi],oe—U Jka 
În fine, întrucit ha = a;, avem și 
1 d? 1 
ka = — p" (0) = - 1] 
prO = Za aito uel. (1) 


De altfel, toate acestea decurg si din dezvoltarea in serie a integralei 


h (£) = "WS Mm a 


2riJ,o—4 


Acest exemplu constituie o ilustrare deosebit de simplă pentru eom- 
pararea metodei din $ 21 cu cea din $ 15. 


b) Discul circular sub acțiunea unor sarcini 
concentrate aplicate pe frontieră 


Fie că în punctele 3, = Ro exp (iy,), unde 0 < d cya X sa: CI, CS 
< 2x, sint aplicate forţele concentrate Je = fa +i fa. (Problema cu- 
prinde drept caz particular pe cea tratată în $ 16, exemplul b.) Punctele 
&. Sint, în reprezentarea (1), imaginile punctelor c, = exp (iy,)e y. 
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Funcţia h(y) = i | f(s) ds din (11.6) este discontinuă. Raționind la 


Üü 
fel ca in $ 16, exemplul b, vom serie 


h 
h (x) zi Y f, pentru, SI < Karit (12) 


k=l 


= : * . p 
unde y, — y, Şi unde evident trebuie să avem V, f, = 0. 
E-1 


Abstractie făcînd de constanta ^N obtinem din (21.13) 
1 h (a) Ni do 
— db ——.de- = ai 
e LE azi 2 T iE- SEE 


IO Său tafta = Ue -ole- E; U în (o, — Q). (13) 


T à-1)kb-1 
Tot astfel obţinem si (vezi mai sus (12)) 
1 f h(e) 
CALOR zi: ü 0 = — E In ( — a 14 
ibl "PL s 3 A) 


După cum se vede, în acest caz este avantajos să utilizăm formulele 
compacte (8), à nu dezvoltürile (7). Din (13) si (9) —(11) avem acum 


L 3X. 1 2? à 
ho — — i f In Gri h, T 924 E filo, ha ——À ám. Y, hei. (15) 
dai kl r E 


x = 
Jonditia ea h, — 2a, să fie o cantitate reală se serie 


p p 
Im Y, fi, = Bi! Y, (za fa — Sa fa) = 0, (16) 
k-l bel 


și coincide evident eu condiţia A = 0. 
Din (8) şi (13)—(15) ra dupá calcule elementare 





es ez iA in. (i = fu - = - Y AA 
T fal 
5 t (17) 
e(t) = a e In (1 — Xo) — n ali — 0]. 
Luind aci in particular y, = Xa: 2* — yo fh = —iP, j = 


= i P, se obţin din (17) tocmai dem a 16.10), inclusiv constantele adi- 
tive neesenţiale. 
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c) Planul cu un orificiu eliptic. Concentrarea tensiunilor 


Funcţia (A.8.8) realizează reprezentarea conformă a unei coroane 
circulare pe o coroană eliptică. Dacă raza cercului exterior tinde la infinit, 
căpătăm reprezentarea exteriorului unui cerc pe exteriorul unei elipse. 
Pentru a obţine reprezentarea, discului unitate pe exteriorul unei elipse, 
este suficient să considerăm şi inversiunea 5251/7, ceea ce conduce la funcţia 


à—e(t) =e + ht), (18) 
de unde 
a, = €(p^ + kp) cos O,  z, = — c(p^' — hp)sin 8. (19) 


În notaţiile din $ 20, avem desigur e = «o ,. 

Alegind o = 1, obtinem condiția p^! — hp > 0, astfel că trebuie să 
avem <1 pentru ca funcţia (18) să realizeze reprezentarea discului /]* 
pe exteriorul elipsei de semi-axe 


a = c(l + h) b-e(1-— h). (20) 


Pentru a putea utiliza relațiile (20.8), (20.9) — deduse pentru depla- 
sări şi tensiuni nule la infinit — vom calcula mai întîi valorile la limită. 


o(a) _ 1 + ho? o (c) _ sh + c) 
e'(c) c(h — "m o'(c) hc? —1 


Formulele menționate dau aci (după ce am renun(at la constanta Ca): 


e Č) = i) iik 1l+ho (o); 


(21). 





2xl J;,o—€t 2zi J,c(h — c) ao—t ` 
n (22); 
acd PU ag td sh-t e ete) 
(5) = 314 uM 2zi b EA TE soup 


În cele de mai sus, funcţia «'(c) este valoarea la limită a unei 
funcţii olomorfe in Į (vezi (A.11.35)). 
Prima funcție din (21) este valoarea la limită a funcției 





AUF a HAY 
c(h — c) umi 
= —(1-rAUOC*Uü-rFAC* HRPE ...), (23) 


așadar (intrucit avem h < 1, şi deci |A% | < 1 pentru [e] ),a unei 
funcții olomorfe in /]- si nule la infinit. Prin urmare, in virtutea formu- 
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lei (4.10.2), integrala ce confine pe o'(s) în (22) este nulă, si astfel 
obţinem | 


e() = vr Li ds (24) 
A doua expresie din (21) este valoarea la limită a funcției 
SUCHE O sitt 
Wel "i 
= — Yh + GA HRE A E a) (25) 


asadar (intrucit À — 1, si deci | hZ*| — 1 pentru Ge”), a unei functii 
olomorfe in /[*. Integrala din expresia (22) a funcţiei Q (Y) se calculează 
deci cu ajutorul formulei (A.10.1), de unde 


o=- HD ao 50 E E ore 26 
$9 = YR rm UD (26) 





Dimpotrivă, să presupunem acum cá deplasările si tensiunile nu 
sînt mule la infinit. Formulele precedente isi pierd desigur valabilitatea, 
şi soluţia are în acest caz forma (20.10), unde funcţiile o4(7), Yo(%) se 
obţin din formulele (24), (26), dar unde h(c) trebuie înlocuită prin h(a) 
dată de relaţia (20.14), care în problema de față devine 


P m 
ho (6) = h(c) — l + he ir. T 





h — g? 


X a 
— —]n e — aco t — biec; 
AT 


(d, b, au valorile din (10.33), iar e este constanta din (18)). 

Cu titlu de exemplu, să considerăm cazul unui orificiu eliptice liber 
(h(c) = X —0), planul fiind supus la infinit la o intindere P după o 
direcţie ce formează un unghi + cu Ox, Notind cu 3! afixul unui punet 
în noile axe, rotite de un unghi 9 față de axele Oz,z,, obţinem din 
(9.16), (9.20) tensiunile la infinit 


So =S} = P, S-[exp(—2i9)] $! = — [exp(— 219)]P, (28) 


și deci, utilizind (10.33) : 


ai cd => E pena ; [exp (— 2i9)] P. (29) 
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Din (27) căpătăm acum (intrueit c = s 1): 


1 [ol + ha?) "m 
hy( o) ud s pur — e |+ ge? [exp (2i9)]e, 
(30) 
- 1 ho a 
hato) = — peP| 2 e o3) + 9 E + cb [exp (— 2i9d)]o”!. 
Cu ajutorul relației (23) obţinem 
SETE LEMIC (L EAE E MC i...) = 
= — hp PY — al‘; (31) 


de unde conchidem că această funcţie este olomorfá in /[^, cu excepţia 
punctului de la infinit, unde ea posedă un pol de primul ordin. 
Tot astfel, cu ajutorul relației (25) deducem că 
+ 


2g- hY? aA jii 
tü — AG) = (h 4 CMT (13 -AAT HEPI...) 


= MIA (LA +... (32) 


astfel că această funcţie este olomorfá în Ht, cu excepţia originii, 
unde ea posedă un pol de primul ordin. 


Făcind acum uz de (A.10.23), respectiv de (A.10.20), obţinem 
deci 


1 f c(l +h’) de 
h ————————— T -— AU, 
2xi T, h— o? o—} . 
A. i h--c* de h 4 h (1 + h2)% 


mi J,c(1—he)e—t DU) t 1— RY 
8i mai departe, evident, 


1 de 1 ode 
-—— ————— 20, —— — m—— DL. 34 
27i i" cle — t) ' 2r | e=% i PM 


Formulele (24) si (26) scrise pentru funcțiile q,(7), Yo(%) dau aşadar 


(33) 








9st) = A cP [2 exp (2i9) — n], 
(35) 








+A 2 03 
Aa orc EP e 
v (9) Pli ara ries Za 590 (%) 
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astfel că in definitiv, introdueind (35) si (29) în (20.10), avem 


?(6) = cP [t^ + (2 exp (2i9) — HU], 
| (36) 
90) = — = eP| exp (— 219)) 71 + 


" 1 + h* — h [exp (2i9)] — [exp (HORS y 
| 1 — ht? 

Să comparăm această soluție cu cea din problema planului fără 
orificiu, supus aceleiași sarcini la infinit (notată cu un indice i — stare 
iniţială). Pentru aceasta, remarcăm că din (10.32) rezultă (vezi și finele 
$ 16, pag. 458) că avem 

qii (3) = «à; ib (3) = bs, (37) 


de unde, utilizind (18) şi (29), urmează 


1 ! 1 
pf) = TPE AD, E) = — 5 eP [exp (— 2i9)] (17-0. 
(38) 
Diferenţa dintre funcţiile (36) si (38) descrie tocmai perturbarea 
stării elastice a planului, provocată de prezența orificiului eliptic. 
În cazul-limită h = 0 al unui orificiu circular (studiat în (16.25) 
pentru $ — 0) deducem din (36): 
d. za " ! 
g(i) = 2 eP (L7 +2 [exp (213)] 5j, 
^ (39) 
q(0) = —— eP ([exp (— 2i9)]£7* + £ — [exp (2i9)] t°}. 


Celălalt caz-limită (h — 1) corespunde prezenței unei fisuri ree- 
tilinii : 


e (0) =Z 0P (C7 + [2 expii) — 1] 0), 
1 lexp eiaa e (7 
VQ =z erip (— 2i0)] to = Sp OSI 9) C) 


Se poate aprecia uşor efectul prezenţei orificiului eliptic. În acest scop, 
să remarcăm că din (18.6) si (9.160) cbtinem in orice sistem de axe — 
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deci si in coordonate naturale — valoarea Sẹ, — Pp + 99. Întrucit 
frontiera orificiului este liberă, deducem 


pple, = Ple, = 0, (41) 
gi deci 
Ið jv, = 4 Re [p"(0)/w"(0)]. (42) 


Prin urmare, utilizind (36) si (18) deducem (a nu se confunda 
3 si 0!) 


60|, = P Re {[1 — (2 exp (219) — A) exp (2i0)]: [1 — k exp (210)]) 

= P [1 — h! + 2k cos 29 — 2 cos 2(9 + 0)]: [L — 25 cos 20 + h], (43) 
de unde in particular pentru cere (A = 0): 

08|o, = P [1 — 2 cos 2 (8 + 0)], (44) 


şi pentru fisura rectilinie (h = 1): 


00|g, = P [cos 29 — cos 2 (9 + 0)]: [1 — cos 26]. (45) 
Luind 9$ = 0 (sarcină dirijată după Oz), căpătăm din (43) 

Sg, = P [1 + 2h — à? — 2 cos 20]: [1 + A? — 2h cos 20). (46) 

Derivata acestei cantităţi în raport cu 9 contine in factor pe 


sin 20, şi deci se anulează — pentru orice k — pentru 0 = 0 si 0 = z/2. 
Tinind seama de (20), ob(inem valorile 


o pone RE b 
= P |1 2 ——— | = P| 1 +3 —i 41 
(1+ wi a A a 


=— P, 65 





Ë, g, 
In punctul-frontieră 0 = z/2 avem deci, în cazul cercului, concen- 
trarea maximă pentru tensiunea normală : 00 = 3P. Dimpotrivá, in 


cazul fisurii rectilinii avem 08 la-zj = P : sarcina la infinit dirijată după 
direcţia fisurii nu modifică tensiunile normale in vecinătatea acesteia, 

În punctele de intersecţie ale elipsei cu axa Oz, obţinem din (43) : 
00o-o.„ = P [L +h — 2 c08 29] : [L — h] = P [a]b — (1 -- ajb) cos 29]. (48) 


Pentru k — 1 (b = 0), tensiunile devin infinite, oricare ar fi $0. 
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Cele de mai sus constituie exemple simple de studiu a concentrării lensiunilor in proble- 
ma plană. O cercetare detaliată a acestei probleme (incluzind rezultate relative la incovoierea 
plăcilor, la corpuri anizotrope, date experimentale etc.) este dată în monografia lui G. Savin [1]. 

Vezi de asemenea A, Green şi W. Zerna [1], capitolul 8 (şi cap. 9— pentru cazul anizo- 
trop); L. Milne — Thomson [2], 85 6.3 şi 6.4 ; lucrările lui S. Belonosov [3]; E. Burmistrov [1]; 
S. Heler et al. [1]; G. Sapiro [1] — si lucrările mai recente ale lui M. Kikukava [1] — [4] si 
N. Kurdin [1]. Pentru utilizarea de ecuații de ordin superior in teoria plăcilor, vezi B. Pelch 
[1]. Pentru un punet de vedere permitind evitarea apariției de tensiuni infinite in vecinătalea 
fisurilor, vezi indicaţiile din 56.25 pag. 508, Pentru cazul teoriei asimetrice, vezi G. Savin [2], 


$4. 


$ 23. PROBLEMA LUI NEUMANN PENTRU DOMENII MULTIPLU 
CONEXE. ALGORITMUL ALTERNANT GENERALIZAT 
AL LUI SCHWARZ-MIHLIN 


O cale posibilă de rezolvare efectivă a problemelor fundamentale 
pentru domenii multiplu coneze este dată de generalizarea la teoria 
elasticitátii a algoritmului alternant al lui Schwarz. Pentru detalii, vezi 
S. Mihlin [1], $$ 48—53. (Vezi gi indicaţiile din $ 4.4, pag. 135.) În 
cele ce urmează, vom prezenta ideea algoritmului alternant, si o schiţă 
a rationamentului ce il justifică, 


a) Algoritmul alternant 


Să considerăm ca exemplu problema lui Neumann pentru un do- 
meniu mărginit de două curbe simple închise 2, Z, conducind la 
problema la limită 


e(t) + tpt) + pt) = Rt) + Cp tes,(j —9,) (1) 


Presupunind deja efectuată separarea eventualilor termeni multi- 
formi (vezi $ 11, pag. 418), rezultă că funcţiile o, 4 sint olomorfe in Z, 
iar A(t), 4j"U(t) sint uniforme pe Z. Să luăm pentru Început A"(t) = 


Sá admitem acum cá putem rezolva problema (1) pentru domeniul 
simplu conex Zg ; funcţiile lui Kolosov si Mushelisvili obținute pot fi pri- 
vite ca o primă aproximaţie a soluţiei, și vor îi notate cu indici la stinga : 
19(3), „W(3). Cunoaşterea lor permite să calculăm funcţia 


At 19 (t) + fe'(t) -- 19), tei. (2) 


Dacă obţinem astfel A(t) = 0 pe 7, problema (1) este rezolvată. 
Dacă nu, se trece la rezolvarea problemei lui Neumann pentru domeniul 
nemărginit Z7, cu datele la limită ce rezultă din (2). Aceasta duce la 
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determinarea unor funcţii Kolosov-Mushelisvili 49(3), 40(3), iar funcțiile. 
19 — ap, 10 — ab rezolvă evident o anumită problemá Neumann pentru 
domeniul Z cu componenta 7, a frontierei libere, aga cum cere condiţia, 
(1). Dacă în acelasi timp condiția (1) pe 2, rămine satisfácutá, aceasta, 
este soluţia exactă. În general însă, apariţia funcțiilor — ap, — p} face. 
ca (1) (tocmai condiția din care am dedus funcțiile 4g, 0) să nu mai fie 
verificată pe Z Este deci firesc să rezolvăm acum o nouă problemă, 
Neumann cu date la limită ce se obțin calculind 


Jh (t) = ae (t) + tapt) adt) tes (3), 


ois ce conduce la güsireg unor funcţii 3 (3); s4(3). Funcțiile „e — ap + 

39» 1 — ab + a} asigură acum verificarea condiţiei la limită pe ey 
ME pretind o nouă corecție pe F, datorată apariţiei termenilor se, a} — 
si procesul continuă astfel la infinit. 

În determinarea termenilor de ordin par, aşadar cind se rezolvă 
probleme Neumann pentru domeniul Zy, apar termeni constanti pe care 
trebuie să-i neglijăm; aceştia pot fi priviţi ca fiind valorile la infinit; 
ale funcţiilor lui Kolosov si Musheligvili, intrucit, prin ipoteză, nu există 
termeni logaritmici sau polari la infinit. 

Putem renunța acum la presupunerea inițială At) == 0: intr-a- 
devăr, dacă componenta 2, nu este liberă, este suficient să scădem 
din primul membru din (2) funcția A"(t), si lanţul ulterior de ratio- 
namente rámine intact. 


b) Exemplu 


Reproducem aci, cu uncle detalii, un exemplu dat de S. Mihlin [1], $53. Fie o coroană, 
circulară excentrică de raze Jt. A Problema plană corespunzătoare poate fi rezolvată prin. 
metoda seriilor, fácind uz de functia de reprezentare (4.8.3); calculele sint similare celor - 
din $19 (vezi şi $5.18, exemplul e). Ea se pretează însă $1 la utilizarea algoritmului alternant.. 
intrucit soluţiile pentru domenii cu o singură frontieră circulară sint relativ simple. 

Să alegem originea în centrul cercului Sp şi să luăm linia centrelor drept axă Oz, ; cen- 
trul cercului £P, va fi notat eu afixul său d}. 

Pentru problema lui Neumann pentru domeniul Za, avem de utilizat formulele (22.8), 
care, tinind seama de (22.1), se scriu 


1 h(l) 


1 
eq) — p —— d — — h R38 — hs, 
ami ja, i—3 2 (4). 


ul Da roga a - = 
Wp ——q —— d — Rra e — h Ra t 2ha— ho: 
pb Ș 2 

Coefieientii hy, h,, hh, se deduc din (22.9) — (22.11) tinind seama de (22.1) — așadar - 
inlocuind derivarea în raport cu Ñ prin derivare faţă de 3, și inmultind cu Ry la o putere egală. 
cu ordinul de derivare. 
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Pentru problema lui Neumann pentru domeniul £71, vom face uz de soluția problemei 
planului cu un orificiu eliptic, luind e = R} şi A= 0 în (22.18). Întrucit (22.18) realizează 
reprezentarea exteriorului unei elipse pe // ^, va trebui să schimbăm $i sensul de parcurs pe fron- 
tieră. Neglijind constantele neesenliale și revenind la sensul de parcurs direct, cápátám din 
(22.24) şi (22.26) pentru un cerc ZZ, cu centrul în origine 


1 hit 
ari ja t—â 


fi M 
pip -— — —— dt — Rip aL 
mi | 2E — 3 


in rezultatul final, va trebui evident să ținem 
seama şi de formulele (9.15). 

Pentru simplitate, vom admite că componenta 7, 
este liberă, iar Sa este supusă unei presiuni hidrostatice. 
Întrucit pentru orice domeniu supus la o astfel de presiune 
este valabilă soluţia (11.21), prima aproximație va fi 





1 
Fig. 6.23.1 1960) = — T p. i19) 0. (6) 


Inlocuind (6) in (2), obținem h(t) = —pt, valoare ce trebuie introdusă mai departe 
in (5). Întrucit 3 e exterior curbei Z, integrala ce dă (3) este nulă (vezi (A.10.1)). Formulele 
(9.15) arată acum că funcțiile lui Kolosov şi Mushelisvili rămin invariante la o translație. A doua 


formulă (5) se scrie 
1 pt 
vb) = — | ——— dl, 


Ați gut-—à 


sau încă, notind i — a, = T, j- qa: 
4 1 T 
aM — | Ic Mp (7) 


Intrucit T = RŽ/T, si |g — al> R,, de unde |ZI> Ri, avem 


u m 


1 R 1 
"8. ap — t— dT-pay — i ; [ZI 2- Ru (8) 


Zi i IT] = B, T(T — 2) 23i IT| = NI —- 








Dat fiind cà functia 1/T este valoarea la limită a unei funcţii olomorfe in exteriorul cer- 
en ER 
cului de rază R, şi nule la infinit, prima integrală din (8) are (vezi (A.10.2)) valoarea Hj (— 7. n: 
cea de a doua este evident nulă, 


Prin urmare, termenii de corec[ie obţinuţi sint 


39) =0, a) = — p RI G-— 2) (9) 
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Introdueind (9) in (3), si tinInd seama că pe cercul ££, avem m RăH, căpătăm Ait) = 
= —pRit IL RS — (1), valoare ce trebuie introdusă in (4). Prima din aceste formule devine 
i T t dl 1 
ge) pile ——-— a hl. (10). 
2ni | ze, Rott tė 2 





În integrala din (10) intervine valoarea la limită a unei funcţii ce nu posedă poli în ia 
intrucit a, e £y, numitorul integrandului se anulează intr-un punct Kọja; > Ra. Valoarea 
integralei ei este deci dată de (A,10.1): 

1: T i at 3 
~ l) e A —— Em "Er L1 (11). 
ari j æ, Ru — at F| 3 By — 48 

Din (22.10) si (11), derivind în raport cu à și luind apoi 3 = 0, obţinem (după inmultire 
eu Rọ si ținind seama şi de factorul pH?) valoarea hy = — pR] Ra. Cu aceasta, din (10), (11). 
urmează 


1 m i i A 
pG) = — pT PUR RE) KRJ + apani — mg) (12). 


A doua formulă (4) necesită calcularea integralei 


zaf t dt x oj dt 
— p Ri — th P RUE: ——— = m j} Ri —- ——————— e), (13). 
mije, Rp—at t—3 ari Je, tat — 8 


unde am ţinut seama că i = Răi, şi de formula (4.10.2) pentru funcţia 1/(L — am), valoare- 
la limită a unei funcții olomorfe in , si nule la infinit. 

Al doilea și al treilea termen din a doua formulă (4) se obţin cu ajutorul valorilor deja 
calculate agfa) 5i h,, astfel că 


40) = p Ria, [(GRS — ay) Rs — ay]. (14). 


Continuarea calculului nu prezintă dificultăți principiale. 


c) Asupra justijicării algorilmului alternant 


Convergenţa acestui procedeu este in general destul de lentă. De 
asemenea, dificultățile de calcul cresc simţitor dacă £^ are mai mult 
decît două componente. 


Procedeul poate fi utilizat în asociere cu metoda reprezentării conforme; in acest caz, 
problema reprezentării unui domeniu multiplu conex pe un domeniu canonic este deci înlocuită 
cu cea (mult mai simplă) a reprezentării conforme a mai multor domenii simplu conere pe discul 
unitate. Un astfel de procedeu e folosit de L. Solomon si D. Drăghicescu [1] pentru domeniuP 
mărginit de două pătrate cu centrul comun şi laturile paralele. Remarcăm însă că convergenta 
algoritmului este mult înrăutățită dacă funcţiile de reprezentare nu sint destul de exacte. (O- 
astfel de deficiență, neremareată la timpul ei, se prezintă în lucrarea menţionată, datorită utili- 
zării integralei Schwarz-Christoffel; vezi si $ A.8, pag. 755 — 756). 
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Pentru studiul teoretie al algoritmului, calea de urmat este, în linii 
mari, următoarea. Condiţia la limită a problemei lui Neumann se serie 


— a — 


e(t) + te'(t) T vt) == h»(1) T C,, iex, j—0,1,..,m. (15) 


Presupunind termenii multiformi deja separati, vom căuta o(a) 
Ja) sub forma 


W= Y eG» H= Y 5 (16) 


unde fiecare din funcţiile c4), v,(3) este olomorfá in domeniul de indice 
j (aşadar in SF pentru j =0,si in Z; pentruj = 1, 2,... m). 
Să introducem funcțiile 


h,(t) = e, (0 + tot) +9), tez, (17) 


Dacă funcțiile h, (t) ar fi cunoscute, relația (17) ar permite să re- 
zolvám problema lui Neumann pentru domeniile mărginite de cite o 
singură curbă ,, aşadar să determinăm o,, d, $i deci — tinind seama 
de (16) — să seriem soluţia problemei iniţiale, 

Soluția problemei lui Neumann depinde evident de punct, de do- 
meniul considerat, si de valorile la limită corespunzătoare. Putem deci 
serie 





$(3) + 8 qi (3) + (3) — M, [aș A(0], pentru ze 2; sauze Zi, (18) 


unde 3, este un anumit operator ce depinde numai de domeniul mărginit 
de £,, și al cărui aspect se obţine dacă rezolvăm problema Neumann 
corespunzătoare. 

Pe orice curbă Z, avem deci, ca mai sus, 


9, (6 --to;(t) + 4,() =), tez, (19) 


Pe de altă parte, pentru orice indice l j, curba 7, este în inte- 
riorul domeniului #7 (sau Zy), astfel că pe această curbă este valabilă 
relația (18): 


plt) + telt + qt) = M, t; A0] tez, lj. (20) 
Adunind (19) cu toate relaţiile (20), si tfinind seama de (16), cápátám 
e + tet + 0-50 + D R AOL tez, (21) 
Uu 
Dar primul membru din (21) are valoarea (15); aceasta conduce 
la sistemul 


A, + X M [65 0] = BD 4C, te Z,, j, L0 1... m. (22) 
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Problema este redusă astfel la determinarea funcţiilor DR! I) din (22), 
funcțiile À'^(1) fiind cunoscute. 

Posibilitatea de a rezolva sistemul (22) depinde evident de natura 
operatorilor 3M,. Această chestiune a fost studiată de D. Serman (vezi 
S. Mihlin [1]. $ 52). Rezultatul obţinut permite să se afirme că sistemul 
(22) admite alternativa lui Fredholm — $i în felul acesta existența solu- 
tiei decurge direct din teorema de unicitate a lui Kirchhoff. 

Dacă componentele £^, nu sint prea apropiate, sistemul (22) poate 
fi rezolvat prin aproximafii succesive, ea în studiul ecuaţiei lui Laplace 
în domenii multiplu conexe (loc. cit., $ 50). Aceasta impune o tehnică 
de recurenţă și, în ultimă instanţă, sintem conduşi tocmai la felul de a 
rationa din (1)—(3). Pentru domenii dublu conexe, convergenta acestui 
algoritm a fost demonstrată de S. Sobolev [1]. 


$ 24. PROBLEMA LUI NEUMANN PENTRU DOMENII 
MULTIPLU CONEXE. ECUAȚIA INTEGRALĂ A LUI ȘERMAN 


Din cele arătate în $ 18 (pag. 466), urmează că una din dificultăţile 
esenţiale în rezolvarea problemei plane stă în necesitatea de a determina 
funcția a = e(2). Această dificultate devine considerabilă în cazul dome- 
niilor multiplu conexe, caz in care se adaugă si imposibilitatea de a face 
uz in mod direct; de metode de calcul eficace, ca cea a seriilor sau (chiar 
pentru domenii dublu conexe) cea a integralelor de tip Cauchy. 


Există rezultate importante, bazate pe utilizarea integralelor de tip Cauchy pentru de- 
menii multiplu conexe; unele dintre ele duc la rezolvarea problemei în chiar planul à. fără 
a face uz de functia de reprezentare. Problema este amănunţit examinată de N. Mushelisvilf 
[5]. $8 96 — 104, unde se dau rezultatele esențiale în acest sens, datorate lui S. Mihlin, N. Mus- 
helişvili si D. Serman. 


În cele ce urmează, vom expune ideea unei soluţii mai recente 
date de D. Serman [7]. Pentru bibliografia rezultatelor obţinute pe această, 
cale, vezi D. Serman [8]. Vezi încă același autor [9]. 


a) Ecuația lui Serman 


Esenţialul metodei constă in a reduce problema la limità la rezol- 
varea unor ecuații integrale pentru domenii mărginite fiecare de cîte 
una din componentele lui 7. Metoda rámine valabilă si pentru problema 
lui Dirichlet. 

Pentru simplitate, fie că Z este mărginit de două curbe simple 
închise Zo Z, Condiţia la limită are forma (11.7), unde vom, presupune 
constantele C, incluse în funcția h(t). Avem prin urmare : 


plt) + tot) + q(t) = (t, tez. (1) 
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Sá definim numai pe componenta exterioară £^, functia complexă 


hirt » 


e(t) — te'(t) — P0) = alt), te z,. (2) 


Funcţia A(t) este cunoscută. Dacă (t) si p(t) ar fi cunoscute pe 
frontieră, a(t) ar rezulta de asemenea cunoscută. Invers, dacă h(t) si 
alt) ar fi cunoscute, valorile pe 7, ale funcţiilor o, v, ar rezulta eunos- 
cute. Într-adevăr, adunind termen cu termen 
(1) şi (2), obținem: 


«t = — Dt) + a), te s. (3) 


Presupunind funcţiile din (3) derivabile 





in raport eu t, avem gi p'(t) = 5 [A'(t) -+ a'(t)]. 


Fig. 6. 24.1 Seüzind acum termen eu termen (1) si (2), 
deducem 
Ni Lauf l ca d XA! 
qt) = — A [a(t) + ta'(t)] + 7 [A (t) — th], teze. (4) 


Înmulţind relația (3) cu dt/Zzi (t — 3) şi integrind pe 4, avem 





1 ( (t) 1 a 
AS Ly dies —[H A : 
249, C edt UI +A) (5) 
unde 
HG) = zd idt AQ or. I a: (6) 
dnl j e, i—$ 2ni je, t—3 


sint integrale de tip Cauchy, care definesc funcţii olomorfe pe porțiuni 
in Zi si Øy. Utilizind notatiile din (A.11.1) si prima formulă (A.11.9), 
si tinind seama de (3), obţinem mai intii 


1 1 i : 
o (1) =p (0) doleo [H (t)-FA (0) te. (7) 
Să considerăm acum în domeniul Z funcția 


e) — UL, (6) + 4. ()1. (8) 
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Prin definiţie, această funcție este analitică in 2 (dar nu in 2, |): 
în virtutea egalităţii (7), ea poate fi prelungită prin continuitate in 2, 


cu funcţia analitică — = LH (3) + A. (3)]. Prin urmare, funcția 


e — i [H,(0-A.(3h se, 


a (3) = (9) 


2 
-i 


[H.(3)--A (3h ae, 


este definită peste tot in Z7, si evident analitică ; intrucit in 4, ea este 
suma a două integrale de tip Cauchy, rezultă că ea este nulă la infinit. 
Acesta este primul pas al rationamentului, care duce la conside- 
rarea unei funcții x(3) analitice în domeniul avind ca frontieră numai 
componenta F 
Un raționament analog poate fi realizat pornind de la relația (4). 
Fără nici un calcul, se vede că (4) se obţine din (3), dacă inlocuim 


a(t) prin — [a(t) + ta'(t)], 











i (10) 
h(t) prin [h (1) — t À'(t)]. 
În loe de (6), vor apare acum funcţiile 
G (3) = EA ^( UY (0 dt, B(3) — — m QUTD dt, (11) 


care permit — analog eu (9) — să definim o funcţie 
1 m | 
v (8) — 9 [G, (3) -- B. (s) 5e, 


B) = 1 (12) 
> 9 [G (3 + B (3h 3e2;, 
analitică in Z7, si nulă la infinit. 
Cu aceasta, putem trece la utilizarea datelor de care dispunem 
pe Zi. Întrucît din (9), (12) urmează că in Z avem 


p (3) = a (3) e L Ur (3) + A, (3)]b 


— 


+ (a) = B (a) +— IG; (2 + B, (3)), (13) 


" e| 


p' (a) = a' (3) + ^ [H (5) + A', (], 
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condiţia (1) scrisă într-un punct oarecare t, de pe 4, devine 


a (5) -- 1 a^ (1) + Bt) = 





1 à TES 
= hU(G)— 0 LH, (5) + tH, (8) + G, (5h)] — 


1 : — 


astfel că problema determinării funcţiilor «(3), B(3) este echivalentă cu 
o problemă Neumann pentru domeniul infinit #7. Dificultatea stă acum 
în faptul că în membrul al doilea din (14) apar si funcţiile necunoscute 
A, 8 B,, care depind la rîndul lor (sub o formă integrală) de funcția 
necunoscută a(t) de pe Fp- 

Să explicităm ultima paranteză din (14). Avem pe rind 


-zaf alt) BE iid ali) dt 
åri UR 3 dri PETET 


1f a(t)-4 tatt), 
; ——Á di o 
pur b i—1 = Ala e [—. : + 


l1 sd.h8 14 PE 


—— (d 


dri | e, (t— 1) frijz, Es 











at 
ti 


Integrind prin părți in ultima integrală de mai sus, presupunind 
cá alt) este uniformă (ceca ce este întotdeauna admisibil — vezi (11,7) — 
(11.11)), şi grupind cu penultima integrală, deducem, după calcule ele- 
mentare : 


: aa ae 
— 5 [A (t) + tu 45 (5) + B. (t)] = 


1 —— a pet 
icu. m dt =] + i ma S. — (315) 





Dacă funcția a(tj, toe Fa, ar fi cunoscută, atunci a(3), B(3) s-ar 
obţine rezolvind problema (14); soluția acesteia are deci forma 


a (3) = a [a (ta); àb BG) = B [a (to) à] toe Zo. (16) 
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În acest caz, funcțiile lui Kolosov şi Mushelisvili se scriu eu ajutorul 
formulelor (13), în care introducem (16), iar însăşi funcția a(t) din (2) 
se obține sub forma 


alt) — alt) + - CH, (D +A wta 0+3 Ht) + iq «| 


TERT I —= l ———— 
-|F T9. (t) + o 5). 


sau încă, explicitind şi înlocuind t prin t, pentru a lăsa lui t rolul de 
variabilă curentă de integrare : 


a (to) = a [a (to), to] — to az, [a (to); to] — B [a (to); to] + 


dt 4- 





s (t) did | f h (t) 
di Tau (t * Ani ] 2, (it 


i4 KDF s, 1f sta, 
dri Fa 





t == to Ani ija Fi t — ts 
"e om si? ICE WO dr. (17) 
dni Je (t — t)? dni i 


Cele trei integrale ce depind de h(t) sint funcţii cunoscute. Să 
grupăm cele două integrale în care apare a(t); să integrăm prin părți 
în integrala ce conţine a'(t), tinind seama că í a(t) este uniformă, şi să 
adunăm cu cealaltă integrală în care apare a(t); să revenim în inte- 
gralele ce depind de A(t) la notaţiile din (6) şi (11); după calcule 
elementare, (17) devine 


a (to) = a [a (to), to] — to o [a (to), tol — B [a (to), to] + 
ZEH, (t9 — ta Ei) — 6, (1 + 


1 t—t 1 — .1—lt | 
+ —b a(t,dIn ——? + — a(t) d —23, 18 
i (te) din € to a. (t) Eb eu 


Acl EA 
aşadar o ecuație integrală pentru funcția a(t), unde t, tye Ze. 





ums 
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b) Asupra metodei de calcul efectiv 


Conducerea efectivă a calculelor prezintă dificultăți importante. 
Vom schița aci numai linia mare a tipului de raționament folosit de 
Serman si colaboratorii săi, în lucrările în care această metodă este 
folosită pentru rezolvarea de probleme concrete. 

Fie de pildă cunoscută funcţia 


à = oo (Ñ) (19) 
care reprezintă conform domeniul 2, pe exteriorul H7 al cercului uni- 
tate y din planul č. Dacă curba 7, este de clasă cel puţin C?, atunci 
relația (19) rămine valabilă pe frontieră : 


t = w (0), s € y, 20) 


iar dt se obţine de aci prin diferenţiere (vezi $ A.6, pag. 730). 
Prin urmare, orice funcţie c(t) dată pe 7, poate fi scrisă 


e(t) zz 0” | = oy ei o^, (21) 
Ec — o 
unde coeficienții e; sint cunoscuţi prin intermediul lui e(t) şi e (c). 
Acest raţionament rămine valabil pentru funcțiile A(t) si a(t) de 
mai sus. Ín particular, a(t) devine astfel 


a(t)z&a*(c) — Y, atc, (22) 
b=- w 
unde a; urmează a fi determinaţi, în timp ce h; sint cunoscuţi odată 
cu A(t). 
Integralele de tip Cauchy din (6) şi (11) devin integrale Inate pe y, 
asadar expresii ce depind in ultimă instanţă de hë si aj. 
Dar pentru 4 e Zf, putem serie întotdeauna 


| k —1 [415 
if 047.459, 5] a- 4, e 
2rzlj]et—$ 2mi Ja, t—3 

asadar o funcție în principiu cunoscută in £y. Acest raționament per- 
mite să ealeulám integralele din (6), (11) gi în interiorul curbei a, obti- 
nind astfel expresii ce depind de coeficienții cunoscuţi h}, de coeficienţii 
necunoscuţi a; şi de funcțiile cunoscute Wy. 

Prin urmare, soluţia problemei la limită (14) poate fi acum scrisă 
prin intermediul coeficienţilor a; ; în particular, aceasta este intot- 
deauna realizabil dacă cunoaștem funcția 


care reprezintă conform domeniul 2, pe exteriorul //^ al cercului uni- 
tate y. Dependenţa din (16) este astfel explicitată, și problema este 


redusă la rezolvarea efectivă a ecuaţiei (18) — ceea ce conduce in gene- 
ral la un sistem infinit de ecuaţii algebrice liniare pentru coeficienţii af. 
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Obţinerea efectivă a soluţiei depinde la rindul sáu de posibili- 
tatea de a rezolva acest lanţ de probleme. Exemplele studiate pină azi 
par să arate că metoda e rapid convergentă, şi in particular utilá in 
studiul concentrărilor de tensiuni pentru componente ale frontierei apro- 
piate în anumite porţiuni ale lor. 

În unele din lucrările citate în articolul mai sus amintit (si de altfel 
chiar în articolul initial al lui Serman), metoda este aplicată cu succes 
şi la studiul problemelor incovoierii şi torsiunii — unde soluţia depinde 
de o singură funcție analitică de determinat. 

Metoda a fost generalizată la cazul tridimensional de către P. 
Perlin [1]. 


$25. ALTE METODE ȘI PROBLEME 


Lipsa de spațiu ne obligă să dám numai scurte indicații asupra altor teme — uneori 
mai puţin elementare — referitoare la problema plană. 

a) Domenii. semiinlinite.. Prezintă deosebit interes considerarea unor domenii mărginite 
de curbe deschise, cu capetele aruncate la infinit (domeniu de tipul semi-planuluj), cu sau fără 
orificii. Punctul de plecare în studiul lor îl constituie problema semi-planului elastic, cu uti- 
lizarea reprezentării conforme. Tehnica integralclor de tip Cauchy este ușor aplicabilă aci, 
formulele din cazul reprezentării conforme pe discul circular gásindu-si imediat analogul. 
Pentru detalii, vezi N. Mushelisvili [5], $$ 90— 95 ; vezi şi A, Green şi W. Zerna [1], $5 8.6— 8.11, 
M. Haimovici [1], $816.2—16.5; L. Milne-Thomson [2], capitolul 4. 

b) Eeunţiile integrale ale problemelor lul Dirichlet şi Neumann. După cum am spus in 
$ 20, pag. 481, studiul ecuaţiei lui Mushelisvili poate fi redus la cel al unor ecuaţii de tip Fred- 
holm, cu nucleu nesimetric. Aceste ecuaţii sint însă utilizabile numai pentru domenii reprezen- 
tabile conform pe un disc, si ele nu pot fi scrise efectiv decit dacă funcția de reprezentare este 
cunoscută, 

S. Mihlin [1], $8 42, 43, a obţinut ecuaţii integrale utilizabile si pentru domenii multi- 
plu conexe — legate totuşi de necesitatea cunoașterii funcţiei lui Green a domeniului considerat. 

Ulterior, N. Mushelisvili [5], $98 a stabilit ecuaţii integrale de tip Fredholm valabile 
pentru domenii multiplu conexe, în care intervin direct datele la limită pe frontiera domeniului 
initial, si care nu pretind cunoaşterea funcţiei de reprezentare pe vreun domeniu canonic. 
L. Magnaradze (vezi lucrările sale In bibliografia la N. Mushelişvili [5]) a demonstrat că aceste 
ecuaţii rămin utilizabile și pentru frontiere cu puncte unghiulare (care nu sint puncte de Intoar- 
cere); in acest caz, integralele trebuie înţelese in sensul Radon-Stieltjes. 

În fine, D. Serman [1] — [4] (vezi S. Mihlin [1], $56; N. Mushelisvili [5], $101) a 
stabilit ecuații de o formă apropiată de cea a ecuaţiilor lui Mushelisvili, dar impunind conditii 
mai slabe funcțiilor necunoscute, Aceste ecuații corespund variantei plane a ecuațiilor lui 
G. Lauricella [3] — [5] — dar sint obținute pe o cale mult mai directă, si îşi păstrează valabili- 
tatea si pentru domenii multiplu conexe. 

c) Problema eonjugürii linlare. În 817 am văzut că problemele fundamentale pentru 
domenii cu frontiere circulare pot fi abordate cu ajutorul unui proces de prelungire analitică a 
funcției D (4) prin porțiunile libere ale frontierei. Acesta constituie un caz particular al proble- 
mei conjugării liniare (sau incă: problema Riemann-Hilbert) care constă in construirea unei 
funcţii olomorfe pe porţiuni, definite în planul cu o tăietură în lungul unei linii S, — dacă este 


cunoscută o relaţie liniară între valorile Ja limită ale funcției de o parle și de alla a acestei 
linii. Problema este amănunţit studiată dintr-un punct de vedere general-teoretie de călre 
F. Gahov [1] și N. Mushelisvili [3] (vezi în special cap. 2); pentru aplicațiile nemijlocite la 
teoria elasticilăţii vezi A. Green şi W. Zerna [1], capitolul 8; L. Milne-Themson [2]. capitolele 
3—6; N. Mushelisvili [5], capitolul 6 

Spre deosebire de metoda seriilor si de meloda integralelor de tip Cauchy — care 
permit rezolvarea efectivă sau cel puţin studiul teoretic al problemelor lui Dirichlet si Neu- 
mann — studiul problemei conjugării liniare rămine meloda de elecție a problemei mizle 11). Pen- 
tru indicaţii critice si bibliografice, vezi si z Goodier [4], $5. Printre lucrările inspirate de 
această metodă, vezi V. Buchwald [1]. [2]; G. Mandjavidze [1]; C. Stănescu [2] etc. 

Dinlre problemele majore ale elasticităţii plane, cea a confuciniui corpurilor elastice 5i 
cea a fisurilor sint abordabile tocmai pe această cale. 

În legătură cu problema de contact, vezi L. Galin [4] (inclusiv pentru corpuri anizol rope ; 
pentru acest ultim caz, vezi si numeroasele lucrări ale lui J. Brilla, de exemplu [2]; G: Mand- 
javidze [2]); A. Green si W. Zerna [1]. $$8.11—8.14 ; L. Milne-Thomson [2]. capitolul 4; 
N, Mushelisvili [5], capitolul 6, partea a doua. 

În ce priveşte studiul problemei fisurilor (este vorba de tisuri în corpuri casante — așadar 
fără trecere în stadiul plastic), punctul de pornire a fost constituit de o ipoteză a lui S. Hristia- 
novici: condiţia ca tensiunile la capetele fisurii să rămină finite — analogă cu condiţia cunos- 
culà din aerodinamică asupra finitudinii vitezelor la bordul de fugă al unui profil angulos, 
Rezultate majore in acest sens aparțin lui G. Barenblatt [1]— [3] (cu indicaţii asupra lucrä- 
rilor lui G. Cerepanov, F. Jeltov, H. Salganik cele.) Vezi încă I, Babit ṣi A. Kaminski [1]; 
A. England şi A. Green [1]; V. Entov si R. Salganik [1]; L. Kacianov [2]; V. Panasiuk 
[1] — [3]. Pentru teoria clasică, vezi A. Green şi W. Zerna [1], $8 8.15 —8.17. 

d Metode operaționale. Ua cu totul alt punct de vedere constă din utilizarea metodelor 
operaționale, bazate pe Lransformalele Fourier, Laplace, Mellin etc. Acestea se dovedesc extrem 
de eficace in problema contactului, a fisurilor etc., si prezintă avantajul de a putea fi extinse 
la cazul tridimensional. Un bogat material în această direclie e dat de I, Sneddon [1]. cap. 9 
(vezi si cap. 10, pentru problemele cu simetrie axialà, înrudite cu cele plane). Vezi incă L. 
Sneddon [2] (pentru aparatul matematic) si [3] (pentru unele puncte de vedere mai recente). 
În liniile sale mari, metoda e prezentată de I. Sneddon si D. Berry [1], capitolul C. partea a 
V-a. Numeroase rezultate noi aparţin lui I. Uiliand [2], capitolele 1 si 3—6 (bandă, lamelă, 
pană, incovoierea plăcilor), şi [3]. 

S. Belonosov [2] a propus o metodă care asociază punctul de vedere al teoriei inte- 
gralelor de tip Cauchy cu cel operational, reducind problema (pentru domenii simplu si 
dublu conexe) la studiul unor ecuaţii integrale de tip Fredholm cu nuclee simetrice, și care pot 
[i utilizate si în prezența de puncte unghiulare pe frontieră. Metoda îngăduie atit demonstrarea 
de teoreme de existenţă, cit si obţinerea de algoritme de calcul efectiv. 

c) Observaţie finală. Toate aceste metode sint departe de a [i limitate la studiul pro- 
blemelor plane si antiplane ale elaslostalicii liniare a corpurilor omogene si izotrope. Ele sint 
deja larg utilizate in studiul problemulor tridimensionale (vezi mai jos indicațiile din § 7.1, 
pag. 510 —511) ; in studiul corpurilor anizotrope (S. Lehnitki [1]. [2]) ; în teoria neliniară a elas- 
ticității (vezi de ex. A, Green si J, Adkins [1]; vezi încă D. Carlson si R. Shield [1]. etc.) ; in 
teoria plasticitálii (vezi lucrările lui D. Cercpanov [1] — [3]; s$.2.m.d.). Pentru alte domenii, 
unde cercetarea este într-un stadiu mai puţin evoluat, a se revedca indicaţiile cin $ 7, peg. 391. 


1) Pentru metodele numerice de studiu ale problemei mixle, vezi M, Diugaci [1]. 


CAPITOLUL 7 


PROBLEMA TRIDIMENSIONALĂ. STUDIUL ECUAȚIILOR LUI LAMÉ 


§ 1. GENERALITĂŢI 


În $$ 4.8, 4.10 și 4.12, au fost puse în evidenţă două fapte esen- 
tiale: caracterul eliptie al ecuaţiilor lui Lamé statice si caracterul bi- 
armonic al componentelor stării elastice. Aceste rezultate deschid două 
căi posibile de studiu al ecuaţiilor lui Lamé : 

a) studiul lor ea ecuaţii de tip eliptic — asadar posibilitatea de a 
construi o teorie a elasticității după modelul teoriei ecuației lui Poisson 
sau Laplace; 

b) studiul soluțiilor lor ea funcții reprezentabile, datorită teoremei 
lui Almansi, prin potenţiali armonici. 

Analiza problemelor plană și antiplană se subsumează, în prin- 
cipiu, celui de al doilea dintre aceste puncte de vedere. Dimpotrivă, 
studiul problemei tridimensionale nu mai beneficiază direct de posibili- 
tátile teoriei funcțiilor complexe, si obligă la abordarea directă a ecua- 
tülor lui Lamé, care se dovedesc in acest caz mai utile decit ecuaţiile 
in tensiuni. 

Avertizám că aceste raționamente sint valabile numai pentru corpuri 
izatrope si omogene, in teorie liniară. Totuși, primul din punctele de 
vedere de mai sus (si într-un anumit sens si cel de al doilea), e sus- 
ceptibil de importante generalizări. 

Amintim aci forma generală (4.8.7) a ecuaţiilor lui Lamé 


Au + (1 — 2v) grad divu + u^ F = 0, (1) 

și condiţiile la limită (4.2.1) gi (4.2.2): 
ul, — 9, (2) 
a (u)],, = f. | (3) 


Întrucit intenţionăm să abordám sistemul (1), este necesar ca si 
condiția (3) să fie explicitatá prin intermediul lui w. În acest scop, vom 
face uz de legea lui Hooke (3.3.18), unde vom da în factor 2u, si vom 
(ine seama cà din (3.1.16) urmează 2/2u = v/(1 — 2s) ; aceasta duce la 

G,, Ss 2p [£ + v(1 e 2 v) ! 03, ]. (4) 

Introdueind (4) în relațiile lui Cauchy (2.3.3), căpătăm 

6, = 2p [emn + «(1 — 2v) !m,div u]. (5) 
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In al doilea termen din (5) apar evident componentele vectorului 
2uvw1 — 2v)"'ndiv u, (6) 


dirijat după normală. În ce priveşte primul termen din membrul al 
doilea, din ecuaţiile geometrice (4.11) avem pe rind 


L 
(u,, zx 4, i) n, u- 9 (tja t M, .) n, T Wij n,, (T) 


unde ultimul termen este derivata normală a funcţiei w,; prin urmare, 
din (5) se separă şi componentele vectorului 


PATET - (8) 


În fine, primul termen din expresia finală din (7) este alcătuit 
din componentele vectorilor n şi rot u; după calcule elementare, dedu- 


cem că in (7) apar componentele lui La xrotu. Tinind seama si de 


(6) si (8), obtinem in definitiv 
a (u) = 2u [va — 3v) n divu + Zn x rotu -+ ua: (9) 


Pentru studiul problemei lui Dirichlet vom pástra deci condiția 
la limită (2), în timp ce în problema lui Neumann trebuie să introducem 
(9) in condiția (3). 


Capitolele ce urmează sînt consacrate studiului problemei tridimen- 
sionale. Aci nu mai dispunem de un analog eficace al reprezentării 
conforme, astfel că rezultatele obținute pentru domenii canonice (bulă, 
semi-spațiu) nu sint nici înrudite între ele, si niei nu pot fi ,,transerise" 
pentru domenii mai generale. Aceasta obligá la studiul separat al diferi- 
telor tipuri de corpuri, si justifică situația actuală, cînd masei de soluţii 
relativ unitare de care dispunem în cazul antiplan şi plan, i se opun 
in cazul tridimensional puţin numeroase probleme, rezolvate cu metode 
relativ disparate. Tocmai aşa se explică faptul că, chiar în tratate de 
prima mină, spaţiul acordat problemei tridimensionale este in general 
destul de redus. 


Menţionăm încă unele incercári de extindere a melodelor teoriei funcțiilor complexe (si 
hipercomplexe) în studiul problemelor tridimensionale : lucrările lui A. Alexandrov și ale 
colaboratorilor săi I. Soloviev şi V. Volpert (vezi de ex. A. Alexandrov [1]); I. Arjanlh și B. Bon- 
darenko [1]; S. Bergman [1]; M. Misicu [2]; V. Mossakovski [8]; M. Nedelcu [1]; E. Obo- 
lasvili [1]; Tang Li Min şi Sun Hwan Chun [1]. 

O metodă ce-şi păstrează validitatea în principiu intactă In problemele uni-, bi- sau 
tridimensionale, este metoda operațională, bazată pe utilizarea a diferite Lransformáüri integrale 
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(Fourier, Laplace, Mellin, Hankel etc.). Aparatul matematic corespunzálor este expus în deta- 
liu de I. Sneddon [2], si pe larg folosit de acelaşi aulor in [1]. Vezi de asemenea I. Sneddon 
şi D. Berry [1], $$64—66; I. Ufliand [2] (eu numeroase aplicaţii) şi [3]; L Sneddon [3]. 


Capitolul de față este consacrat studiului ecuațiilor lui Lamé din 
punctul de vedere al legăturii lor cu ecuația lui Laplace, și al unor 
metode generale de integrare. În capitolul 8 va fi prezentată problema 
bulei, iar in capitolul 9, cea a semi-spafiului. În fine, in capitolul 10 
va fi studiată una dintre problemele eu vaste implicaţii: contactul 
corpurilor elastice. 

Toate acestea poartă numele de „probleme clasice” ale teoriei elas- 
lieitátii. Forma geometrică a corpurilor considerate nu mai îngăduie nici 
o simplificare de tipul celor admise de rezistenţa materialelor, si aceste 
probleme — ea și cea plană — nu pot fi cercetate decit cu ajutorul metode- 
lor exacte ale teoriei elasticităţii. Toate aceste probleme vor fi examinate 
aci în varianta lor tridimensională — deși există gi variante plane ale lor 
(de exemplu problema semi-planului, sau cea a contactului plan). Indi- 
caţii asupra problemelor clasice sint date de A. Love [1], capitolele 7,8, 
10, 11; E. Trefftz [3], capitolul 10. 


Printre problemele clasice de care nu ne vom ocupa aci, notăm încă problema 
corpurilor axial-simelrice, problema paralelipipedului elastic, si altele. 

Pentru problemele cu simetrie axială, vezi articolul de analiză al lui B. Abramian si 
A. Alexandrov [1]; apoi A. Alexandrov [1] (cu generalizare la cazul absenței simetriei); 
N. Arutiunian si B. Abramian [1] (eu aplicații speciale la problema torsiunii); M. Belenkii 
[1] (ca si la A. Alexandrov, în strinsă conexiune cu problema plană); 5. Belonosov fi]; 
V. Cemeris [1] (funcții p-analilice) ; A. Lurie [4], capitolele 6 şi 7 (bulă, și cilindru circular 
solicitat pe suprafala sa laterală); G. Polojii [1], [4] (probleme de torsiune și Incovoiere, 5i 
aplicaţii ale teoriei functiilor p-analitice); H. Poritsky [2] (torsiune); I. Sneddon [1], capi- 
tolul 10; K. Solianik-Krasa [1] — [3]; I. Ufliand [2] (transformări integrale); G. Valov 
[1], [2]; V. V. Vlasov |1]. Pentru chestiuni mai simple de tip axial-simetrie, vezi S. Timos- 
henko si J. Goodier [1]. capitolul 13. 

Problema paralelipipedului a fost propusă de G. Lamé [1]; ea a fost reluată de B. Bon- 
darenko [1]. [2]; M. Filonenko-Borodici [2] (metode aproximative); K. Hata [1] (metode 
operaționale); P. P. Teodorescu [1] (care demonstrează că sistemele de ecuaţii liniare obtinute 
pornind de la soluţia lui l.ame sint complet regulate) si [5] (diferite domenii de tipul paraleli- 
pipedului cu fete aruncale la infinit). 


Studiul teoretic al ecuaţiilor lui Lamé poate fi pus în strinsá conexiune 
cu eel al ecuaţiei lui Laplace. În acest sens amintim mai întîi lucrările 
lui E. Betti [1], 0. Tedone [1], care studiază ecuaţiile lui Lume puse sub 
forma 


A lu -+ Ža- N 'ædivu]| = 0, 


În felul acesta, problema este redusă la integrarea celor trei ecuaţii Leplece ce mai sus, 
plus ecuaţia care arată că div u este de asemenea armonică. Aceasta permite utilizarea dircetă 
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a rezultatelor teoriei potențialului. Totuşi, metoda conduce nu în mod nemijlocit la cuncagte- 
rea componentelor deplasării, ci la cea a mărimilor div u şi rot w. Atit Betti clt si Tedone studiază 
problema semi-spatiului, a domeniului mărginit de două plane paralele, a bulei, a domeniului 
mărginit de două sfere concentrice. O expunere rezumativă a acestor rezultate, inclusiv indi- 
catii bibliografice, este dată de A. Love [1], cap. 10. Vezi de asemenea M, Haimovici [1], cap. 
12 şi 413.3; I, Sneddon şi D. S. Berry [1], $$61—63. 


Lucrári recente aflate sub o formă sau alta in conexiune cu studiul 
ecuației lui Laplace aparţin lui J. Bramble [1]; J. Bramble şi L. Payne 
[6]; J. Diaz şi L. Payne [1]; G. Grioli [1], [3]. 

Printre problemele generale de mare importanță notăm aci chestiu- 
nea evaluării marginilor pentru deplasări, tensiuni, energia de deformație, 
in funcţie de datele problemei, — şi pe cea a concentrării tensiunilor. 


În ce priveşte chestiunea marginilor, vezi G. Adler [1]. J. Diaz $i H. Greenberg [1], 
G. Fichera [4] (margini in problema lui Dirichlet); G. Grioli [3], capitolul 6 (margini pentru 
tensiuni) ; J. Bramble si L. Payne [4], M. Slobodianskii [3], [4] (margini pentru tensiuni şi 
pentru energia de deformatie); K. Washizu [1]; vezi de asemenea G. Colombo [1], G. Grioli 
[2] (margini pentru tensiuni in problema anti-planá); C. Maple [1], L. Payne si H. Wein- 
berger [1], [2] (margini pentru soluţiile unor ecuaţii de tip eliptic). Aceste rezultate se obțin 
fácindu-se uz de reprezentări prin intermediul matricei lui Green (vezi mai jos § 12), sau incă 
prin metodele lui W. Prager si L. Synge, citate în 44.4, pag. 136. 

Cu referire la studiul concentrării tensiunilor, a se revedea indicațiile din $ 4.2, pag. 127 ; 
exemplele tratate in capitolele 5 si 6; lucrările citate în $6.22, pag. 496. Indicám incă punctul 
de vedere a lui I. Babuska şi J. Kautski [1], și studiul concentrárilor de tensiuni In veciná- 
talea unsi frontiere cu rugozitáti, realizat prin mijloace probabilistice de câtre V. Palmov 
[1] — [3]. Menţionăm aci si o concluzie generală la care se ajunge In studiul concentrárilor 
de tensiuni: caracterul lor mai puțin important și mal localizat in cazul tridimensional, in 
comparație cu variantele plane respective (vezi exemplul de la finele $8.6, pag. 584). Acest 
(apt se explică intr-un mod asemănător cu cele spuse referitor la principiul lui Saint-Venant 
in cazul plan (vezi $6.11, pag. 421); vezi și mai departe $ 10. 


Pentru studiul problemei tridimensionale, vezi încă indicaţiile date 
de I. Sneddon si D. Berry [1] (eap. D), E. Sternberg [4], G. Sapiro 
[2]. Pentru problemele dinamice, a se revedea finele $ 4.12, pag. 163—164. 


$ 2. DESPRE STUDIUL ECUAŢIEI LUI POISSON 


Vom aminti aci unele fapte privind studiul celei mai simple ecuaţii 
de tip eliptic — ecuația lui Poisson. Acestea vor fi utile in studiul ecuati- 
ilor lui Lamé, pe ambele linii menţionate la începutul $ 1. Pentru detalii, 
vezi de pildă R. Courant [1], capitolul 4; E. Goursat [2], capitolele 27 si 
28; C. Iacob [5], capitolul 3; V. Smirnov [2], volumul 2, 8 7.4; A. Tiho- 
nov și A. Samarskii [1], $88 4.2 —4.5. 
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Vom nota!) coordonatele carteziene cu £, Y, z Sau 4j, Xa, v4, lar ver- 
sorii axelor, eu $, j, k sau i,, ia i4. Amintim expresiile operatorilor : 


srad] = XJ =], (1) 
div F = MV F — Y; 3 (2) 
Af = V-I fS fay (3) 


Dat fiind că avem pe rînd (n.:grad) f = (n;i) (ifi) = n;f;, opera- 
torul de derivare normală se poate serie si sub forma 


f, = (n-grad) f = (n: 7). (4) 
Trecînd la coordonatele sferice definite de relaţiile 
xz, = Rsin0coso,  x,-— FKsinOsing, f= cos, (5) 


sau încă de relaţiile inverse lor 
R=Vâ+aă+, 0 = arotg [ai + ij], p = aretg(zQ/2), (6) 
obținem după calcule elementare expresiile : 
a = Bint cos ef, + E ! cosücospf, — R` (singjsinb) fy, 
fa = sin sing fp + R !eos0sino fa + E 1(cosg/sin 0), (1) 
fa = 005 0f a ix R^ tsini fe, 


ceea ce permite să transeriem (1)—(4) în coordonate sferice. În particular 
avem 


Af — R^? [(R^ f e)a + (8in0) t (sin fe) + (sin 0) ? f... ]. (8) 


Pentru transcrierea operatorilor diferentiali analogi celor de mali sus 
în diferite sisteme de coordonate curbilinii, inclusiv pentru utilizarea lor 
in teoria elasticitäții, există o vastă literatură. (Vezi indicaţiile din § 4.1, 
pag. 121). 


a) Formule integrale 


Formula lui Gauss-Ostrogradskii : date fiind trei funcții U, e 0%) 
intr-un domeniu mărginit 7^, a cărui frontieră S este alcătuită dintr-un 
număr finit de suprafeţe ce posedă o arie (vezi $ 1.1, pag. 34), avem 
relația 


W U;;àV = J U;n,d8, (9) 


y P 
unde n; = cos (n, 2;), iar n este normala extericará la F. 


1) Orice exageralie puristă duce la complicaţii, si ar fi greu să scriem majoritatea relațiilor 
din capitolele 9 şi 10 In coordonate r,, as Xa, (Vezi de ex. mai departe pag. 5257; cap. 10 pag. 
669; ete). 
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Formula rămine valabilă dacă funcţiile U, posedă derivate parțiale mărginite si inte- 
grabile în Z^. Pentru cadrul ei de valabilitate, vezi şi indicaţiile de la finele $A,3, pag. 701. 
În cazul plan, (9) ia forma (4.3.18) sau (A.3.10). 


Prima formulă a lui Green: date fiind functiile u, ve CY), avem 


W vAudV = — W (grad 4- grad ve) dV + i vu dS. (10) 
p y > 
A doua formulă a lui Green : Luind u = v, obţinem din (10) : 


{l uAvdV = — (d (grad wav wu. 48. (11) 
UR u y grad w)*c Mw € 


A treia formulă a lui Green : intervertind in (10) funetiile w gi e și 
scázind termen cu termen (10) din relaţia astfel obţinută, avem 


WM (up — v^u) dV =|| (ut, — vu) ds. (12) 
* F 
Formule de acelaşi tip se stabilesc si în cazul plan, pentru domenii 
Zi mărginite de curbe frontieră netede pe porţiuni. 
Toate aceste formule se generalizează ugor pentru domenii nemăr- 
ginite, dacă w, v sint regulate la infinit, adică verifică (în £4) condițiile 


lim Rifi< C, lim R?|grad f| « C, (13) 
ee R= on 


(C = const.) (Vezi de ex. A. Tihonov si A. Samarskii [1], $ 4.2, pet. 8.) 

Subliniem că formulele lui Green nu se referă la proprietăţi ale func- 
țiilor u, v— ci la proprietăţi ale operatorului lui Laplace $i ale oper atorilor 
grad si (n-grad), asociaţi acestuia prin intermediul relaţiilor (10)—(12). 





Fig. 7.2.1 Fig. 7.2.2 


În cele ce urmează, vom avea de repetate ori de considerat puncte în 
Y^, pe care le vom nota æ sau E. Punctele situate pe 7 se vor nota a 
(gi încă ë, în special pentru puncte curente de i ED Pe 5? se consideră 
întotdeauna normala exterioară, notată cu m. 
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Gt 


Vom folosi notafiile 


E E 
R =2—ë, BR,—z,—£, R=|R|= | Y (z, — E)*, 
m E TE (14) 


p = (n, — R), Po = (n. — Ry). 


Prin urmare, R este vectorul de la £ la a, iar R este modulul sáu. 
(În (5), (6) avem desigur £ — 0.) Unghiul 9 este unghiul dintre normala m 
în punctul ë şi vectorul —R de la æ la £ (vezi si mai departe, pag. 518). 

Este uşor de văzut că funcția R` verifică ecuaţia lui Laplace in ra- 
port cu variabilele z, (cu excepţia punctului £), sau încă verifică ecuația 
lui Laplace în raport cu variabilele £, (cu excepţia punctului x). Mai 
precis, se poate arăta că 


ARI = — 4n85(a — Ë), (15) 


unde (æ) este functia lui Dirac în £4: (2) = S(x]; Lə, 24). (Vezi I. Ghel- 
fand si G. Silov [1], volumul 1, $ 1.2, pet. 3; $ 4.1, pet. 5.) 

Privind valorile funcției RR! in punctul æ ca descriind efectul unei 
anumite acțiuni mecanice in £, vom numi pe primul din aceste puncte, 
punct de observaţie, iar pe cel de al doilea, punet de sursă. Rolurile acestor 
puncte pot fi intervertite. 


Funcţia 
f(x; E) = 1Anz R (e; E) (16) 


se numeşte soluția fundamelală 2) a ecuaţiei lui Laplace (in £). Factorul 
1/47 este un factor de normare : prezenţa sa arată că f(x; E) descrie o 
acțiune concentrată unitară în £ (compară (15) şi (16)). Astfel de pildă, 
funcția (16) poate fi privită ca potential al vitezelor în mişcarea irotatio- 
nală a unui fluid ideal, în prezenţa unui izvor de intensitate unitară. 
În cazul plan, rolul de soluţie fundamentală este luat de funetia 


fie; €) = (1/27) In [1/ & (a ; 8)]. (17) 


Întrucit aceste functii depind numai de diferența a —£, orice supra- 
punere de acţiuni descrise prin intermediul lor, poate fi exprimată printr-o 
convolutie (vezi $ A.2, pag. 690). 

Pentru a scrie formula (12) pentru o funcție ue C*(»^) şi functia (16), 
trebuie să izolăm punctul singular a = £, şi să caleulăm integrala de su- 
prafatà pe 2^, plus aceeaşi integrală luată pe o suprafață S, care contine 
in interior punctul x — £, de exemplu o sferă S(£, e); integrala de volum 
urmează a fi calculată in domeniul 7” — B., unde B, e bula mărginită de 


*) Din punctul de vedere al unei teorii generale ar fi mai corect să atribuim expresiei (16) 
semnul minus. 
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5,. (Compară cu raţionamentele care au condus la (A.4.48).) Trecind la 
limită pentru s—-0, se obţine asa numita formulă integrală fundamentală : 


cd EE ali. a IE NEC "Ux | d$, (18) 


unde derivata normală se calculează în raport 
cu punetul de sursă £ variabil, iar punetul de 
observaţie æ joacă rol de parametru. Formula 
(18) rámine valabilă si pentru domenii 7” ne- 
mărginite, dacă funcția « este regulată la infi- 
nit. Ea poate fi transcrisă in £., dacă înlo- 
cuim (16) prin (17). 
Fig. 7.2.3 Ca si formulele lui Green, formula (18) 
pune in evidență proprietăți ale operato- 
rului lui Laplace, căruia ea îi asociază operatorul identic gi opera- 
torul de derivare normalá. 





b) Potenţțiali newtonieni 


Considerind funcţiile Aw, u si w,, cunoscute in 7^, respectiv pe F, 
formula (18) introduce trei tipuri de integrale, legate de soluţia funda- 
mentală, : 


U (a) = (E dV, (19) 
g^ 

V (a) = Îi 2 à8, (20) 
F 

W(a) = — V (x) H (£) à. (21) 


Acestea se numesc gpolenliali newlonieni, si anume : potențial de 
volum, de simplu strat, și de dublu strat; F, G, si H sint densităţile 
respective. 

Pentru o expunere detailată a teoriei potenţialilor newtonieni, vezi 
de exemplu E. Goursat [2], 88 535 —539 ; N. Günther [1]; L. Sretenslaüi[1 ]. 

Pentru potenţialul de dublu strat, putem încă scrie (21) sub forma 


W (a) = J R^? R, H(Ẹ) ds. (22) 
£5 
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Or, din (14) urmează că in £e F avem 


R., = n Be, = nl, an) = — (n- R) | E = cos s, (23) 


astfel că acum formula (21) devine 


W (a) = V (eos e / R?) H (E) d. (24) 
F 
Proprietăţile potențialilor depind de cele ale densităților, si de F. 
Potențialul de volum (19) este o integrală improprie. Dacă 
Fe(s), integrala U(x) este convergentă, şi reprezintă o funcție de 
clasă C2(7^), pentru care 


[— Ax F(x) dacă rey, 
| 0 dacă zey +F. 


Potențialul de volum este deci o soluţie particulară à ecuației lui 
Poisson, si cunoaşterea lui permite reducerea studiului acesteia, la studiul 
ecuaţiei lui Laplace, cu condiţii la limită convenabil modificate. 

Domeniul 7^ poate fi privit ca ocupat de o mulţime de surse de in- 
tensitate variabilă (1/4zx) PdV, repartizate continuu în 7^. Luind / = 0 
in complementara C (7^ + F), si observind cá R depinde numai de dife- 
rentele x, — E, acest potential se serie sub forma unei convolutii 


U=F* R? (26) 


AU (x) = (25) 


Tinind seama de (4.2.23), unde rolul operatorului D este preluat de 
A, obținem pe rind (făcînd uz si de (15) si (A.2.10)) : 


AU-—SAN(F*XEH?O)—F*AH'-—PF*(—4nx$)— —AzF, (27) 


ceea, ce este similar eu (25), dar are un sens mai general, intrucit F este aci 
o distribuţie. (Vezi I. Ghelfand si G. Silov[1], vol. 1, $ 1.3, pet. 3.) 

Potentialii (20), (21) verifică ecuaţia lui Laplace în orice punct 
we F, pentru orice densități G, H integrabile pe Z^. (Formule mai generale, 
similare eu (26), pot fi de asemenea date ; vezi loe. cit., § 3.1, pet. 2, 5 gi 8.) 
Este limpede că aceste formule definesc funetii diferite după cum zr este 
interior sau exterior domeniului. 

Întrucit sint funcţii armonice, potenţialii (20), (21) sint si funcţii 
«nalitiee (desfásurabile în serii Taylor convergente) în orice punct ae F. 

Dacă însă we 7, integralele (20), (21) devin de asemenea improprii. 
Dacă densitüfile sint integrabile si mărginite pe F, iar S este o suprafaţă 
Liapunov pe porţiuni, aceste integrale sint convergente. Valorile lor pot 
fi obținute printr-un proces de trecere la limită, care nu trebuie confundat 
cu cel care dă valorile la limită ale integralelor (20), (21) în sensul din 
$ 1.1, pentru puncte interioare sau exterioare ce tind către punete de 
pe 7. (Compară cu $ A.11, pag. 776.) 
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Să notăm eu indicele „+° valorile la limită pentru e —> £p wey t, 
XE F, Şi cu indicele ,, —" cele ce corespund cazului complementar. 

Dacă G si H sint continue pe F, se pot stabili următoarele relații între 
valorile la limită interioare (+), cele exterioare ( —), 8i valorile directe ale 
integralelor (20), (21) si ale derivatelor lor în orice punet ae: 


Vila) = VOS), (28) 

W, (a) = 2x H (a) + j (cos po) R2) H (E) a8, (29) 

WL (£0) = — 27 H (æ) + W (cos e, Ri) H (8) as, (30) 
ge 

7 0) = 2n G (an) + j (cos à, R2) G (E) ds, (31) 

V_a (2g) = —2z G(a) + (| (cos 9| Rz) G (E) à. (32) 
gt 


În aceste relaţii, pg este — după cum urmează din (14) — unghiul dintre normala erte- 
rioară n la £P în punctul de sursă E, şi vectorul — R, ce merge de la punctul de observaţie 
©; (situat acum toL pe SP), la punctul de sursă £. Unghiul 4, este unghiul dintre normala exte- 
rioarà în punciul de observație, şi același vector —J, (vezi si fig. 7.2.1 si 7.2.2). 

Aceste relaţii rămin valabile pentru suprafeţe S deschise 8! orien- 
tabile. 

Asemănarea dintre formulele (28)—(32) si formulele lui Sohofkii- 
Plemelj (A.11.6) pentru integralele de tip Cauchy este evidentă. 

Formule similare pot fi stabilite în £,, înlocuind în (28) —(32) coeti- 
cientul 2x prin z, şi R? prin Rọ- 

Pentru un studiu detailat al formulelor (28) —(32), vezi de exemplu 
N. Günther [1], capitolul 2; V. Smirnov [2], volumul 4, pct. 192—199 ; 
L. Sretenskii [1], capitolul 1; A. Tihonov şi A. Samarskii [1], $ 4.5. Vezi 
şi N. Mushelisvili [4], 8 1.12. 

Potentialii newtonieni introdusi in (19) —(21) eondue la o interpre- 
tare importantă a formulei (18). Anume, fiind dată ecuaţia lui Poisson 

Aw +FP=0 in X, (33) 
si valorile la limitá 


ula =g; lg =f; (34) 


formula (18) realizează reprezentarea lui u ca sumă a trei potentiali. Studiul 
ecuaţiei lui Poisson poate fi deci redus la cel al functiilor (19)—(21). 
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c) Metode de rezolvare 


Formula (18) nu dà totusi explicit solutia problemei (33), (34): 
teorema de unicitate arată că datele din (34) sint supraabundente. Pentru 
a căpăta o formulă care să furnizeze soluția ceuatiei (33) cu datele la limită 


Wo, = f. A =f, CAU F ma F GUTY =h (35) 


este necesară considerarea functiei lui Green G (x; £). (A nu se confunda 
cu G(E) din (20)!) Aceasta este suma soluţiei fundamentale a ecuației 
lui Laplace, cu o anumită soluție 1egulatà a aceleiaşi ecuații, care trebuie 
determinată din condițiile 


Gla =0, G.lg, =0. (36) 


Prin urmare, G (æ; E) este o functie de domeniu (şi de descompunerea 
F'UF”)sşitrebuie ataşată nu ecuației (33) cu condițiile (35), ci operato- 
rului A, domeniului X^, şi descompunerii S'U Z”. Cunoaşterea ei dá posi- 
bilitatea de a exprima soluția celor trei probleme fundamentale (Dirichlet, 
Neumann, sau mixtă) pentru ecuatia lui Poisson prin integrale definite : 


uz) = Wy reo cc av — V senten 1, as Unt 8) as. (37) 


rd d iw 


Aceasta a fost istoriceste prima cale spre demonstrarea teoremelor 
de existență pentru ecuaţia lui Poisson. Din punct de vedere al calculului, 
importanţa ei este sensibil redusă de dificultăţile legate de determinarea 
efectivă a funcției lui Green. 


O a doua cale constă în a reduce problema la studiul unor ecuații 
integrale pentru densitátile ce apar in (18) — aşadar, în cazul tridimensio- 
nal, pentru funcţii de două variabile, iar în cel bidimensional, pentru funcții 
de numai o variabilă, | 

Formula (25) aratá cá problema poate fi intotdeauna redusá la inte- 
grarea ecuației lui Laplace, iar soluţia acesteia poate fi căutată sub forma 
unui potenţial de dublu sau de simplu strat, după cum este vorba de pro- 
blema lui Dirichlet sau Neumann. Densitatea odată găsită, soluţia se 
obține şi aci sub forma unei integrale definite. 

Astfel de pildă, să determinăm funetia u, armonică în 7^*, şi care ia 
pe 7 valori date g. Căutind soluţia sub forma 


W (a) = J (cos o / R2) H (£) dS , (38) 
F 
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sintem conduşi la a transcrie condiţia la limită sub forma 


W =g, (39) 


teea ce, tinind seama de (29), duce la ecuaţia integrală, 


9x H (ay) + M (cos g,/ R2) H(E) dS = g(a,), a,&e S. (40) 
F 


Dacă S? este o suprafatä cu curbură continuă (vezi $1.1, pag. 31), această ecualtie este 
de tip Fredholm. Dacă SF este numai o suprafaţă Liapunov, prezența factorului IR arată 
că avem de-a face cu o ecuaţie slab-singulară (funcția cos og fiind In acest caz hilderiană), 
care beneficiază deci de multe din mijloacele teoriei lui Fredholm. Pentru studiul acestor pro- 
bleme, vezi C. Iacob [5], capitolul 3; S. Mihlin [1]. $5 10 si 38 ; [2], 55 48 si 49; [3], 8$ 19—21 ; 
[1], $74; A. Tihonov si A. Samarskii [1], $4.5, pet. 11. 
tci £^ nu este o suprafată Liapunov, atunci (40) este o ecuație integrală singulară. 
Pentru problema plană, astfel de ecuaţii (incluzind cazul frontierelor Liapunov) sint stuciate 
în general de F. Gahov [1]; N. Mushelisvili [3]. Pentru un număr oarecare de dimensiuni, 
rezultatele cele mai importante apartin lui G. Giraud (vezi o expunere detalială in C. Miranda 
11], capitolele 3 si 4) si S. Mihlin [5]. 


Menţionăm in fine vechiul punct de vedere al lui Riemann in studiul 
ecuaţiei lui Poisson, constind în reducerea chestiunii la o problemă de mini- 
mum pentru o anumită funcțională. Reluat de D. Hilbert [1], acest punet 
de vedere a deschis drumul aplicaţiilor analizei funcţionale în problemele 
fundamentale ale teoriei potenţialului. (Vezi 5. Mihlin [2]—(4].) 


Ideea de a reprezenta soluţia cu ajutorul funcţiei lui Green, sau prin 
potenţiali (integrale de tipul (19)—(21), definite cu ajutorul soluţiilor 
fundamentale ale ecuaţiei omogene corespunzătoare), cu reducerea ulte- 
rioară la rezolvarea anumitor ecuaţii integrale — s-a dovedit a fi rodnică 
si înafara studiului ecuaţiei lui Poisson. Pentru mai multe detalii, vezi mai 
departe $ 11, pag. 562. 


d) Funcții sferice 


În unele chestiuni cu caracter teoretic, precum și în problemele refe- 
ritoare la domeniul mărginit de una sau două sfere concentrice, se poate face 
uz de dezvoltări în serie, analoge într-o anumită măsură seriilor Laurent 
şi Fourier : este vorba despre seriile de polinoame armonice omogene, res- 
pectiv de seriile de funcţii sferice superficiale. 


Pentru expuneri amănunțite, vezi de exemplu E. Goursat [2], $§ 531—532; E. Hob- 
son [2], capitolul 4; V. Smirnov [2], volumul 3, partea 2, $6.1; 5. Sobolev [3], capitolele 
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29—30; L. Sretenskii [1], capitolul 5; N. Teodorescu si V. Olaru [1], vol. 1, partea 5, capitolul 4. 
A. Tihonov si A. Samarskii [1], anexa 2, 


Amintim aei pe scurt că, dacă se caută soluţiile polinomiale ale ecua- 
tiei lui Laplace (in £), se vede usor că există 2n + 1 polinoame armonice 
8i omogene de grad n, liniar independente. Transcriind aceste polinoame 
in coordonate sferice cu ajutorul formulelor (5), deducem că orice astfel de 
polinom are forma 


H Îsi ti ta) = R'Y.(0, p) (41) 


Aceeaşi concluzie se obţine dacă se pune ecuaţia lui Laplace sub 
forma care rezultă din (3), si se caută soluția sub forma 


H (R, 9, 9) = g(R) Y(0, 9). (42) 

De aci, obţinem uşor ecuaţiile 
Rig (BR) + 2 Ro (RR) — kg9(R)=0, (43) 
(sin 8)! (sin 0Y 4) , + (sin0) ^ Y, -EkY-—0, (44) 
unde k este o constantă nedeterminată. Soluţia ecuaţiei (43) este de forma. 
gik) = R"; intrucit căutăm soluţii polinomiale, urmează k — n(n +1). 
Introducind această valoare în (44), obținem pentru fiecare întreg n > 0 


cile o soluție Y, (9, o) şi pentru fiecare Y,, cite două soluţii ale ecuaţiei 
lui Laplace : 





H,(, 0, 9) = BR Y,(09,9), Ama 0, 9) — ER "7 Y,(0,9), (45) 


dintre care prima este un polinom, iar cea de a doua este o funcţie armonică. 
sl omogenă de grad — n — 1. 

Funcţiile H, si H , , se numesc funcții sferice, iar Y, se numeste 
functii sferice superficiale de ordin n. Evident, există 2n +1 functii sferice 
superficiale independente de ordin m. 

Căutind soluţia ecuaţiei (44) pentru k = s» (n + 1) sub forma 


Y,(9, 9) = 9,(0) 0, (o), (16) 
obținem 
0, |, = — [sin O (sin 0 0,)/0,] —ní(n + 1)sin20 — —m*, (47) 


unde — m? este o nouă constantă. Ecuatia 


ce rezultă din (47), posedă soluţiile sin mo, cos mo. Pentru 0 < m < n, 
obținem deci 25» + 1 soluţii liniar independente. 
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Efeetuind in cea de-a doua ecuaţie ce rezultă din (47) sehimbarea de 
variabilă x — cos 0, obținem ecuaţia 
a Gi Q Pr (x) 
da dr 


unde am notat 


in? 
| -= at + 1) — — —— | Prle = 0, (49) 
| — g? 


Pr (æ) = ©, (0) (50) 


pentru o valoare dată a lui m (număr ratural). 
Soluţia continuă în intervalul [—1, +1]a ecuaţiei (49) este 


Pr (a) = (1 — 22)" aP tda", (51) 
unde functiile P, (x) sint polinoamele lui T 
P, (æ) = (1/2 9D d"(x*— 1)» da": (52) 


P? (æ) se numese polinoamele lui Legendre asociate. Și unele, si celelalte 
sint sisteme de polinoame ortogonale în intervalul | — 1, +1]. 
Funetia sterică superticială din (46) ia acum forma 


Tq 
Y,(0, p) = ao Po (cos 0) + V, [an cos m o + b, sinm p] P; (cos 89), — (53) 
H=] 
şi depinde de 2» + 1 constante arbitrare. 
Funeţiile sferice superficiale rezultă de asemenea ortogonale pe sfera 
unitate. Aceasta permite construirea unor serii formal analoge seriilor 
Fourier : 


P(O, 9 = € Y.0 9 = a Y [ai P. (cos 0) + 


mi = fl 


es | a, cos m o + b; sin m o) Pr (cos 9]. (54) 


m=] 


în care coeficienții au, datorită proprietăţilor de ortogonalitate, valorile 


ah = i [i "F(9, o) Pr (eos 0) cos mq sin d0 do, 
2 LN Tc (n -- m)! ü ü 
(55) 
(2m 4- 1) (n — m)! (7 e WE We 
p^ = V A F(9, e) P? (cos 0) sin mo sin0 d6 d 
9$ mimo) Ml (9. p) ( ) P P, 
unde P? = P,,igr 3, = 2, 89, = 1 pentru m > 1. 


Pentru convergenfa uniformă a seriei (54) în orice punct al sferei unitate, este suficient 
ca media valorilor lui F(9, e) pe orice cere (privit ca cerc paralel) pe sferă sä fie o funcţie de clasă 
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G! in raport eu arcul meridianului corespunzător (vezi V. Smirnov [2], vol. 3, partea 2, pct, 
134). Aceasta este o conditie mai severă decit cele ce intervin in teoria seriilor Fourier (vezi 
$ A.9). O altă condiţie suficientă de convergenţă este F(0, 9)& C*. Pentru rezultate mal generale, 
vezi E. Hobson [2], capitolul 7. 


Din cele de mai s s rezultă uşor soluția problemelor lui Dirichlet si 
Neumann pentru bulá, peris exteriorul sferei si pentru domeniul márgi- 
nit de două sfere concentrice. Astfel, în problema lui Dirichlet este sufici- 
ent să dezvoltăm datele la limită în serii de funcții sferice superficiale, 
şi să inlocuim în fiecare din termeni funcția Y, prin (R/ R$)" Y, (pentru 
problema interioară), sau prin (R/R) "1 Y, (pentru problema exte- 
rioará) sau, in fine, cu o sumă de termeni de ambele tipuri (pentru dome- 
niul mărginit de două sfere de raze R; < H,). 


§ 3. ASUPRA REPREZENTĂRII SOLUȚIILOR ECUAȚIILOR 
ELASTICITÁTII PRIN POTENŢIALI DE TENSIUNE 
ȘI DE DEPLASARE 


a) Potentiali 


Noţiunea de potențial a fost introdusă în $ 4.10. În capitolele 5 si 6, 
am văzut că funcţiile lui Prandtl si Timoshenko, ca şi cea a lui Airy, sint 
potențiali de tensiune ; funcțiile lui Capildeo și Milne-Thomson, respectiv 
ale lui Kolosov si Mushelisvili, sint potenţiali de deplasare pentru aceleaşi 
probleme. 


Trecind la cazul tridimensional, amintim rezultatele lui J. Maxwell [1] şi G. Morera 
[1] care, generalizind formulele lui Airy, au construit potențiali de tensiune ce asigură verifi- 
carea ecuațiilor de echilibru. (Vezi si E. Beltrami [1]; G. Morera [1], [2]; M. Gurtin [2].) 
Dar faptul că acești potenţiali trebuie să verifice si ecuaţiile ce derivă din condiţiile de compati- 
bilitate (șase la număr, în loc de una in cazul plan), explică noile dificultăţi de invins. Pentru 
detalii, vezi de exemplu M. Haimovici [1], $9.1; A. Lurie [4], $81.11 şi 1.12; A. Love [1], 
856; vezi si lucrarea lui B. Finzi [1], care este la originea punctului de vedere dezvoltat de 
IL Krutkov [1] si V. Bloh [1], [2] (inclusiv pentru cazul coordonatelor curbilinii); vezi în 
line E. Króner [2] si [4]. $2.11—2.12; H. Schaeffer [1]; C. Truesdell [4]. 

Dificultăţile menționate au justificat concentrarea atenţiei asupra ecuațiilor în deplasări. 


După o primă reprezentare a soluţici ecuaţiilor lui Lamé omogene 
prin funcții armonice (lord Kelvin [1], retipărit in [4]. vol. 1; vezi încă 
E. $i F. Cosserat [2], au urmat repetate încercări de a se reprezenta 
aceste soluţii prin funcţii bi-armonice (vezi de ex. J. Boussinesq [2]; 
B. Galerkin, [1], [2] vol. 1). Dar teorema lui Almansi (vezi $ 4.10) permite 
să se ajungă la reprecentarea deplasărilor prin potențiali armonici. Utili- 
zarea funcțiilor bi-armonice în acest scop este azi deja depășită, 
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Totuşi, potenţialii de deplasare prezintă — deocamdală — avantaje evidente, mai ales 
in cazul corpurilor izotrope şi omogene. Dimpotrivă, metoda potențialilor de tensiune poate 
conduce la soluţii care nu depind de legitura dintre tensiuni și deformaţii, şi sint deci apte de 
a fi generalizate la corpuri anizotrope, ne-omogene, chiar plastice ete. (Vezi si 85.1, pag. 166 ; 
46.6, pag. 388.) 


b) Reprezentarea lui Kelvin 


Înainte de a trece la reprezentările uzuale ale soluţiilor, amintim 
pe scurt reprezentarea lui Kelvin. Să consider ăm ecuaţiile lui Lamé (4.8.7) : 


Au -+ (1 — 2v)! grad diy u -+u tF —90, (1) 

şi să folosim pentru vectorii u și F descompunerea lui Stokes : 
u = grad p + rotg, (2) 
F = grad P+ rot Q. (3) 

Aceasta dă suecesiv 
div u = Ap; Au — grad Ap + rot Aq, (4) 
astfel că (1) devine 

-— orad Ap + rot ^q + A (grad P + rot Q) =Ù. (5) 


Or, această ecuaţie este desigur satistäcută dacă alegem 


CENE S I E. PES T (6) 


2(1—w p p 





Orice vector u definit de (2), (6), verifică ecuațiile (1). Am obținut 
deci o soluţie a ecuaţiilor lui Lamé, reprezentată prin patru potenţiali 
(scalari) de deplasare, soluţii la rîndul lor ale unor ecuații Poisson, sau pur 
8i simplu funcţii armonice dacă F = 0. (Vezi şi 8 4.10, pag. 156). 


Cu toată importanța ei principială, reprezentarea lui Kelvin a jucat un rol practic res- 
trins — desigur, din cauză că potenţialii p si qj intervin in expresia lui u numai sub formă 
diferenţială, 


c) Reprezentarea lui Clebsch 


Un analog al acestei reprezentări pentru cazul dinamic a fost obținut 
de A. Clebsch [1]. Folosind cele arătate în $ 4.11, ecuaţiile micilor 
mişcări elastice se obțin (în absenţa forțelor de volum) înlocuind F 
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prin vectorul lui d'Alembert — p à. Rationamentele de mai sus rümin in- 
tacte, şi în locul ecuaţiilor (6) căpătăm (folosind încă si (3.4.7)) 
Ap = [pA + 2p)l5, — ^q = [plu] ğ. (7) 

În cazul prezenței forțelor de volum, în membrul al doilea din (7) 
se adaugă încă termeni identici celor din membrul al doilea din (6). 

În elasto-dinamică, ecuaţia lui Poisson (sau Laplace) este deci înlo- 
cuită de ecuația propagării undelor, cea mai simplă ecuaţie de tip hiperbolic. 
Repetind cu referire la ecuaţiile (7) ratfionamentele bazate pe formula 
(4.19.4), ajungem la concluzia că componenta irotajionald grad p a depla- 
sării u se propagă cu viteza e, iar componenta echivoluminală rot q se 
propagă cu viteza c, din (4.12.16). Descompunerea lui Stokes si ratio- 
namentul lui Clebsch oferă deci o posibilitate de a separa cele două tipuri 
de unde, puse in evidenţă în $ 1.12. 


8 4. REPREZENTAREA LUI GRODSKII. ALTE 
REPREZENTĂRI PRIN POTENTIALI DE 
DEPLASARE. PROPRIETĂŢI GENERALE 


Ne vom opri acum asupra unor reprezentări libere de inconvenientul 
mai sus menţionat relativ la cea a lui Kelvin. O tehnică unitară de dedu- 
cere a celor mai importante reprezentări prin potențiali de deplasare este 
următoarea (L. Solomon [1]). 


Dacă termenul median ar lipsi din ecuaţiile lui Lamé 
Au + (1 — 2v) grad div u + u^! F — 0, (1) 


vectorul u ar satisface o ecuație Poisson. Sá cáutàm deci soluția ecuațiilor 
lui Lamé sub forma 


u = B + uw, (2) 
unde B este soluția ecuației Poisson (vectoriale) 

AB +u F — 0, (3) 
iar up este un vector de corecție. Empunind dinainte diferite proprietăţi 
vectorului tp vom obţine pentru acesta diferite ecuaţii cărora elle satis- 
face. Toate aceste rezultate sînt valabile pentru u e O* (X^), chiar dacă 
F-3-0. 

a) Reprezentarea lui Grodskii 
Să căutăm mai intii vectorul u, sub forma 


ug = grad f. (4) 
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Pentru a găsi ccuat/a căreia îi satisface funcția f, vom introduce 
u = B 4+ grad f (5) 
in (1), tinind seama cà B este soluţia ecuației (5). Întrucît avem 


Ag = — F -+ arad Af, div u = div B 4 A f, (6) 
H 


LI A a i * a 
şi întrucât avem 0 < v < — , ecuaţia (1) devine 
i 


s 
grad [ss rje >a — y) ii zd. (1) 


5 Fn 5 y 4 E * = ABD Hi x m 
intrucit nu căutăm soluția generală a ecuaţiei (7), este suficient 
să luàm 


A — (a — div B. (8) 


Să începem prin a evalua expresia A(r.B). Avem mai intii 
À (æ-B) = (9, B, + 4, 8), = 2 div B--r- AB, (9) 


ai deci, tinind seama ṣi de (3): 
div B => A (æ: E) Bac. E). (10) 
Introducind acum (10) în (8), căpătăm ecuația 
a[r tt — rti am] = (yj pæ E) — 010 
| i i 
si mai departe, notind 
f+ 3-0 — e BB, 


căpătăm în definitiv 
A By = yw! (e F), (12) 


unde B, este soluţia generală a ecuaţiei (12), iar f are forma 
de = 
fex. B Bo). (13) 
Corectia căutată a fost astfel găsită, si a admite reprezentarea 


u = B — — (1 — v)-!grad (xz. B + 5,, (14) 
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unde avem 
AB = —w'Q!F, AB,—yu!(r.F). (15) 
Sub o formă mai dezvoltată, relaţiile (14) se seriu 
1 ; 
d B, — — Va B, kg Rat au Ba BO. (16) 
4 (1 — v) 


Se verifică uşor că orice vector u de forma dată in (14), (15) este o 
soluţie a ecuaţiilor Ini Lamé. Într-adevăr, un calcul elementar dă ((inind 
seama Și de (9) şi (3)) : 

F L | : | — 
Au =——— - grad div B, divu — — 

H 2 (1 — v) 2 (1— v) 
astfel că ecuațiile (1) rezultă identic verificate. 

Prin urmare, reprezentarea (14), (15) este o condiţie suficientă (nu 
gi necesară !) pentru ca vectorul ue C? să fie soluţie a ecuațiilor Lamé ne-o- 
mogene. Evident, alsgind funcții B, B, destul de simple, putem construi, 
printr-o metodă inversă, soluții ale ecuațiilor Lamé. Vom face de repe- 
tate ori uz de acest fapt. 

Reprezentarea (11), (15) a fost găsită de către G. Grodskii [1], 
H. Neuber [1]|$i P. Papkoviei [1], [2]. După cum subliniază P. Papko- 
vici [3], prioritatea îi aparţine lui Grodskii, în timp ce Neuber are meritul 
celei dintii utilizări sistematice a acestei reprezentări. In cele ce urmează, 
reprezentarea (14), (15) se va numi reprezentarea (sau soluția) lui Grodskii, 
iar funcţiile B,, Ba Ba B, vor fi funcțiile lui Grodskii, (In literatură, este 
frecvent folositá denumirea de „soluţie Neuber-Papkovici" sau ,,Papko- 
vici- Boussinesq".) 


9 








div B, (17) 


OBSERVATIE. O reprezentare de aspect similar apare în studiul corpurilor poroase, sau 
al corpurilor compuse din mici granule sferice. Vezi de exemplu M. Biot [1]; A. Lubinskii [1]; 
R. Mindlin [5]. 


Pentru F = 0, formulele (14) şi (15) dau soluţia de clasă C? a ecuati- 
ilor lui Lamé omogene prin intermediul a 4 potențiali armoniei de deplasare. 
(După cum vom vedea in $ 5, aceştia nu sînt independenţi.) 

Ca gi în $8 5.11 si 6.Li, ne vom limita în general la à căuta soluţii 
regulate. Pentru aceasta, este suficient să presupunem cà B, Bye C* (x^ 
+ 9^). Uneori, vom considera totuși şi potenţiali cu singularități (vezi 
de ex. $8 gi $8 9.5 —9.8). 


b) Reprezentarea lui Trefftz 


Să căutăm soluţia ecuațiilor (1) sub forma (2) în aşa fel, incit a£, 
să depindă de o singură funetie scalară, şi să se anuleze?) pe unul din planele 
de coordonate, fie el z; = 0: 

u = B + z grad h. (18) 

3) Pentru sensul acestei condiţii, vezi $ 9.2. 


En 
ba 
en 
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Vectorul B satisface aceeaşi ecuaţie (3) ; dar intrucit vectorii de co- 
reetie din (5) şi (18) sint diferiţi, rezultă că notația B este folosită în 
cele două formule pentru vectori de asemenea diferiţi. 

Tinind seama că grad c, = ij, deducem din (3) si (18) 


Aw-—-—wlP--2(grad h); +a; grad Ah, 
div u —div Bh; +m Ah, (19) 
grad div u = grad div B + grad À,; + z; grad Ah -- i; Ah, 


astfel că ecuaţia (1) după înmulțire eu (1—2 vy)5-0, conduce la 
(3 — 4») (grad A); + grad div B -- 2(1 — v) z; grad Ah + i; Ah — 0, 
ceca ce este desigur verificat dacă luăm 


kð 3 Ào—(0—4«)*div R. (20) 


Spre deosebire de cazul reprezentării lui Grodskii, scalarul h care determină vectorul 
de corecție este soluţie a unui sistem de doud ecuaţii. Problema compatibililă ii sistemului (20) 
— așadar a posibilităţii de a reconstitui funcţia armonică h dacă derivata ci h ; (pentru j 
dat) e cunoscută, este cercetată de M. Slobodianskii [1]. (Aceasta revine la a rezolva o anumită 
problemă Dirichlet pentru ecuația lui Laplace.) 


Reprezentarea (3), (13), (20) aparţine lui E. Trefftz [3]. Si ea poate 
fi folosită pentru a obţine soluții pe linia metodei inverse. 

Menţionăm încă reprezentarea lui J. Boussinesq [2]— care se obţine 
cerind ca vectorul «p să se anuleze pe frontiera unei bule — şi cea a lui 
A. Korn [1]— care rezultă dacă u, este căutat: sub forma unui vector echi- 
voluminal. Nu insistăm asupra lor, întrucît ele par a fi deja eliminate din 
practică de către reprezentarea lui Grodskii, cea mai maleabilá. 

O reprezentare foarte generală este propusă de A. Haimoviei [1], 
8 9.3: 


u= B 4- H grad 9 +K 9$, 
(21) 
AB —L, åg = L, H —aE? -- b-3 -- e, HK — (a-4- kæ -- b, 


unde a, e, k, L, b, L, sint constante 81 vectori constanti cunoscuţi, 
Vezi de asemenea reprezentürile propuse de V. Bloh [1], [2]; 
F. Ciurikov [1]; V. Deev [1]. 


Articole de sinteză asupra diferitelor reprezentări ale soluțiilor aparțin lui C. Mar- 
guerre [1]; P. Papkovici [3]; C. Weber [3]. Importanta chestiune a compleliludinii acestor 
reprezentări (aşadar a condițiilor necesare pentru ca soluția să poată fi pusă sub o anumită formă) 
este cercetată de R. Eubanks şi E. Sternberg [1]; M. Gurtin [3]; R. Mindlin [2] ; P.Naghdi 
şi C. Hsu [1]; M. Slobodianskii [1], [2]; E. Sternberg si M. Gurtin [1]. 

Pentru aceeaşi problemă în elasticitate asimetrică, vezi J. Doyle [1]. 
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c) Proprietăți generale 


Vom examina acum pe scurt unele caracteristici ale reprezentări- 
lor lui Grodskii si Trefitz, valabile de altfel şi pentru cele ale lui Korn şi 
Boussinesq. 

Ideea de bază in utilizarea acestor reprezentări este următoarea : 
dacă transcriem componentele stării elastice prin intermediul potențiali- 
lor de deplasare, integrarea ecuațiilor lui Lamé este redusă la cea a unor ecua- 
[ii Poisson (sau Laplace), cu date la limită formulate pentru potențiali. Desi- 
gur, În general nu se mai obțin probleme Dirichlet sau Neumann pentru 
funetiile lui Grodskii, Trefftz ete. Totusi, în unele cazuri problema a putut 
îi redusă chiar la studiul unor probleme Dirichlet sau Neumann pentru 
ecuaţia lui Laplace (vezi de ex. $$ 5.11, 8.3, 8.4, 9.2, 9.4, 9.6). 


Toate aceste reprezentări sint valabile numai pentru corpuri izotrope şi omogene. Re- 
zultatele puţin numeroase obținute peniru corpuri anizotrope sint expuse de A. Green şi: 
W. Zerna [1], $5.12; E. Kröner [1], [3]; Z. Mossakowska [1]; A. Seeger [1]. (Vezi si $ 4.10; 
pag. 155—156). 


Aceste rezultate nu depind de ordinul de conexiune al domeniului, 
de faptul dacă el este mărginit sau nu, de natura frontierei sale, sau de even- 
tmalele condiţii la limită. Singura presupunere necesară este aceea cá 
soluția ezistă, gi că wu e C*(7^). Conform cercetărilor asupra completitudinii 
amintite mai sus, dacă soluţia există si dacă ue C*, atunci soluţia poate fi 
pusă sub forma prcpusá de Grodskii, Trefftz etc. — cu unele rezerve asu- 
pra faptului dacă 7^ este mărginit sau nu, precum şi asupra frontierei 2 
(vezi de ex. M. Slobodianskii [1]). 

Să ne oprim asupra reprezentării lui Grodskii pentru F = 0. Din pro- 
prietátile fundamentale ale funcțiilor armonice (vezi de ex. A. Tihonov 
Şi A. Samarskii [1], 8 4.2), urmează că orice soluție de clasă C? a ecuațiilor 
lui Lamé omogene : a) este de clasă O^(7^), așadar indefinit derivabilă, 
b) este analitică în 7^, așadar destășuabilă în orice punct xey în serie 
Taylor converge ntă ; c) depinde continuu de datele la limită, asadar la 
modificări mici ale datelor la limită corespund modificări mici ale solu- 
fiei in y. 


Dacă 7^ este nemürginit, sint necesare în plus anumite condiţii la infinit (vezi mai jos. 
(0.18)). Peniru o analiză amănunţită a acestor chestiuni (mai ales în domenii nemărginite), vezi. 
R. Duffin si W. Noll [i]; M. Gurtin [3]; M. Gurtin şi E. Sternberg |2]. 

Pentru dependența soluției în raport cu domeniul si proprietăţile materialului, vezi încă 
lucrările lui I. Babuşka (pe scurt rezumate în [2]), J. Bramble 5i L. Payne [5], şi V. Fal- 
mov [5]. Pentru indicaţii asupra proprietăților soluțiilor In prezența forțelor concentrate, a se 
vedea indicatiile din ş 2.1, pag. 65. 


„Dacă F Æ 0, dar nu există forte de volum concentrate, trebuie să 
admitem F e C? (7 )-— ceea ce este evident necesar din considerente mecanice. 
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Soluţia particulară a ecuațiilor (15) este în acest caz construită cu ajutorul 
unor potenţiali newtonieni de volum (2.19), ceca ce nu mai conduce în mod 
obligatoriu la funetii analitice, 

Mărginindu-ne la cazul F = 0, din proprietatea de analitieitate 
rezultă că dacă o parte (de volum nenul) a corpului 7^ este in stare 
naturală, atunci întreg corpul este in stare naturală. (În cazul plan, 
analiticitatea soluției duce la proprietăţi suplimentare : vezi N. Mushelisvili 
[5], $ 37.) ! | 

Din cele de mai sus nu rezultă că ecuaţiile lui Lamé posedă numai 
soluţii analitice— c1 doar că, dacă în anumite condiții aceste ecuaţii au 
soluţii de clasă C*, atunci soluţiile se dovedesc în fapt a fi analitice. Ches- 
tiunea de a şti dacă astfel de soluţii există si sint de clasă C? aparţine desi- 
gur domeniului teoremelor de existenţă, 

În cele ce urmează, ne vom limita la a considera numai soluţii ana- 
litice, exceptind eventual prezența unor puncte singulare izolate. 

Cu anumite precaufiuni, rezultatele de mai sus pot fi extinse la ca- 
zul prezenţei de singularităţi (de ex. : date la limită discontinue). 

Toate reprezentările prin potențiali de deplasare se deosebesc avan- 
tajos de cele prin potenţiali de tensiune (Max well, Morera), datorită simpli- 
cității ecuațiilor pe care potenţialii le veriiică, Toate aceste reprezentări 
separă din vectorul u o componentă B sub formë întreagă, și prin aceasta 
se deosebesc avantajos de reprezentarea lui Kelvin (3.2), (3.6). Întrucît 
ele conduc la ecuații Laplace (sau Poisson), ele se dovedesc în practică 
considerabil mai eficace decit reprezentările prin funcţii bi-armonice (de 
tip Galerkin, $i altele). 


d) Cazul problemei piane; cazul dinamic 


Variantele plane ale acestor reprezentări se obţin cu ușuriniă, 
Expresia (14) rámine desigur valabilă in De. Efectuind calculele in (16) (pentru j = 1,2) 
$i amintind notația (0.7.13) pentru x = 3 — 4 v (deformatie plană), oblinem 


(22) 


Pe de altă parte notind 9 = p 4- ig, ¢ =r + it, si separind părțile reală și imaginară 
in (6.7.12), cápátiun 


2g xp— rr — Pa — Tae 


(23) 
Dup = xq +t — tapa d oxpa. 
Ínmultind (22) cu u şi (23) cu 2(1 — v) si egalind relațiile, deducem 
2(1— v) [xp — r — z,p4 — Zadal = B[x B4 — Boa — 2 Pra — x5 Ba 4], 
(24) 


2(1 — [qi Pa 2794] = uk Ba — Bas — z,P,, — £47, .]. 
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Tinind seama de ecualille lui Cauchy-Riemann şi de faptul că funetia B, este armonică, 
aceste relaţii rezultă verificate dacă alegem 

ai E 

E = By, q= + B4, T= ———— Ev tom 

21 — v) 2(1 — v) 2(1 — v) 2(1 — v) 








Boa; (25) 
astfel că reprezentarea lui Kolosov si Mushelişvili se obtine din cea a lui Grodskii dacă luăm 


p pia —— (B1B) $QuerLbi-—"— B. (26) 
AI — v) pex 


Un raționament similar poale fi construit pentru reprezentarea lui Capildeo şi Milne- 
Thomson. i 

Pentru cazul dinamic, ne mărginim la a menţiona că există reprezentări in parte analoge 
celor ale lui Grodskii şi Korn (vezi de ex, L. Solomon [2]) — dar totuşi problema elasto-dina- 
micii rămine dominată de reprezentarea lui Clebsch, examinată la finele $3. Toate aceste 
reprezentări exprimă deplasările prin potenţiali ce satisfac ecuația propagării undelor, Pentru 
informaţii, vezi articolul de sinteză al lui E. Sternberg [3]. Vezi şi E. Sternberg si M. Gurtin [1]. 

Problema reprezentării soluţiilor începe a fi studiată sub forme analoage $i pentru cor- 
puri care nu mai sint elastice. Vezi, ca exemplu, W. Edelstei si M. Gurtin [2]. 


8 5. RELAŢII DE DEPENDENȚĂ ÎNTRE POTENTIALII 
DE DEPLASARE. TEOREMA LUI EUBANKS ȘI STERNBERG 


Chestiunea independenței funcțiilor B,, Ba B, B, S-a pus încă de 
mult. P. Papkoviei [4], $ 4.6, a încercat să demonstreze că (pentru 
vs 0,25) soluţia generală este reprezentabilá prin intermediul vectorului B. 
H. Neuber [2], $ 3.6, afirmă că oricare din cele patru funcții poate fi 
neglijată. Problema a fost reluată de R. Mindlin [2] si M. Slobodianskii 
[1], inclusiv pentru alte reprezentări. O examinare critică a acestor din 
urmă rezultate a condus pe B. Eubanks si E. Sternberg [1] la rezultate 
privind reprezentarea lui Grodskii 

u =B — (Ligă (a-B + By), a) 


unde, in absenţa forțelor de volum, avem 


. A Presupunerea geometrică fundamentală este aceea cá domeniul Y^ 
este stelat cel puţin în raport cu un punct al său : există un punct eu proprie- 
tatea că segmentul ce îl uneste cu orice alt punet al domeniului, este în 
întregime conţinut în domeniu. În particular, acesta este cazul pentru 
orice domeniu convex (care este stelat în raport cu orice punct al său). 
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Scopul rationamentului este de a se demonstra cá, dacă originea 
este aleasă într-un punct în raport cu care 7^ e stelat, si dacă v 0,25, 
atunci vectorul w admite şi reprezentarea prin trei potențiali armonici 


u= A — -ü — y igrad(z..4), AA =0. (3) 


Pentru aceasta, este suficient să se demonstreze că vectorul 


1 
D= — i (1 — v} terad By, AB, = 0, (4) 





admite reprezentarea 
pei rii — grad (7-0), AC —0; (5) 
într-adevăr, introducind v din (5) in (1) şi notind B + € = A, se obține 


reprezentarea dorità (3). 
Dacă relaţiile (4) si (5) sint adevărate, avem 


grad B, = — aC + grad (2. €), (6) 
unde am notat 
x-—4(1— v, 2 caci. (7) 
Aplieind în ambii membri din (6) operatorul rot, deducem 
rot C — 0. (8) 


Dacă vectorul C definit de (5) există, atunci el e armonic, deci ana- 
litic, si urmează că ex?std un scalar f aga fel ca 


C = grad f (9) 
(vezi N. Kocin [1], $ 16). Introducind acum (9) in (6), obţinem 
grad (z-grad f) — «grad f = grad B,, 
sau încă, integrind 
x-grad f — «f = By + Ca, e = const. (10) 


Pe de altă parte, aplicind in (9) operatorul lui Laplace, deducem 
(utilizind AC = 0) că grad Af = 0, de unde dupä integrare : 


Af = 0,, Ca = const, (11) 


Deci, dacă reprezentarea (5) este realizată, trebuie să existe o solu- 
ție analitică f a sistemului (10), (11). Reciproc, dacă există soluția anali- 
tică a acestui sistem, atunci din (4), (10), (11) urmează 


TE =a E EE: = grad (f E N f). (12) 
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Atunci, dacă vom defini C prin (9) si vom introduce (9) în (12), 
vom avea 
v = C — a`! grad (x. C). 
Totodată, în virtutea ecuației (11) vom avea gi 
grad Af = AC = 0, 


astfel că reprezentarea (5) este o consecinţă a existenţei soluției analitice 
f a sistemului (10), (11). Problema este astfel redusă la a dovedi că, în con- 
dițiile date, sistemul considerat are soluție analitică. 

Observind cà din (2.6) urmează 


R, = vi/R, w-gradfruml,-lBHf,, (13) 
si ineluzind constanta c, în Bg, vom pune (10), (11) sub forma 
Hf ,— «f = By A] =c. (14) 
Intrueit avem evident (R^*]),— — aR" f -- R ^f ,, deducem că 
prima ecuație (14) ia forma 
(R f) a = R^" B, (15) 


Să transcriem in coordonate sferice (2.5) toate funcțiile ce intervin 
aci. Intrueit B, este armonică in 7^, ea este reprezentabilá prin seria 


B, = RB HR" Y, ( 8, P); (16) 
i=) 


care converge uniform in orice vecinătate sferică a originii conținută in 7^ 
(vezi $ 2, pet. d). Introducind (16) în (15), vom separa in membrul al doi- 
lea termeni ce rămîn méürginiti, si termenii ce tind către infinit pentru 
h—0. Notind (numai in acest paragraf) cu [A] pe cel mai mare întreg 
cuprins în N, vom serie 


B, = Bu + Bos, (17) 
unde 
[a 3-1] a5 
Bu = Y EY., By = 3. R' Y, (18) 


Ti = n=|a+2) 


cea de a doua dezvoltare fiind valabilă numai într-o vecinătate a originii 
conținută in 7. 

Funcţia By este suma unui număr finit (de trei sau patru) funcții 
armonice. Prin urmare, ca este de asemenea armonică. Din faptul 
cá Beste prin ipoteză armonică, rezultă deci cá si Boa posedă aceeaşi 
proprietate in *^. 
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Introdueind (17), (18) in ecuația (15), o vom transcrie acum sub 
forma 
| [x — 1] 
(Raja Y R3 PL + BR Ba. (19) 


fisci) 


Pentru a găsi de aci funcția f, este suficient să determinăm o primi- 
tivă a acestei expresii în raport eu A; domeniul Y fiind stelat în raport 
eu originea, orice integrală în raport cu E folosită pentru a găsi o astfel de 
primitivă are o limită superioară determinată. Pentru a efectua calculele 
necesare, observăm mai intii că dezvoltarea în serie (valabilă in veci- 
nătatea originii) 

LE = 
Ho Buc Y, RUUYQ(09,9) (20) 


fm [+ 2] 


cuprinde numai puteri pozitive ale lui R. În virtutea faptului că seria (16) 
converge uniform, de aci rezultă 


R- 
şi prin urmare integrala | | 
| By p dp (22) 
ü 


este convergentă, si are o valoare deplin determinată. 
Pe de altă parte, calculind o primitivă pentru suma celor trei sau 
patru termeni ce apar in B4, avem 


[a t] ix I] 


| Ba p" a =f y, UO Y pe y wene quaj 
Hd] 
Din (19), (22) şi (23) căpătăm mai intii valoarea E ^* f, de unde 
[2+1] E œ ' 
f-Ytn-—zaHEer,- Rej y pi Bap (24) 
no O mx 2] 


astfel cá funcția f (care verifică (19), şi deci şi prima ecuaţie (14)) este de- 
terminată, dacă se cunoaşte dezvoltarea lui B, in serie de funetii sferice. 

Relația (24) are sens numai dacă nf e, de unde deducem că singura 
valoare interzisă este v = 0,25, Rezultatul coincide cu cel prevăzut de 
P. Papkoviei. 


Rămîne de arătat că funcția din (24) verifică gi a doua ecuație (14). 
Întrucît pentru v = 0,25 prima sumă din (24) este evident armonică, rä- 
mine de calculat laplasianul expresiei 


R 
9 = Re By piip (25) 


o 
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Să punem operatorul lui Laplace din (2.5) sub forma 
| 2 
TEE RÀ ur + COME E NC: (sin gla. o 9 D 
H*|oR OR sin 0 90 00)  sin*0 og? 
Din (25) căpătăm mai intii 
E 


Ja = «| By pt Ap + Rh! B, = R^ (ag + Bg, 


ü 





de unde urmează 
(Eg), = (aR9 + RBoo). = (a + 1) (ag + Bo) + RBar (27) 


Mai departe, intrucit operatorul & nu depinde de R, avem și 


R E 
$g-&(m[ eo By de) = gÁ p $2, de. (28) 
ü 


| -0 
Or, intrucit B,, este o funeţie armonică, din (26) deducem 
St Boa = — [ R Baa, il. R3 


astiel că (28) devine 


! R 
&g — — E| e (By. de. (29) 


Integrind aci prin părţi, avem pe rind 


R BE pR 
Í, 87 (Pinela 97 P, | —À e Base (~a —1)g7*7* dp = 
J 0 -0 

R 3: 
= pU Bg. (1) | 97^ Boa. d p. (30) 
0 -0 





Tinind seama aci de valoarea Boa din (18), obţinem 


P Bau = Y netY| 
02.6! Y "na = 


le=0 fmix 4- 2) 





ipu 


astfel că (30) devine 


R | | R 
| pre? (Bsp = Bot Boru (1) ert Bus, de. (31) 
ü 


536 PROBLEMA TRIDIMENSIONALAÀ Cap. 7 


În integrala din membrul al doilea gi in suma dinaintea, ei, exponentii 
sint pozitivi, integrala este deci convergentă, si integrarea prin părţi 
are gens. Integrind mai departe prin părţi în (31), obtinem (vezi şi (30)): 


R 
| p^ By, dp =p "Bas 
ü 





E R 
+ af p By àp. (32) 
.ü =i 


Integrala din membrul al doilea din (32) apare si in expresia (25) 
care defineşte pe g. Din (20) şi (21) ştim că ea e convergentă, şi chiar că, 


lim (p^* Bop) = lim p(p* * By) = 0, (33) 
p- p=+0 
astfel că (32) se reduce la 
E I 
| 87 Bus de = Re Ba taf et! Bode. (84) 
Ü ü 


| Putem introduce acum (34) in (31), si rezultatul astfel obtinut, in 
(29). Tinind din nou seama de (18) și (25), căpătăm 
E 
sg = — rl nE" "Y --(xa4-1) R^* By +t ala 4- D Bp B as. 


nes [a +2] Ü | 
de unde 

Sg = —{RBozn + (x +1) E + «(x + 1) gh (35) 
aşadar o cantitate egală şi de semn contrar eu cea din (27). Introducind 
acum (27) şi (35) în (26), deducem mai intii că RAg= 0. Dar tinind seama 


de expresiile (18) şi (25) in (27) si (35), precum si de faptul că « > 2, rezultă 
că putem împărți peste tot la R?, astfel că găsim 


Ag=0. (36) 
Amintind încă structura expresiei (24), avem în definitiv 
A ue). (37) 


și deci funcția f, soluţie (analitică) a celei dintii dintre ecuaţiile (14), o 
satisface si pe cea de a doua (pentru c, = 0). 

Cu aceasta, este demonstrată posibilitatea reprezentării (3) prin 
intermediul a numai tret potenţiali armonici. 


Cazul de excepție v = 0,25 nu derivă din tehnica demonstraţiei, ci din natura problemei. 
Într-adevăr, Eubanks si Sternberg dau un contra-exemplu, din care urmează că pentru 
v= 0,25 şi By = R? Y,, soluția sistemului (14) nu este analitică in origine. 


Menţionăm încă faptul că pentru Z^ convex, se demonstrează (loc. cit.) 
că se poate renunţa la oricare din componentele lui B (independent de 
valoarea lui v). 
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Aceste rezultate au fost ulterior reluate de P. Naghdi si C. Hau [1], 
care au demonstrat că pentru orice domeniu 7^ regulat în sensul lui O. Kel- 
log ([1], $ 4.3), eventual chiar multiplu conex, si pentru orice valoare 


vE | — 1, * | , avem reprezentarea 


dm But, 

2 (38) 

åB=— pF, b= — (1/Am)grad W R div BAV, 
r 

aşadar o reprezentare prin intermediul a trei funcții. O modificare a acestei 
formule rămîne valabilă si pentru v = : . Rezultatul lni Naghdi şi Hsu 
este mai general, şi cuprinde și cazul F 4 0. Dar el face uz de descom- 
punerea lui Stokes u= v + w, cu div v = 0, w = grad 5, iar rafiona- 
mentele, desi mai scurte, sint mai puţin directe decit cele ale lui Eubanks 
și Sternberg. 


OnsczmRvATIE. Toale acestea nu trebuie să dea impresia că ar fi bine să se caute soluția 
prin intermediul a irei potențiali. Dimpotrivă, incă P. Papkovici [3] a sugerat, si A, Lurie 
(vezi mal departe $$ 8.3; 8.4; 9.4) a utilizat cu succes ideea de a se păstra pentru inceput 
in raționamente toate cele pairu funcţii ale lui Grodskii, folosindu-se faptul că ele nu sint in- 
dependente abia In momentul in care aceasta duce la simplificári esențiale. 


86. PROPRIETĂŢI DE RECIPROCITATE ALE OPERATORULUI 
LUI LAME 


Să reluăm sistemul complet de ecuaţii pentru corpuri eventual 
anizotrope și ne-omogene (vezi $ 4.1) sub forma 


1 i 
Ey = r (May F 90s (1) 
c, tF —90, (3) 
C, = OF Enes (3) 
Și să amintim forma (4.8.3) a ecuațiilor lui Lamé 
Wa=F, (4) 
unde operatorul lui Lamé % are expresia, echivalentă cu (4.8.4), 
Er Eit (2)],, i, + r=0. (5) 


Comparind (4) eu (2.33), vom pune in evidență un anumit parale- 
lism intre operatorii 9( şi —A 
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Să începem prin a stabili analogul formulelor lui Green (2.10) — 
(2.12). În acest scop, să considerăm doi vectori w, ve C*(X^), unde 7 
este mărginit, și să caleulăm valoarea integralei 5) 


< e, Nu > = W v. Audy. (6) 
T 
Pentru produsul scalar v- Yu avem imediat din (4), (5): 
bu = — v [o7 Es (W) (T) 


de unde, integrind cu ajutorul formulei lui Gauss-Ostrogradskii (2.9) : 


<v u>- ! tc; £4, (u) n, dS + W ej Ex (u)v,, dV. (8) 
s y 
Or, din (1.5.6) avem evident 
vy = Ep (0) + o, (t). (9) 


Tinind seama de (3) şi (2.3.3), integrandul din integrala de suprafatá 
din (8) se serie sub forma 


V, 65 £y; (M) n, = t, Cy (U) n, = v, c,, (4) = v- a (u), (10) 


unde e,(w) este dat de (1.9). În integrala de volum din membrul al doilea 
din (8), tinind seama de (9), de proprietăţile de simetrie ale coeficienţilor 
c, și de faptul cá matricea œw, este antisimetrică, obținem 


C) Em (M) Tu = ci; Ena (uw) E (v). (11) 


În virtutea legii lui Hooke (3) si a proprietăţilor de simetrie ale 
coeficienţilor (77, această formă biliniará poate fi scrisă în două variante : 


e en (8) e, (0) =! s V e; (9) y (12) 
Gy, (v) Epe (u) . 
Ambele forme amintesc de expresia (3.7.11) a energiei de deformatie 
(20 = 6,, £,), dar se deosebese de ea prin faptul că aci apar produse con- 
tractate de tensori ce corespund la vectori deplasare diferiți. Vom nota 
de aceea 
20 (u, V) = cy (tt) (0). (13) 


Această formă se numeşte energia unitară a tensiunilor stării u, 
actionind în cîmpul deformatiilor stării e. Această cantitate are dimensiu- 


$) Este limpede că acesta esle un produs scalar in sensul leoriei spaţiilor Hilberi. 
Mai mult, în spaţiul asociat de K, Friedrichs problemei (4), acesta este pur $i simplu 
produsul scalar [w, eJ. Vezi de exemplu S. Mihlin [4], $8 4.26 si 6.46. 
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nile energiei (sau lucrului mecanic), dar e alcătuită, hibrid, din date rela- 
tive la două stări elastice distincte ale aceluiasi corp. În particular, (3.7.11) 
se va serie acum 2b(u,u). Relaţia (12) arată că forma biliniarü P 
este simetrică : 

D (w, v) = O (v, t). (14) 


Forma b, ca şi relația (14), au fost considerate de E. Betti [2]. 
Rezultate mai generale, dar de același tip, aparţin lui I. Fredholm [1]. 

Tinind acum seama in (8) de rezultatele din (10) —(12) si de notația 
(13), obținem prima formulă a lui Betti : 


<o Nu o — 2 W P (u, v) AV — W v.a, (u) dS, (15) 
ra F 


analogă eu prima formulă a lui Green (2.1) : operatorul — A este înlocuit 
cu 9l, forma biliniarà si simetrică (grad u -grad v) este înlocuită cu 
2 (w, v), iar derivata normală w,, — eu vectorul tensiune g, (te). 

Mai departe, luind u = e in (15), obținem a doua formulă a lui 
Betti, analogă cu (2.11): 


con Nu >= W Q(u,u)dVF — J u-cg,(u)ds. (16) 
y g 
În fine, intervertind au cu v in (15) si scăzind termen cu termen 


relația astfel obținută din relaţia (15), deducem, în virtutea relaţiei (14), 
cea de a treia formulă a lui Betti, analogă cu (2.12) : 


<u, o > — co, lu > = (| [e «e, (u) —u-c,(2)]dS. (11) 
F 
OBSERVAȚIA 1. Ca si formulele lui Green, formulele Iui Belli nu sint legate de proprietätile 
domeniului Z^ (in afarà de cele pretinse de aplicarea teoremei Gauss-Ostrogradskii), nici de cele 
ale vectorilor u, © (in afară de apartenența lor la clasa C?). Ele informează doar asupra 
unor proprietăți ale operatorului iui Lamé, permitind trecerea ulterioară la studiul proprietăților 
soluțiilor ecuațiilor lui Lamé. 

Totuşi, notăm aci un rezultat foarte sugestiv, datorat lui C. Truesdell [8]: dacă formu- 
lele lui Betti sint identic valabile pentru orice pereche de deplasări infinitezimale aa și t într-un 
corp, atunci acesti corp este hiperelastic, 

Formule similare apar în studiul mişcării fluidelor viscoase (vezi C. Iacob [5], § 4.46). 

OBSERVAȚIA 2, Formulele lui Betti râmin valabile pentru domenii nemuirginite, dacă 
w, v satisfac la infinit condiţii de regularitate analoge eu (2.13): 

lim Alu ŞC, lim Flea (wisc. (18) 
E> R = Ea 

Pentru detalii, vezi M. Gurtin şi E. Sternberg |2]. În particular, se vede uşor că dacă 
funcțiile lui Grodskii sint regulate la infinit în sensul din (2.13), atunci vectorul deplasare 
corespunzător este regulat In sensul din (18). 
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$ 7. TEOREMELE LUI. BETTI 


Bá presupunem acum că u, e sint soluții diferite ale anumitor ecuaţii 
Lamé, corespunzind unor forte de volum F., Fi, unor forte superficiale fiu, 
Îi — dar aceluiaşi domeniu 7^ și acelorași constante elastice. Vom scrie deci 


u= Fu, 9[ € = Fi (1) 


Proprietăţile operatorului U puse în evidenţă în $ 6, conduc la proprie- 

táti ale stărilor elastice corespunzătoare vectorilor u, v. Obtinem pe rind : 
a) Teorema lui Betti (forma locală): energia potenţială (unitară) 

de deformatie corespunzătoare tensiunilor stării u acţionind în cimpul 
deformaţiilor stării e, este egală eu energia corespunzătoare tensiunilor 
stării © actionind in cimpul deformatiilor stării u. 

Teorema exprimă pur si simplu conţinutul relaţiei de simetrie (6.14). 

b) Teorema lucrului fortelor exterioare: lucrul mecanice formal 
total al forţelor exterioare ale stării wu acţionind în cimpul deplasărilor 
stării v, este egal cu dublul energiei potentiale totale formal acumulate. 

Pentru a explica acest enunţ, să considerăm valorile 


Nu dnd Fai 5 mq. (4) "em: În z (2) 
introdueind (2) in (6.15) si tinind seama de (6.6), obtinem : 
W e. FS dV HA v fads — 2 M O (u, e) aV . (3) 
y y T 


În membrul al doilea apare energia potenţială totală (adică integrată 
pe 7^), formal definită cu ajutorul relaţiei (6.13). În primul membru din 
(3) apare un hibrid de acelaşi tip, şi anume un lucru mecanic total formal, 
care se va notă 


Cu, 0) = W DP AV + j vefa ds. (4) 
y g 
Relaţia (3), transcrisá eu ajutorul lui (4), dă tocmai enunţul teoremei. 
e) Teorema lui Betti (forma globali) : lucrul mecanic formal total 
al forţelor exterioare ale stării u actionind în cimpul deplasărilor stării v, 
este egal cu lucrul mecanic formal total al forţelor exterioare ale stării v, 
actionind în cîmpul deplasărilor stării u. 
Într-adevăr, din (6.14), (3) si E, urmează imediat 
€ (u, v) = £ (v, u). (5) 
d) Teorema lui Clapeyron : lucrul mecanic total al forţelor exterioare 
acţionind în cimpul deplasărilor statie corespunzătoare lor, este egal cu 
dublul energiei potenţiale real acumulate în corpul elastic. 
Aceasta se deduce imediat dacă luăm u = v în (3), (4): 


9 (u, u) = 2 W ® (u, u) dV. (6) 


d 
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În expresia lucrului mecanic (m, wu) (vezi (4)), deplasările u sint cele ce corespund 
forțelor F, si ha prin intermediul ecuaţiilor echilibrului elastic. Apariţia faclorului 2 In (6) 
se explică prin aceea că forma (6.13) peniru Ww — a fost obţinută prin integrarea formei 
diferențiale 8D = c, 8e, din (3.6.6), așadar ținind implicit seama de creșterea deformatiei 
de la zero la valoarea sa finală, în cadrul ipotezei dependenţei liniare intre tensiuni şi defor- 
maţii, Dimpotrivă, lucrul mecanic £ (ut, tt) se obține inmultind scalar forțele F,,, și f,,, cu de- 
plasările u ce le corespund siatie — aşadar la finele procesului de deformatie — In timp ce lucrul 
mecanic realmente cheltuit de fortele exterioare ar trebui calculat prin înmulţirea acestor forte 
cu valori & ale deplasării ce cresc in timp de la zero la valorile lor finale, si prin integrarea 1n 
raport cu timpul a cantităţii astfel deduse, 


Acest raționament subliniază caracterul forma! al mărimii € (ae, t), spre deosebire de 


cel rec! al mărimii MES u)dV. Dacă am presupune că deplasarea crește in primă apro- 


ximatie ca functie liniară de limp de la O la w, va rezulta si intuitiv cà lucrul mecanic reab 


E 
al fortelor exterioare trebuie să fie egal cu X > (at, tt). 


Sub forma lor iniţială, aceste teoreme aparţin lui E. Betti [1], [2]. 
Teorema lui Clapeyron — extrem de importantă în practică — este încă, 
mai veche. (Asupra el, vezi observaţiile lui A. Clebsch si B. de Baint- 
Venant [1], nota la pag. 871 si 872.) 


Toate aceste teoreme pot fi extinse la domenii Z^ nemárginite, cu respectarea conditi- 
ilor de regularitate. În mod evident, ele sint independenle de proprietățile ide omogenilale sau 
izotropie, dar depind esențial de caracterul liniar ul relaţiilor cu care operām. Astel, ele au 
putut fi generalizate in elaslo-dinamică, in visco-elaslicitale, in lcrmo-elasticilale ete. (Vezi 
de ex, D. Gralfi [1] ; V. Ionescu-Cazimir [1].) 


$ 8. METODA SURSELOR, SOLUȚIA FUNDAMENTALĂ 
A ECUAȚIILOR LUI LAMÉ 


Pentru a construi un analog al formulei integrale fundamentale 
(2.18), este necesară o soluţie care să joace in teoria ecuaţiilor lui Lamé, 
rolul soluției 1/4z din teoria ecuației lui Poisson. Astfel de soluţii 
au putut fi găsite pină acum numai în două cazuri : pentru corpurile omo- 
gene si izotrope, şi pentru cristalele sistemului exagonal (eu 5 constante 
elastice). Pentru cristalele din alte sisteme, se folosese mijloace aproxi- 
mative, reprezentindu-se soluția fundamentală prin serii. (Vezi de ex. 
E. Kroner [1], [3]; A. Seeger [1], $ 53.) 

Teoria soluţiilor fundamentale si toate problemele ce derivă de 
aci sint amănunţit studiate de C. Miranda [1]. În cazul ecuaţiilor cu coe- 
ficienti constanti, problema este abordabilă sub o formă simplă si generală 
i E er teoriei distribuţiilor (vezi I. Ghelfand si G. Silov [1], 
vol. 1, $ 3.2). 
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Ne vom limita in cele ee urmează la cazul corpurilor izotrope și 
omogene. 


Căutarea de soluții singulare va fi pusă in legătură cu interpretarea lor ca descriind 
unele acţiuni mecanice concentrate. Acesta este punctul de pornire al metodei surselor, impru- 
mutate din hidrodinamică. Tehnica de lucru e similară celei amintite : punctul singular este 
izolat cu ajutorul unei suprafete închise, şi se studiază apoi din punct de vedere mecanic com- 
portarea acestei suprafeţe și a domeniului mărginit de ea, atunci cind diametrul său tinde la 
zero. Ca şi în hidrodinamică — unde se evaluează fluxul de fuid ce traversează suprafaţa care 
contine în interior punctul singular — in teoria elasticitățţii sintem conduşi la a determina 
torsorul tensiunilor pe această suprafaţă, si valoarea sa limită, cind suprafata se reduce la 
un puncti. 


a) Cimpul deplasărilor singulare 


Să presupunem deci spațiul da, ocupat de un material elastie omogen 
și izotrop. Forţele de volum sint nule. Nu există condiţii la limită, ei numai 
condiţii de regularitate (6.18). În virtutea teoremei de unicitate, orice 
soluţii ne-identie nule, regulate la infinit, și corespunzind la forte de volum 
nule, trebuie să posede puncte singulare. 

Vom căuta — pe linia metodei inverse — o soluție care să aibă în 
origine o singularitate de cea mai simplă natură, si care înafara originii 
să fie regulată, aşadar reprezentabilă sub forma (4.14), (4.15). Întrucît 
Fo = 0, avem 


u = B — - (|—v) grad (Ææ- B + Bp) (1) 


unde funcțiile B, B, sînt armonice in Z4 (cu excepţia originii), şi regulate 
la infinit. Să luăm B, = 0, şi să căutăm vectorul B sub forma 

B 

B = Q; (2) 


unde Q este un vector constant, iar o este un scalar armonie. Pentru 
p, vom alege soluţia fundamentală a ecuaţiei lui Laplace (care posedă 
în origine și la infinit proprietăţile cerute), înmulțită eu un factor de nor- 
mare A necunoscut 

o = A|R. (3) 


Cu aceasta, soluţia prezumată a problemei ia forma 
1 Se a NEN: 
u= A|oin -Àq v pd (208|, R= VAF AFA. (i 


În cele ce urmează, vom face de repetate ori uz de diferite relații 
simple de analiză vectorială (vezi de ex. N. Kocin [1], 8 12; V. Smirnov 
[2], vol. 2, pet. 105 si 112). Tinind seama că 


grad (fg) = f grad g+ g grad f, (5) 
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deducem imediat 


grad (æ-Q|R)= R^! grad (æ-Q)-+ (x-Q) grad. Et; (8) 
intrucit Q este un vector constant, avem mai intii 
grad (-Q) = i,(5 Q)., =Q, (7) 
si pe de altă parte 
grad E! = — R^* grad R= — K^? x; (8) 
de aec! urmează 
grad (z-O/R) = Q/R — (x-Q) x/ R*. (9) 


Prin urmare, formula (4) se mai serie şi 
y Z0 — A A [(3 — 4») QJR + (æQ) c] R3]. (10) 


Acesta va fi cel mai simplu cimp de deplasări, cu o singularitate 
in origine, si regulat înafara originii (inclusiv la infinit). Pentru a determina 
cîmpul veetorilor tensiune corespunzători, vom aminti aci formula (1.9) : 


EN 


d, (a) —2u|v(1 —2v»y n div u + Ln x rob u + a. (11) 


Aceasta arată că avem de calculat expresiile div x, rot u, şi u, 
pentru vectorul u din (4) sau (10), construit eu ajutorul vectorilor O/h si 
(x. Q)a:] R5. 

Amintind că avem 


div (fe) = f div v+ e-grad f, (12) 
si tinind seama de (8) si de faptul că O este constant, urmează 
div (QJE) = — x. QJR. (13) 
Utilizind (12), (7) si (8), si faptul că ^^! = 0 pentru RÆ 0, deducem 
div [(2-0) a/R*] = — div [(z-Q) grad &^!] = — 
— (grad R^!)- grad ($.Q) = — OBS, (14) 
Fácind uz aeum de (10), (13) si (14), deducem 


div u = -50 — 94) (1 — v) A (æ Q)/ R5. (15) 
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Calculul cantităţii rot u este mai simplu. Pentru a o găsi, vom folosi 
expresia (4) a deplasării, si vom ţine seama că 


rot grad f = 0, rot(f v) — f rot v — v x grad f. (16) 
Cu aceasta, cápátüm mai intii 
rot u = A rot (QIR) (17) 
și apoi, utilizind (8), (16) si. faptul că Q este constant: 
rot u = A (QO x z)| R*. (13) 
Mai rămine de calculat «,, pentru care vom face uz de formula 
(f*), = fst rF fv... (19) 
Dat fiind că Q este constant, avem mai intii 
(Q/R). = Q(R7), = —OR^ R,, (20) 
unde 
Ri =ñ R -—nuxlE--nacE, (21) 
astfel că 
(Q/R). = — (n-x) Q/R. (22) 
Pe de altă parte, trebuie să calculăm derivata 
[r(z.Q)/R*], = (z-QJ E?) x.. + æ [z-O[ R?] ,. (23) 
Or, utilizind şi (21), avem pe rînd : 
X., = n (i 2); = n, 8i —n; (24) 
(-0/R5), = (z-Q) (R 7), + R^ *(z-0),; (25) 
(r.Q), = Q. m, =n Q; (26) 
(R?) = — 3 RK* R „= — 3 (n-æ)/ Rè. (27) 


Cu aceasta, (23) devine 
[(z-Q) z/R*], = (z-Q) n/ R? +æ [— 3 (x-0) (x-n)/R5 + (n-Q)/R°]. (28) 
Tinind seama de (10), (22) si (28), deducem deci 


"m, = = | —(3 — 4) 


A— ME 
A(1-— v) 


Q-a moo Q (mæ) (Q-a) | 
ra At in pg E E d (29) 
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Pentru a putea face uz de (11), ne mai rămîne să calculăm 


ia x rob u = 2 (A/R5) [n x (0 xx)] = 





= ZAR?) ((n-2) Q — (1:9) 2] (30) 
Introducind acum (15), (29) si (30) in (11), obţinem relaţia finală : 
. 80-29 4T 19. ; | " 
a.u) = = ERA m Qr) mne (2) 9 + n-o): 
3 1 | | 
PIA.) (9-2. (31) 


Acesta este cimpul vectorilor tensiune corespunzător cimpului de- 
plasărilor din (10). Condiţia de regularitate la infinit este vizibil respectată. 


b) Soluţia fundamentală 


Sá trasăm acum o suprafață închisă S^ care nu conține originea in 
interior. Întrucît (10) este aci o soluţie regulată, torsorul tensiunilor ce 
acționează pe S trebuie să fie egal si de semn opus eu cel al forţelor de 
volum actionind în domeniul mărginit; de  — aşadar egal cu zero. Argu- 
mentul isi pierde valabilitatea dacă S^ contine in interior originea. 

În acest ultim caz, este vizibil că torsorul tensiunilor pe o suprafaţă 
F nu depinde de forma acesteia. Într-adevăr, să considerăm donă supra- 
fete 7 si F” tără puncte multiple, si dintre care a doua este conținută 
în interiorul celei dintii. Torsorul tensiunilor ce iau naştere ne frontiera 
domeniului definit de F’, F” este evident nul, astfel că 


N e, d5 — |i a, dS =Ù, | exo.as — axe. dA =i, (32) 
g" gr ge gn 


intrucit aci normala exterioară coincide cu normala exterioară la F’, si 
cu cea interioară la F”, iar forțele de volum sint nule. Raționamentul 
poate fi ușor extins la suprafeţe care se intersectează, la suprafeţe cu 
puncte multiple etc. Asadar, rezultanta 8i momentul rezultant al tensiu- 
nilor considerate nu depinde de forma lui 5^, si este cel mai uşor să le cal- 
culăm pe o sferă S(0, R). 

Întrucit pe sferă avem n = z]/ R, formula (31) poate fi mult simpli- 
fieatá. Păcind înlocuirea w = Rn, obţinem 


eu) = — 8 orz Onn] pesto, m. o» 


2(1— v) R? 
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Rezultanta tensiunilor (33) pe această sferă este 


R = V s, (t) d8 = V a, (u) R? dS, = Ra (| e, (u) dS, (34) 
s 5 s 


unde am notat cu d8; elementul de arie pe sfera unitate 5, cu centrul in 
origine. Întrucît avem E = const., obținem 


f ~ — B0-—2v) | dum N | ^ . (85 
P Tes AW Q--—— (O-n) njas, (35) 


— dd 


5 


După cum se vede, tocmai faptul că e, tinde spre infinit ea 1/R2 
pentru R — 0, dă integralei Æ o valoare finită si independentă de R. 
De aceea integrala din (35) poate fi calculată pe sfera 5,, 8i nu pe 5. 

Prima integrală din (35) se obţine uşor sub forma 


||Q as - 9 a& = 129. (36) 


5 5 


Pentru a o găsi pe cea de à doua, să observăm că pe sfera 5, avem 
n =, şi deci integrandul corespunzător este un vector de lungime (0-2), 
dirijat după normala n. Scriind formula lui Gauss-Ostrogradskn (2.9) 
sub forma 


W grad f dV — uu n d5, (31) 
pr ge 
ceea ce se verifică uşor dacă separüm cele trei componente din (37), 
deducem din (37) şi (7): 
V (Q-n) nds, = W grad (Q-2) dV = Wi Q ay = E zQ, (38) 
5 B ri 
unde B, este bula de frontieră 5,, al cărei volum este desigur E T. 
Introducind acum (36) si (38) in (35), obţinem 
£ = —4ny 49, (39) 


ceea ce dă rezultanta tensiunilor pe orice suprafaţă închisă care confine 
originea în interior. 


Momentul rezultant al tensiunilor (33) fatá de origine este 


M = exe. (u) dS = -a A R|jax lo 4 ŽO. n) »| às, 


v S (40) 
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unde, ea şi în (35), am ţinut seama că A = const, şi că integrám pes, 
Al doilea termen din integrandul din (40) este nul, iar pentru cel dintii 
deducem pe $,: 


J nx O ds, = -Q x || æ as, — 0. (41) 


Prin urmare, momentul rezultant (în raport cu originea) al tensiu- 
nilor pe orice suprafaţă care conţine originea in interior, este nul. 


Domeniul mărginit de o suprafată 5 care contine in interior ori- 
ginea va fi în echilibru dacă şi numai dacă în interiorul său, oricît de 
mici ar fi dimensiunile lui, acţionează forțe al căror moment rezultant 
faţă de origine este nul, 3i a căror rezultantă este egală cu — (€ = 4xpy AQ. 
Prin urmare, starea descrisă de (10) este realizată dacă considerăm spa- 
tiul elastic nemărginit, solicitat în origine de o forță concentrată AruA0, 
care face echilibru tensiunilor ce apar pe orice suprafață care contine 
in interior origines. 


Prin „forță concentrată” se intelege tocmai acţiunea mecanică definità prin acest proces 
de trecere la limită. Din punct de vedere practic, avem de-a face cu un sistem de tensiuni 
foarte mari, repartizate pe un domeniu de dimensiuni foarte mici, avind momentul rezultant 
fatá de origine nul, iar rezultanta finită și diferită de zero. (Compară cu $ 2.1, pag. 65. Vezi 
si mai jos, Observatia 3.) 


Putem dispune in sfirgit de constanta încă nedeterminată A, Solu- 
[ia obţinută va corespunde Em unei forțe concentrate Q, dacă avem 
— 1 Ju. (42) 


Așadar, pe calea unei uu inverse am obținut soluția ecuațiilor 
lui Lamé omogene pentru o forță concentrată Q în origine, sub forma 


NEM: ER Q ,99« | 
u=: | |e- rba i z|; (43) 


Vectorul (43) este solutia fundameniald a ecuaţiilor lui Lamé gi con- 
stituie analogul funcției 1/4z din teoria ecuației lui Poisson. Rolul 
constantei (42) este analog celui al factorului 1/4x din teoria acestei 
din urmă ecuaţii. 


Cimpul vectorilor tensiune (31) se scrie acum sub forma definitivá 








1—2» 1 e E addi 
a, (u) = — Szx(ü—v) R° m | (9-2 n + (n2) Q+ (n-Q) $ -+ 
d b ofa. (44) 
—u em) n] 
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O soluţie de tipul (43) a fost dată de lord Kelvin [1] (retipărit in 
[4], vol. 1). Ea a fost regăsită și utilizată de C. Somigliana [1] (vezi si 
[3]). Asupra semnificației sale au revenit E. si F. Cosserat [2], [3]. 
Vom numi această soluție — sau unele variante ale ei — soluția lui Kel- 
vin si Somigliana. 


OngERVATIA 1, O soluție de același tip apare în studiul fluidelor viscoase, Rezultatele 
relative la ea sint deci legate de rezultatele corespunzătoare de hidrodinamică, (Vezi de ex, 
C. Iacob [5], $ 4.47.) 

OBSERVAȚIA 2. Dacă am calcula rezullanta tensiunilor (33) pe o semi-sferă cu centrul 
in origine, am obţine — datorită simetriei — valoarea (E = — 2ru A'00, de unde, rationind 
la fel ca mai sus: | 

A* = 1/2 y. (45) 


Nu se poate însă afirma nimic despre momentul rezultant — afară de cazul unei sarcini 
normale pe planul-frontieră. (Vezi si mai jos $ 9.4, pag. 594). 
OBSERVAȚIA 3. Rationamentele de mai sus sint bazate pe un anumit proces de trecere 
la limită, analog celui considerat în plan In $6.16, exemplul d. Observațiile fácute acolo (pag. 455) 
rămin valabile. Pot fi imaginate şi procese de trecere la limită mai complicate, pentru sarcini 
mai puţin particulare, sau in care bula să fie inlocuită cu alt tip de domeniu. 


c) Utilizarea funcției lui Dirac 


Toate cele de mai sus sint in fond strins legate de unele noţiuni de 
bază din teoria distributiilor. În fapt, soluţia (43) poate fi reobtinutá 
cu ajutorul funcţiei 5, ceea ce a fost realizat de către N. Sandru [2] 
(vezi și I. Ghelfand si G. Silov [1], vol. 1,$1.2, pet. 3, si 81.4, pet. 4). 

Pentru aceasta, să rezolvăm ecuaţiile lui Lame (1.1) în spațiul elas- 
tic Z4, supus acțiunii forţei concentrate F (x) = Q à(x) aplicate în ori- 
gine (vezi 2.1.4)). Pentru a găsi funcţiile lui Grodskii, trebuie să rezolvăm 
ecuaţiile (4.15), fără nici o condiţie la limită. Observind că (A.2.15) rămîne 
valabilă în £4, ecuațiile (4.15) devin 


AB = — (Qly) (2), AB =0. (46) 
Tinind seama de (2.15) pentru E — 0, urmează imediat 
B —(QAzu)R^?, B,—0, (47) 


ceea ce este exact soluţia care rezultă din (2), (3) gi (42). 

Demonstrația este incomparabil mai simplă, dar mai puțin elemen- 
tară. Mai mult: calculele care duc la expresia (31) rămîn întotdeauna 
necesare pentru a ne da vectorul tensiune ce corespunde deplasării consi- 
derate. Si chiar si cele care duc de la (31) la (42) nu sint fără rost: 
tocmai ele arată că soluția (47) dă într-adevăr, pentru orice F, rezulta- 
tul căutat, astfel încît utilizarea funcției 5 în reprezentarea forțelor con- 
centrate se găseşte justificată, 


£9 TENSORUL LUI KELVIN SI SOMIGLIANA 549 


Este uşor să se obțină acum deplasarea care corespunde acțiunii unui moment concentrat. 
În acest scop este suficient să considerăm două forte egale și opuse aplicate in puncte apro- 
piate, si să facem ca distanţa intre aceste puncte să tindă la zero, în timp ce momentul pâs- 
trează o valoare constantă. În acest raționament, trehuie avută in vedere necesitatea de a se 
obține un rezultat independent de punctele de aplicare, si de orientarea forţelor alese, 


Toate cele spuse relativ la acţiunile concentrate au semnilicaţie 
mecanică numai la o oarecare distanţă de punctul de aplicare corespunză- 
tor. Într-adevăr, intrucit tensiunile si deplasările crese nemărginit in ve- 
cinătatea unor astfel de puncte, urmează că ecuaţiile elastieitátii liniare 
își pierd aci valabilitatea. Din punetul de vedere al comportării materia- 
lelor reale, problema este rezolvată prin apariţia de zone de deformare 
plastică, sau de fisuri. 


$9. TENSORUL LUI KELVIN ȘI SOMIGLIANA. APLICAŢII 


Să ne imaginăm starea de deplasare (8.43) realizată prin suprapu- 
nerea a trei stări elementare, corespunzind fiecare acțiunii unei forţe con- 
centrate dirijate după una din axe; să presupunem că acestea sint forte 
unitare. Pentru Q — à, vom obține 

v, = [1/16 mg (1—)] [(8—4v) &/R + (ia) eR], (1) 
de unde, intrucit i, are componentele 3,, căpătăm componentele 
vg = [1/16 xg (1—v)] [(3—4v) 85/8 + a m] R?]. (2) 


Vectorul v, poartă si el numele de soluția lui Kelvin si Somigliana. 
Cele nouă cantităţi vy formează un tensor de ordinul al doilea: tensorul 
lui Kelvin si Somigliana. Componentele e, se măsoară in em]kgf. Ele 
pot fi serise si sub forma 


v; = [1/24mxg (1— v)] | 66» Dp te + 5 R (H/R); (3) 


Cunoașterea componentelor v,; permite scrierea soluției corespunzá- 
toare acțiunii oricărei forte concentrate in origine. Dacă aceasta este apli- 
cată într-un punct £ — punctul de sursă — soluția rămîne valabilă 
după o translație. Notind, ca și în (2.14), cu R vectorul de componente 
X, — &, de la punctul de sursă ë la cel de observație æ, obţinem de 
pildà din (2): 

v ($5; E) = [1A36zp (1—»)] [(8—4v) 8;/ E + (0, — E) (o; — ER], (4) 
unde 
Re = (a — EE (Ma — Ba)? + (t$ Ea). (5) 


Formula (1) rămîne şi ea valabilă dacă se înlocuieşte x prin R. 
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a) Proprietăţi de simetrie 


În primul rînd, se remarcă simetria soluţiei (4) în raport cu punctele 
de sursă gi de observaţie. Notind cu 2, (2; £) vectorul de componente 
(4), avem 

v, (2; 8) = VE; e), (6) 


astfel că forța unitară aplicată in punctul de sursă şi dirijată după Om, 
produce în punctul de observație o deplasare egală cu cea care ar fi 
produsă în chiar punctul de sursă de aceeași forță, dacă ea ar fi aplicată 
în punctul de observație. 

Această interpretare — valabilă deocamdată numai pentru spaţiul 
nemărginit — stă la baza așa-numitelor teoreme de reciprocitate de tip 
Maxwell, de care nu ne vom ocupa aci. (Vezi de ex. C. Biezeno şi R. 
Grammel [1], cap. 2, pet. 9; R. Southwell [3], § 12.) Ele au un rol 
însemnat în calculul practic, mai ales în studiul sistemelor de bare elas- 
tice. Caracterul lor de principiu este identic eu cel al teoremelor lui Betti. 

În al doilea rînd, se mai poate interverti in (4) indicele axei de pro- 
iecţie cu cel al axei indieind direcția de acţiune a forței: 


valt; E) — v (2; €). (7) 
b) Superpoziţia soluțiilor 


Din (4) se obţine ușor soluţia corespunzătoare acţiunii unui sistem 
finit de forţe concentrate. Astfel dacă notăm cu Q” forța de componente 


Jj aplicată în punctul E” de coordonate Ej", căpătăm deplasarea 


3 z r4 P 
w(x) = V O v(x; E”), (8) 
bal 
unde v, este dat de (4), dar unde R trebuie înlocuit cu R” = œ — £'". 


Vectorul deplasare corespunzător acțiunii tuturor celor m forțe O" are 
deci forma 
t= oh kel 2, 5 jsl De ss (9) 
unde a este același, iar R” variază cu £^ de la termen la termen. 
Desigur, pentru ca soluția (9) să aibă sens, trebuie ca principiul 
superpoziției să nu-şi piardă valabilitatea, așadar cu deplasările, defor- 
maftiile si rotatiile parțiale si totale să fie destul de mici. 


c) Potenfiali elastici de volum 


Expresia (9) sugerează calea de urmat pentru a obține soluţia pro- 
blemei spaţiului elastic acționat de forţe de volum repartizate continuu 
la distanță finită. Raționamentul e similar celui folosit în hidrodinamică 
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pentru o repartiție continuă de surse (vezi de ex. N. Kocin [1], $ 19; V. 
Smirnov [2], vol. 2, pet. 200; A. Tihonov gi A. Samarskii [1], $ 4.5). 

Fie deci un sistem de forte F(£), repartizate într-o porțiune màr- 
ginită 7 Cd. Fiecare element de volum dV cu centrul in £ este supus 
acțiunii forţei F(E) dV. Aceasta sugerează să inlocuim suma in raport 
cu j din (9), prin integrala 


Ue) = (| F(E) v(e; pay, k =1, 2, 3, (10) 
P 
(punctul de integrare fiind evident punctul £), sau încă 


Uz) = mmm; Y, ik=, 2,3. 0) 
rd 


Soluţia (10) e similară eu soluţia (2.25) a ecuaţiei lui Poisson, 
exprimată prin potenţialul (2.19). Prin analogie, integralele ce intervin 
în (10) se numesc potențiali elastici de volum, de densități egale cu factorii 
F,(E). 

Acest raționament; are caracter pur euristie. Într-adevăr, integralele 
(10) conţin termeni singulari care, după derivarea necesară pentru a veri- 
fica ecuaţiile lui Lame, duc la apariția unor integrale improprii, a căror 
convergență trebuie demonstrată şi a căror valoare trebuie aflată. 


Chestiunea se rezolvă ca si în cazul ecuației lui Poisson (vezi de ex. A. Tihonov si A. 
Samarskii [1], $ 4.5). Pentru ecuaţiile lui Lamé, calculele corespunzătoare au fost efectuate 
de G. Lauricella [1], [3], la sugestia lui V. Volterra. Vezi de asemenea M. Haimovici [1], $ 
11.2; 5. Mihlin [3], $$ 21 si 45. 


Un raționament bazat pe utilizarea funcției 5 poate fi ugor construit, 
prin asemănare cu cel care conduce la formula (2.27). Anume, intrucit 
soluția lui (4) verifică ecuaţiile omogene pentru æ 4-£, şi corespunde 
acțiunii unei „forțe de volum" F — i, 3(r —£), putem scrie (vezi si 
(4.8.3) şi (4.8.7)): 


3 v, (z ; £) — i, 5 (x — E), (12) 


ecuaţie similară eu (2.15). Întrucît v, (æ; £) depinde numai de Œ — £, 
potentialul (10) poate fi seris — analog eu (2.26) — sub forma 


U = F,* v, , (13) 
unde in fapt avem trei convolutii, eorespunzind celor trei componente +,;. 
Luind acum in (A.2.23) pentru D — operatorul lui Lamé A, si făcînd 
uz şi de (12) şi (A.2.10), avem pe rind 
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Rezultatul rámine valabil chiar dacă F este o distribuţie”). 

Problema echilibrului spaţiului elastie nemărginit izotrop şi omogen, 
acţionat la distanţă finită de forte oarecari, si în care apar deplasări şi 
tensiuni regulate la infinit, este deci rezolvată. Mai mult, pentru un corp 
X^ mărginit supus acțiunii forțelor F şi satisfácind anumite condiţii la li- 
mită, integrala (10) este tocmai acea soluţie particulară a ecuaţiilor lui 
Lamé ne-omogene despre care am vorbit în $ 4.10, şi care permite să re- 
ducem problema la problema omogenă corespunzătoare. 


$ 10. SOLUȚIA FUNDAMENTALĂ A ECUAȚIILOR LUI LAMÉ 
BIDIMENSIONALE. CARACTERUL PARADOXAL AL ACESTEI SOLUȚII 


a) Soluţia fundamentală in c, 


Poate rezultatele relative la soluția fundamentală ràmin valabile 
în orice €, : pentru m —3 trebuie Bá facem uz de funcția R "'*, in timp 
ce in £, intervine functia In F. 

În acest din urmă caz, calculele din $ 8 pot fi refăcute pornind 
de la o reprezentare a lui Grodskii bidimensională (4.14), si inlocuind 
(8.3) prin 


p — A In (a/p), (1) 

unde — spre deosebire de notația folosită in capitolul 6 — vom serie 
e —lyei-4 a, (2) 

pentru a nu risea confuzia cu Æ din (8.4) sau (9.5). hemarcám prezența 
constantei a în (1) ; aceasta are dimensiunea unei lungimi, si este introdusă 


pentru ea soluția să nu depindă de alegerea unității de măsură, 
Făcînd uz de (1) in (4.14), momentul rezultant este nul, și obținem 


A = 1/2mu. (3) 
Soluţia (9.1) se înlocuieste acum prin 
v, = [1/8zy (1 — v)] [(3 — 4v) d, In (a/p) + (1-2) æ/p?], (4) 


unde constanta a nu poate fi determinată, intrueit tensiunile nu depind 
de ea. Pentru o forţă unitară aplicată în £, trebuie să inloeuim în (4) 
pe æ prin p — à —8. 








5) Egalitatea este desigur înțeleasă aci într-un sens generalizat, mai slab — astfel că 
raționamentul din (14) nu poate înlocui rationamentele de tip Lauricella. 
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Fără a restringe generalitatea rationamentului, ne vom limita (L. 
Solomon [13]) la cazul ë —0, i, — &, astfel cá din (4) căpătăm : 


và = [1/8zp. (1 — v)1[(3 — 4v) In (a/e) + 2/62], 
De = [1/8ng (1 — v)] [s e [e*]. 
Trecind la coordonate polare 4 = pexp(iy), aceste expresii devin 
v; = [1/8zg (1 — v)] [(3 — 4v) In (a/p) + eos? x], 
Pie = [1/8mu (1 — v)]sin y eos x. 


(5) 


(6) 


Aceleaşi expresii se obţin dacă facem uz de soluţia lui Kolosov si Mushelisvili pentru 
problema forței concentrate. Anume, luind in (6.16.17) H,-»0 si XU! = 1 (forţă unitară concen- 
trată dirijată in lungul axei 0x,), obținem 


e (4) = — Hre + Ding, PA — [xi2x (x + 1))In a. (7) 
astfel că deplasarea rezultă din (6.7.12) sub forma 
tuU = — [x/2r (x + 1)] In (44) + [1/2 (x + 1)] (5/3). (8) 
sau incă, linind seama de valoarea (6.7.13) a constantei x = 3— 4v (deformatie plană) : 
U = — I3 — 4v») Abreu (1 — v)] m e? + [1/16x5 (d — v] exp (2iy), (8) 
ceca ce conduce toemai la componentele din (5) sau (6). 


Bá examinám în detaliu comportarea componentei v (deplasarea 
în lungul liniei de acțiune a sarcinii). Cu acest scop, să considerăm curba 


F(z,, 255a) = cos? x + (3 — 4v) In (ajẹ) = 0, (10) 
pe care avem v, = 0. Este vizibil că 
F (aa, atașa) = F (x, w4; 1), (11) 


și curbele care corespund la valori diferite ale constantei a sint deci omo- 
tetice. Alegind e = exp [ — C/(3—4v)], se vede că curbele F(z,, 2,5; a) = C 
coincid eu curbele F (zj, £a; ac) — 0. Liniile de egală deplasare cv, = 
= const. sint deci omotetiee eu liniile F(z,, 23; 1) — 0. Ne rămine să le 
examinăm pe acestea din urmă ; din ecuaţia lor urmează 


e = exp [(eos* 7)/(3 — 4v)], (12) 


ceea ce defineste o curbă închisă, cu două axe de simetrie. Pentru diferite 
valori ale lui v, aspectul acestor curbe este cel dat în figura 7.10.1. 
Soluţia (4) sau (7) pune deci în evidenţă o curbă închisă pe care 
avem v, — 0. În interiorul acesteia avem vp >0, iar in exterior, v, — 0. 
Așadar, componenta deplasării după linia de acţiune a sarcinii se anulează 
la o anumită distanţă de origine, apoi isi schimbă semnul, și tinde la infi- 
nit, descriind deplasări tot mai mari si opuse direcţiei de acţiune a sar- 
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cinii pe măsură ce ne depărtăm de punctul de aplicare al acesteia. Dimpo- 
trivă, componenta v,, nu depinde de p. 

Rezultatul e un non-sens. Modificarea constantei a modifică prin 
omotetie aspectul acestui „tub”” de deplasări egale, dar nu schimbă carac- 
terul paradoxal al celor de mai sus. 

Faptul că funcția ln p posedă două puncte singulare, în timp ce 
funcția 1/R folosită in 4, are numai un singur astfel de punct, explică 
deosebirea de comportare a soluţiei în cazul bidi- 
mensional si in cel tridimensional. 


E drept cà in plan dispunem de două funcţii armonice 
cu ajutorul cărora putem construi doud soluţii de tip Kelvin- 
Somigliana : Re In 3. si im In 4, asadar Ina şi y = arc tg (xa4/z,). 
Alegind in (4.14) 

HH, za 0, B, zu Ay, Ha = 09, (13) 


raţionamentul din $ 8 poate fi repetat; dar a doua soluție 
care se obţine este de asemenea inacceptabilá, intrucit depla- 
sările nu depind de p, şi înafară de aceasta ele sint funcţii 
multiforme. 


Alte posibilități de à construi soluții de tipul 
lui Kelvin si Somigliana în plan, nu există. Carae- 
terul paradoxal al celor de mai sus interzice uti- 
lizarea neeriticá a soluţiilor în deplasări ale pro- 

Fig. 7.10.1 blemei plane, dacă se face uz de componentele 

tensorului lui Kelvin si Somigliana sub formà in- 
treagă, asa cum este cazul de pildă în construcția soluţiilor particulare de 
tip (9.10). Din acelaşi motiv, nu are sens să caleulăm componentele depla- 
sării în probleme în care funcțiile lui Kolosov si Mushelisvili contin ter- 
meni logaritmiei sau polari la infinit (vezi $ 6.10). Dimpotrivă, toate cal- 
culele relative la componentele tensiunii rămin justificate — dat fiind 
că derivatele termenilor în În (ajẹ) sint regulate la infinit şi nu depind 
de constanta nedeterminată a. 





b) Soluţia fundamentală dedusă din soluția fundamenială în čs 


Caracterul paradoxal al soluţiei lui Kelvin şi Somigliana în plan 
poate fi înțeles, dacă amintim că problema stării de deformatie plană este 
în fapt o problemă tridimensională, cu monotonie în raport cu variabila Sy. 

Să revenim aci la notaţiile în æ, y, 2, gi să presupunem că în lungul 
axei Oz sint distribuite sarcini de intensitate constantă, dirijate paralel 
cu Oz. 

Vom nota eu punctul de observaţie, şi eu £(0,0,7) pe cel de sursă, 
Presupunind că sarcinile g(()î au rezultanta îi pe orice interval de 
lungime unitară de pe Oz, rezultă că trebuie să luăm g(t) = const. — 1. 
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Vom face uz de soluţia (9.4) pentru k = 1, ceea ce dă acum 
Ua —c(x-FRTRT), uy = eey RS, v = cz (2 — CES, (14) 
unde am notat 


R-—jlyat--y*--(e— 02, e—1l6zu(l—v), x-—3-—4v (15) 


Amplifieind in (15) cu d£ si integrind dela o valoare t, la 4, ob- 
ținem deplasările spaţiului 43, sub acţiunea unui „fir de sarcini repar- 
tizate continuu în lungul axei Oz, şi avînd rezultanta (č, — 0) i. 

Efectuind schimbarea de variabilă 


Pee [n AB medii (16) 


și notind cu Vi; integralele componentelor vu din (14), obţinem 


£i E, 
Va = db | Ri dZ + 2d pe az ' 
£z 


AT Pa 


z 


Z, Z, (11) 
Via = czy | Eda, Yom cai A dz. 
A z, 
Or, din (15), (16) avem evident 
sR? = —(R3), gR--— (Ba, ZR = —(E3), (18) 


(unde indicele 3 marchează acum derivarea în raport eu Z). În acest fel, 
formulele (17) devin 


ră Q ri 
Va = 0 E | R dZ — ră AR a. 
L E SL dz, 
y ?( n-az, Y C 9 caz ^ 
ZI — qa -—— "c 7 = — 07 FLA EO E 
12 7 | i 13 J, 5z | ) 


Y ez, í 


Să notăm pe scurt, pentru j — 1,2: 
R-—jyzst-yt-RZ—-J8-LZ£5 p= Vy yV (20) 


şi să amintim gi formula cunoscută 





Vaë + a? a e 


da — — [x Va + z’) 
| - x xS mass 
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Presupunind cá C, — la, astfel că pentru orice zei, tal avem 
Z,—2—0,20, fa =z — la <0, vom ealeula integrala 





Z Ln Lia — 4 
| R dZ = In +k — ]n R + Zi + In eli 4A) imd 
L^ P &, e (Ra + Za) (Ba — Za) 
În Ra =f Zi Jl ] Eg z £s 
e P 


unde Z, > 0, — Z> 0. Introdueind aei și constanta arbitrară a, avind 
dimensiunea unei lungimi, putem serie deci 


Ca zn i l = 
| Rat =] Roi gg ee pp a A Ba Iggy (22) 
P 


ei da d 
Pentru a introduce (22) in (19), avem de caleulat derivatele 
[2 In (a/g)], = — 2 (ap^), (23) 
m TESI | = hax TuS Es X3ECCES &,, (24) 
a? i Ra (Ra + Za) Ra (Ra — Za) 


pentru 4, = £t, yv, =I Y, i — 1, 2. Cu aceasta, soluția (19) capătă forma 
(R, + Za) (fa — Za) 


Fa == be + (3 — im. J-e(3 — 4v) In 
e P a“ 





e| 1 1 | 
ougqgm|-————————-p [s 
Ra (E, + Zi) li; (Fa — Za) 





Vis == 2C EXE a CT | i —M— | s (25) 
Ra (Rat Zi) R(E — Zu) 
1 1 
Vu = BET mecs 
i [i A 


După cum se vede, primii termeni din V4, $i Via coincid cu compo- 
nentele v,,, respectiv v,4 din (5). 


Desigur, ar fi de dorit ca pentru Z,, —Z», — oo, Să căpătăm din (25) 
tocmai soluţia lui Kelvin şi Somigliana in ds în fapt, se constată uşor că 
în acest caz termenii ultimi din V4, si Fia precum şi componenta Vis, se 
anulează. În schimb, termenul mijlociu din Vj, tinde acum către infinit. 


Tocmai acesta este motivul pentru care componenta r din (5) tinde la infinit pentru 
£— «0, în contradicție cu sensul mecanic al problemei : lucrurile se petrec astfel, numai pentru 
că în soluţia problemei plane — care ar fi trebuit să fie obținută din (25) — a fost dinainte negli- 
jat acel termen logaritmic, care tinde gi el spre infinit. (Acest termen descrie o stare cu tensiuni 
nule la infinit, astfel că prezenţa sa nu influențează tensiunile la mari distanţe.) 
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Sá regrupám acum termenii in cos? y, cos y sin y, și termenii loga- 
ritmici. După calcule elementare, obținem din (25) 
2V1 + Zil (1 + Zile + Zl o) 
WITAEBUTTES AS cos? y + 
2V1 + Zije*(J1 + Zile* — Zalp) 
1 hr e—a 
+ 703 aT E ZH [8 + Zale) + (FF Zi — 29] 


Y, (2, y, 2) = el 


i (26) 


 2|/14cZjeQi-czje--Zle 


1 n 
— — — — ——————————À A COS IL EI 
2 1 + Zife*(J1 + Zifo* — Z] 5 KS 


1 1 
Vi +Z yi FAA x 
(unde variabila z apare prin intermediul cantităților Z4, Za). 

Alit coeficientul termenului în cos? y, cit şi termenul logaritmic 
din V4, sint pozitivi pentru orice valori ale lui o, xy, Z;, Za, astfel că 
avem peste tot V,,- 0. Caleulind limitele expresiilor (26) pentru ge—-oo, 
obținem, pentru orice valori finite ale lui Z,, Za: 


lim Via (2, y, 2) = lim Vi (2, y, 2) = lim Vis (3, Y, 2) =0. (27) 


Fia (£, Y, 2) = 201 


Vaia (25, Y, 2) =e] 


Prin urmare soluţia (26) dă deplasări care păstrează un semn con- 
stant pe direcția sarcinii, $i tind la zero la infinit — în concordanță cu 
sensul mecanic al problemei. 

Dimpotrivă pentru ọpọ finit, obținem din (26) 


lim V4 —(3— 4v)e lim In (Z,Z,/g) —oo, 


LEE (28) 
lim Fia — 2e Bin x cos y, lim Fi =0. 
Ze —2y +o Zy: =E 


Aceasta este de asemenea uşor de înțeles : rezultanta sarcinii aplicate în lungul liniei Oz 
tinde și ea la infinit, odată cu diferența 2,—2,, $i e de așteptat că deplasările nu pot rămine 
finite. Prin urmare, condiția de finitudine a deplasărilor la infinit impusă In $6.10, pag. 413—414, 
este In fond străină naturii problemei. 


În practică, nu vom întilni desigur nici cazul Z,, —Z,—-co, nici cazul 
p — oo. Dar valorile deplasării nu vor trebui căutate sub forma (5) — lip- 
sită de sens mecanie — ci numai pornind de la formulele (26), gi apreciind 
în ce măsură aceste formule — stabilite pentru spaţiul nemárginit solicitat 
în lungul axei O2 — pot fi acceptate în problema studiată, 
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$11. FORMULA INTEGRALĂ FUNDAMENTALĂ 
A ELASTOSTATICII 


a) Reprezentarea prin potențiali elastici 


Această formulă reprezintă soluția ecuațiilor lni Lamé ne-omogene 
pentru un corp izotrop si omogen, ca sumă de integrale definite care 
depind de forțele de volum si de valorile la limită ale deplasării si tensiunii. 

Să considerăm un corp mărginit 7, de frontieră 5^ (suprafață care 
posedă arie), supus acțiunii forțelor F şi f, care realizează in 7^ starea 
elastică regulată u,, Gy- 

Vom face uz de cea de a treia formulă Betti si de soluţia funda- 
mentală (9.4), alegind in (6.17) drept vector æ chiar soluţia căutată, 
iar drept vector v, un vector v, (4 fix, dar oarecare) de componente 
v, din (9.4). Vom izola punctul singular æ —£ al funcției e, printr-o 
sferă notată 5., de rază s. Formula (6.17) — unde în primul membru 
facem uz de (6.6) — va putea fi deci folosită pentru domeniul 77 — B, de 
frontieră S -- 5, : 


WM [w Xe, — v, Auja V = Şi [9,- m, (u) — u-o,(v,)] dS + 
Y —B, pe 


-+ (| [v,e (u) — u-c,(v,)] dS. (1) 


se 


Întrucît v, este o soluţie a ecuaţiilor Lamé omogene, avem 
Yo, =0 in X — B.. (2) 


Al doilea termen din integrala de volum este un potenţial elastic de 
volum de densitate Au, definit în 7^ — B,. Întrucît «e O*(*^), urmează 
că MueC'(%). Integrala corespunzătoare este deci convergentă (vezi 
indicațiile din $ 9, pag. 551), limita pentru s — 0 a acestei integrale exis- 
tá şi este desigur egală tocmai cu potenţialul elastic de volum de densi- 
tate Vu, definit in 7. 

Prima integrală din membrul al doilea din (1) nu depinde de c, 
astfel că gi cea de-a dona are o limită pentru e —0. Ne propunem să găsim 
această limită. 

Cu acest scop, să începem prin a calcula integrala 


I; =| v.o, (uas. (3) 


Se 
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Tinind seama de (9.4), avem pe rind 


I; = [1A6zu(1— v)] «M [(3—4v) 3, + 
Še 
T (s, — 5) (v, — $)&e*] e, (u) d8,. (4) 
A] doilea termen al integrandului contine un produs de cosinusi 
directori, care rámine finit pentru e — 0. Din (3) şi (4) urmează atunci 


lim y v,-c, (wu) dS =0. (5) 


5s 


Să trecem acum la calculul celei de-a doua integrale pe 5, din (1): 


p= ji u-6,(v,) dS. (6) 


Tensiunea s,(v,) se calculează din (8.44), înlocuind æ prin R, şi pu- 
nind R =£, Q = i, si R = — Em (spre deosebire de calculele care au 
condus la (8.33), normala exterioară domeniului 7 — B, e aci dirijată 
spre interiorul sferei S.). Obtinem astfel 


2,(*,)]4., =[(1—27v})/87 (1—v)] £ (i, --3(1—2v) ! & *(&-R) R], (7) 


si deci (6) devine 


Iz = [(1—2v)/8x (1— v)] e^? (| u-[i,--3(1—2v)3e ?(z, — E) R] de, — (8) 
Se 
sau încă, inirucit avem 
Usi, =w .R-—u(r—ti£5, d8, = e? d8; 
(unde d8, este elementul de arie pe sfera unitate) : 


gf 





"EN g^ j u,(z, — E) (2,— £,) as, |. (9) 
Prima integrală din (9) reprezintă media funcţiei w,(x) pe S(£, e). 

Componentele u, fiind continue, prima teoremă a mediei dă 
(| sse as, =u) as, H sh m ms H v (10) 


Se Se 


unde y'-+0 pentru s —0. 
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Pentru a calcula a doua integrală din (9), aceeași teoremă conduce la 
MES — EU (0, €.) ds, = wu) M (2, — E) (4 — Ed ds, dz Yl, (11) 


5 5g 

unde x" -> 0 pentru c — Q. 

Pentru i Æ k avem evident 
ji (z,— E(x. — E) dS, =0. (12) 
Se 


Ne rămine să caleuläm această integrală pentru i =k. Valoarea 
ei nu depinde de indice. Fácind uz de (2.5), vom serie 


a, — E, = gnin 0 coso, z,-—£,— s Bin Ê siig, dta— Éa =e cos 0, (13) 
dS, = sin 9 d0 dọ, E 
astfel că pentru i =k —3 de pildă, avem 
1 (* i 4 
(| (a — £4)* d, = e? | -5| d (cos*6) | do = me. (14) 
8 1. á 3 
Relaţiile (12) şi (14) se seriu împreună sub forma 
(n = E) — 5248, = T ne, (15) 
Se s 
astfel că (11) devine 
Pa 4 n 
(Gn — E) (ae — 8) 48, = — neu (E) +. (16) 


E 
7g 


Introdueind (16) şi (10) in (9), obţinem după calcule elementare 
Ij —uQ(E)-- n, de unde 


lim M u-G,(v,) dS, =m lE). (11) 
E 


Se 


Să luăm acum s — 0 in (1), tinind seama de (2), (5) şi (17). Regru- 
pind termenii gi intervertind æ cu £, căpătăm în definitiv formula integrală 
fundamentală a elastostaticii liniare (pentru corpuri izotrope şi omogene) : 


m (2) = W v Audy + [| Doo, (n) — wo, (0) 88, (18) 
p g 
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unde ë este punctul curent de integrare. Analogia cu (2.18) este evidentă. 
Semnul plus în integrala de volum se datorește faptului că operatorul ȘI 
preia aici locul operatorului — A (vezi şi $6, pag. 539). Locul operatorului 
de derivare normală e preluat de operatorul-tensiune din (1.9). 

Această formulă a fost obţinută de C. Somigliana [3] pentru do- 
menii mărginite. Tot el, în [4], a extins valabilitatea formulei la domenii 
nemărginite, dacă F = 0 în exteriorul unei sfere, şi starea elastică este 
regulată la infinit. 

Ca si (2.18), relația (18) exprimă numai o proprietate de structură 
a operatorului lui Lamé M (compară eu $ 2, pag. 514). 


Să considerăm acum vectorul deplasare u pentru care 
Wu =F, ul, —g, 0,lu)lg =f. (19) 


Introducind (19) in (18), obţinem 


u, (x) 2A v, FaV + (| [of — g-e, (01 48, (20) 
) ) | 


ceea ce dà explieit veetorul deplasare prin intermediul a trei integrale 
definite. Condiţiile la limită impuse de necesităţile practicii, şi deja consi- 
derate, sint deci tocmai acele condiţii pe care însăși structura operatorului 
lui Lamé le scoate în evidență, prin intermediul formulei integrale funda- 
mentale. 

Pe lingă potențialul de volum introdus în $ 9, formula (20) contine 
încă două integrale care — prin analogie cu cele considerate în $ 2 — 
se numesc potențiali elastici (superticiali) de simplu, respectiv de dublu 
strat. Aceşti potenţiali au fost studiati tot de către G. Lauricella [3], 
care a demonstrat pentru ei teoreme deplin analoge cu (2.28)—(2.32), 
derivarea normală fiind sistematic înlocuită de o operaţie de tipul opera- 
torului-tensiune definit în (1.9). Vezi încă E. si F. Cosserat [3]. 

Ca şi pentru ecuația lui Poisson, datele incluse în (20) sint supra- 
abundente; teorema de unicitate din § 4.5 ne arată că nu putem da în 
mod independent valorile la limită ale deplasării s? ale tensiunii. De aceea, 
formula (20) nu defineşte o soluţie a ecuaţiilor lui Lamé pentru valori ar- 
bitrare ale deplasării si tensiunii pe trontieră—ci dă numai o legătură 
obligatorie între diferitele mărimi elastice (cunoscute si necunoscute). 


Formula (18) este esențial bazată pe presupunerea œe 7^. O formulă analogă poate fi 
scrisă şi pentru i£ 7^ + F — dar nu si pentru xe F (cind un analog al sferei 5, nu poate fi 
construit). Prin urmare, abia studiul proprietăților la limită ale potențialilor elastici permite 
clarificarea proprietăților la limită ale sumei din membrul al doilea din (20), si deci si a va- 
lorilor pe care funcțiile u sau e, (wu), construite prin intermediul acestei sume, le iau pe ££. (Vezi 
problema asemănătoare pentru ecuația lui Poisson, de exemplu in L. Sretenskii [1], $$ 3.2 
$i 4.3.) 
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b) Aplicaţii. Indicaţii bibliografice 


Cu toate aceste observaţii limitative, formula (18) sau (20) este de o excepţională importan- 
tá. Ea permite obţinerea de rezultate generale relative la proprietățile soluţiilor ecuaţiilor lui 
Lamé: proprietăţi de medie (vezi S. Mihlin [3], $ 44), proprietăţile de stabilitate a soluției in 
raport cu modificarea datelor la limită (vezi similar A. Tihonov $i A. Samarskii [1], $ 4.2, re- 
teritor la ecuatia lui Laplace) etc. 


În afară de aceasta, ea poate conduce la reprezentări efective ale soluției, prin conside- 
rarea unui analog al functiei lui Green. (Vezi, pentru o teorie generală, R. Courant si D. Hilbert 
[1], vol. 1, $ 5.16; C. Miranda [1], 3 10; V. Smirnov [2], vol. 4, pet, 240.) 

In sfirsit, reprezentarea soluţiilor ecuaţiilor lui Lamé omogene prin potențiali elastici 
superficiali, si studiul proprietăților lor la limită, permite reducerea problemei la studiul anu- 
mitor ecuaţii integrale. În cazul general al sistemelor de tip eliptic, chestiunea e studiată de 
C. Miranda [1], cap. 3 5i 7; V. Smirnov [2]. volumul 4, pet. 238—240. În ce priveşte pro- 
blemele mecanicii, drumul a fost deschis de cercetările lui E. şi F. Cosserat [2], [3] şi G. 
Lauricella [3] — [5], care, bazati pe lucrările mai vechi ale școlii italiene de teoria elasticită- 
tii (E. Betti, C. Somigliana) au obținut în acest mod demonstrarea teoremelor de existenţă, 
Metoda ecuatiilor integrale a fost utilizată şi de A. Korn [1]— [3] şi L. Lichtenstein [2]. Unele 
din aceste rezultate sint pe scurt reluate de M. Haimovici [1], capitolele 11 și 12; E. Trefftz [3], 
$8 49—51. Aceleaşi puncte de vedere sint studiate, cu aplicaţii la fluidele viscoase, de F. Od- 
qvist [1]. 

Ecuațiile lui G. Lauricella au fost regăsite, generalizate și simplificate (pentru problema 
lui Dirichlet} de către D. Serman [5], (Vezi şi lucrările [1] — [4] ale aceluiași autor.) Pentru 
problema lui Neumann, vezi H. Weyl [1]. Bibliografia amănunțită a chestiunii (inclusiv aplica- 
tii) este prezentată de D. Serman [8] (vezi si [9]). 

Pe linia concepţiilor lui G. Giraud, vezi studiul sistematic al ecuațiilor elaslicitátii, 
realizat de V. Kupradze [2], [3]. 

Pentru raporturile între teoria elasticităţii şi diferitele reprezentări integrale posibile, 
vezi l. Arjanih [1] Pentru ecuaţiile dinamice, vezi și S. Kaliski [1]. 

Toate aceste puncte de vedere încep să-și găsească aplicații și în studiul unor corpuri 
caracterizate de legi fizice mai complicate. Citâm astfel lucrarea lui E. Sternberg si 5. Al- 
Khozaie [1] asupra visco-elasticilății, unde se introduc matrice Green, soluţii fundamentale, 
formule integrale fundamentale adecvate. 


& 12. MATRICEA LUI GREEN PENTRU ECUAȚIILE LUI LAMÉ 


a) Matricea lui Green 


Să revenim la formula fundamentală (11.18) sau (11.20), şi să pre- 
supunem că avem de rezolvat una oarecare din problemele la limită (4.2.1) — 
(4.2.3). Dacă am putea determina un vector G, care să ia într-un anume 
sens locul vectorului v, în formula fundamentală, în așa fel încît termenii 
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din integrala de suprafaţă care nu sint cunoscuți să dispará—atunei (11.20) 
ar da soluţia explicită a acestor probleme. Astfel de pildă, dacă cunoaștem 


ul -—9, (1) 
va trebui ca termenul care contine e, (u), să se anuleze. Dimpotrivă, 
dacă cunoaştem 

elu) =f, (2) 
atunci va trebui să dispară termenul in care apare ulg. În fine, dacă 
cunoastem 


Ul, =9, p(t) =f; (3) 


vor trebui să se anuleze termenii care conțin «a,(u)|,, Şi «5, . 
Să căutăm vectorul G, sub forma sumei 


G, =» + F, (4) 
unde v, este soluția lui Kelvin si Somigliana, iar V,eC?(7) şi 


NT, =, (5) 


Matricea celor 9 functii G,, se notează T, şi se numeste matricea lui 
Green. 


Scriind a treia formulă a lui Betti (6.17) pentru usi V,, tinind seama 
de (6.6) si de (5) şi grupind termenii în membrul al doilea, obținem 


0 -W V,-3fndV + M [V,a (u) — «e, (V,)] dS. (6) 
y SP 
Să adunám acum termen cu termen (11.18) si (6), tinind seama de 


notația (4), precum și de liniaritatea operatorilor Asi €,. Obţinem astfel 
relația 


ulii) = M G,.9iudV + ȘI [G a (u) — u-e,(G,)]d8, (7) 


7 F 


care va înlocui formula (11.18) in consideratiile ee vor urma. 

Alegind acum în diferite moduri matricea I, aşadar in fond so- 
lutiile regulate V,, putem face să dispară din (7) acele integrale de su- 
prafafá care cuprind valorile la limită necunoscute, 


Primele rezultate de acest tip aparțin lui G. Lauricella [3]. Menţionăm si cà I. 
Fredholm [1] utilizează funcții de tipul lui Gy}, sub numele de „funcţii compensatoare”. 
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b) Problema lui Dirichlet 


Sá considerăm aşadar ecuaţiile lui Lamé, eu condiţia la limită (1). 
Valorile necunoscute e,(u)| dispar din (7), dacă avem 


Gilo =%, (8) 
astfel cá soluția se obține sub forma explicită 
u (æ) = Wi G,.FdV — W g-a,(G,) ds. (9) 
y F 
În virtutea definiției (4), relația (8) conduce la condiția 
Filo =— lg. (10) 


Prin urmare, pentru a găsi matricea lui Green, trebuie să determinăm 
acea soluție regulată (deci unică) a ecuaţiilor lui Lamé omogene, care ia 
valori la limită egale și de semn contrar cu valorile componentelor tenso- 
rului lui Kelvin şi Somigliana*). Vectorul G, are deci următoarele pro- 
prietáti : 

1° ca funcţie de z,, este soluție regulată a ecuațiilor lui Lamé omo- 
gene în 7^, exceptind punctul £; 

2° are în punctul £ o singularitate de același tip cu v, ; 

3^ se anulează pe frontiera F a domeniului 7” ?). 


Vectorul G, este deci soluția problemei echilibrului corpului mărginit X^, solicitat de 
forța unitară îi, aplicată in E, avind frontiera fixată (vezi (8)), şi ne-supus acțiunii vreunei 
forte de volum. În alcătuirea lui G, intră vectorul V,, al cărui rol este de a ,,corecta" pe v, 
(soluţia regulată la infinit a aceleiași probleme, formulate însă pentru spaţiul nemárginit £^,). 


Evident, vectorul V, — ca şi e, — este o funcţie de două punete: 
æ şi £. Prin urmare, trebuie să scriem 


G, = G, (£z; E) T =T (x; 8). (11) 


Se poate demonstra că acestea sint funcții simetrice de æ si Ë, ceea 
ce permite a se construi teoreme de reciprocitate de tip Maxwell pentru 
domenii mărginite. (Compară cu § 9, pag. 550; mai general, vezi C. Mi- 
randa [1], § 10.) 


*) Faptul cá realizim cu ajutorul unei soluții regulate, valori ale deplasării egale pe 
frontieră (abstracție fácind de semn) cu cele ce rezultă din acțiunea unei forte unitare con- 
centrate, nu contrazice teorema de unicitate : soluția lui Kelvin si Somigliana nu este regulată, 
$i teorema lui Kirchhoff nu poate tine seama de ea. 

7) Vectorul G, nu este o soluţie regulată a ecuaţiilor lui Lamè, si de accea omoge- 
nitatea ecuaţiilor şi a condiţiilor la limită nu atrage după sine anularea soluției. 


$12 MATRICEA LUI GREEN 5535 


Relaţia (9) dá așadar prin integrale definite soluţia problemei lui 
Dirichlet pentru orice domeniu mărginit 7^, eu orice constante elastice A, p, 
şi cu orice date la limită în deplasări, — dacă cunoaștem matricea lui 
Green FI (r; £). Rezolvarea oricărei probleme Dirichlet pentru ecuaţiile 
lui Lamé se poate deci efectua (în principiu) în două etape: 

1° rezolvarea unei anumite probleme Dirichlet (vezi (10)) pentru 
corpul considerat, cu date la limită ce depind numai de forma sa și de 
material ; 

2° calcularea unor integrale definite, ce depind de datele F $i g, şi 
de soluția problemei particulare anterior rezolvate. 


c) Problema lui Neumann 


Să considerăm acum ecuaţiile lui Lamé cu condiția la limită (2). Valorile necunoscute 
ui | dispar din expresia (7), dacă avem 


a (G) lp — 0, (12) 
ceea ce conduce la solutia problemei sub formàá explicită 
i (a a W G Fav 4 (| 1: G, às, (13) 
y o 


de același Lip cu (9). (Matricele lui Green pentru diferitele probleme fundamentale sint desi- 
gur diferite.) Ţinind seama de (12) $i (1), se obține condiţia 


a (V) — Pe 8g, (015, (14) 


analogă eu (10). Dar o astfel de soluție regulată a ecuaţiilor Ini Lamé nu poate exista. Într-ade- 
vür, dacă G, este soluția ecuaţiilor Lamé omogene cu condiția Ia limită omogenă (12), aceasta 
inseamnă că corpul mărginit 7^ trebuie să fie In echilibru sub acțiunea unei singure forțe unitare, 
corespunzătoare singularității ce intervine in v, — ceea ce este cu neputinţă. 

Dificultatea poate fi ocolită în două moduri. 

Pe de o parte, se poate presupune că un pune! oarecare al corpului este fixat, ceea ce 
duce la apariția unei forte de reacțiune care echilibrează forta unitară corespunzătoare soluției 
v, (vezi de ex, E. Trefftz [3], $49). 

Pe de altă parte, se poate urma acelaşi drum ca în studiul problemei similare pentru 
ecuația lui Laplace (vezi de ex. S. Sobolev [3], $ 31.2). Anume, se presupune (L. Solomon [4]) 
că G, verifică condiția omogenă (12) (care permite să se serie soluţia sub forma (13)), dar e solu- 
ție a unei ecuaţii Lamé ne-omogene, al cărei membru al doilea e ales in aşa fel, incit ^ să fie 
in echilibru. Se constată atunci că aceste forte de volum pot fi întotdeauna determinate, ast- 
fel încit vectorul G, este caracterizat de următoarele proprietăți : 

1* ca funcție de T,» este soluție regulată a ecuaţiilor Lamé ne-omogene În 7^, excep- 
tind punctul £ ; 

2* are în punctul £ o singularitate de același tip cu v, ; 

3* conduce la tensiuni g,(G,) nule pe frontiera 5^ a domeniului 7^. 

Cele spuse mai sus privitor la posibilitatea de a rezolva problema în două etape succesive, 
rümin şi aci valabile, 
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d) Problema miztă 


Dificultăţile suplimentare legate de condiţiile lui Neumann nu mai apar, datorită prezen- 
tei reactiunilor {fictive} în punctele frontieră cu deplasare reală dată u, reactiuni care echi- 
librează tensiunile (fictive) corespunzătoare vectorului (a. 

Din condiția la limită (3) urmează cà lrebuie să cerem 


Gg —J40. ella =Q. (13) 


astfel că soluţia problemei mixte se scrie sub forma explicită 


u, (æ) = We. Ray — (| g-e,(G, dS + V f.G, ds. (16) 
E A dia 


e) Concluzii 


Pentru toate problemele considerate, dificultatea constă in deter- 
minarea efectivă a matricii lui Green. (Se stie de altfel că nici în cazul 
ecuației lui Laplace in 4&4, funcţia lui Green nu a putut fi construită 
decit, pentru foarte puţine domenii.) 

De aceea, acest punct de vedere are în primul rind importanţă 
teoretică, Printre altele, pe această cale poate îi abordată chestiunea exis- 
tentei soluţiei. De asemenea, se pot cerceta proprietăţile soluției pentru 
diferite proprietăți ale frontierei, ale datelor la limită ete. 

Una din problemele cele mai interesante de studiat pornind de 
la aceste reprezentări, este cea a marginilor (a,8e revedea $ 1, pag.'512), 


În legătură cu teoria matricilor lui Green și a soluţiilor fundamentale, cităm incă B. Bo- 
ley [1]; V. Hristoforov [1] (relativ la cazul plan); N. Kinoshita şi T. Mura [1]; — dar mai 
ales V. Kupradze [2], [3]. 

OBSERVAŢIE, Pentru a încheia, să remarcám că toate cele prezentate în acest capitol 
subliniază strinsa legătură dintre ecuația lui Laplace si ecuaţiile lui Lamé — dar totodată și 
caracterul considerabil mai complicat al acestora din urmă. Pentru a ne convinge de aceasta, 
este suficient să amintim structura operatorului e (u) din (1.9): să comparăm formulele lui 
Green din $2 cu formulele lui Betti din $6; soluţiile fundamentale (2.16) şi (8.43) ; formulele 
integrale fundamentale (2.18) şi (11.18) ; reprezentările prin funcţii Green din (2.37) și (7). 


CAPITOLUL 8 


PROBLEMA BULEI ELASTICE 


$1. GENERALITĂŢI 


G. Lame [2] a fost primul care a rezolvat problema lui Neumann 
pentru domeniul mărginit de două sfere concentrice. El a transcris ecua- 
tiile elastieitágii în coordonate sferice, şi a dezvoltat datele la limită în 
serii duble de funcții trigonometrice şi polinoame Legendre generalizate, 
ajungind prin identificare la un sir de sisteme de cite 12 ecuații liniare 
pentru 12 necunoscute, din care se obțin coeficienţii dezvoltărilor in serie 
pentru soluție. 

Un pas esenţial inainte a fost făcut de către lord Kelvin [3] (retipă- 
rit în [4], vol. 3), şi în acelaşi timp de către A. Clebsch [1]. Kelvin renunță 
la folosirea coordonatelor sferice, şi caută soluţia sub forma unor serii 
de polinoame armonice omogene, dezvoltind totodată datele la limită 
in serii de funcții sferice superficiale și determinind coeficienții prin iden- 
tifieare. Ideea este similară celei folosite in $38 5.20 şi 6.14 pentru coroana 
circulară, Aceasta a fost prima problemă concretă 1n rezolvarea căreia 
s-a tăcut uz de reprezentarea soluției prin potenţiali armoniei de deplasare. 

Mai tirziu, J. Boussinesq [2] foloseşte o reprezentare a lui u care 
prezintă avantajul că vectorul de corecție (vezi $ 7.4) se anulează pe sfera- 
frontieră, În acest mod, problema lui Dirichlet pentru u se reduce la o 
problemă Dirichlet pentru Æ, aşadar la trei probleme Dirichlet pentru 
trei ecuaţii Laplace separate. În cazul problemei lui Neumann, se ajunge 
tot la un număr finit de probleme Dirichlet pentru ecuația Laplace — dar 
calculele sint extrem de greoaie. Pentru detalii vezi A. Love [1], capito- 
lul 11; O. Tedone 8i A. Timpe [1], $ 4; E. Treffiz [3], $8 37 gi 38. 
Vezi 8i soluţia mai veche a lui C. Somigliana [2]. | 

Primele douá probleme fundamentale pentru bula elasticá, pentru 
spațiul eu o cavitate sferică, şi pentru domeniul mărginit de două sfere 
concentrice, au primit o rezolvare unitară abia relativ de curind, în lu- 
crarea lui A. Lurie [3] (vezi şi [4], cap. 6 şi 8). Ideea de bază rámine 
cea a lui Kelvin si Clebseh, dar Lurie utilizează reprezentarea lui Grodskii 
(în aparenţă mai puțin adecvată problemei!) si faptul că cea dea patra 
funetie a lui Grodskii nu este independentă de primele trei. Soluţia ob- 
ținută pentru problema lui Dirichlet nu e esenţial nouă. În schimb, soluţia 
problemei lui Neumann apare principial tot atit de simplă, si de acelaşi 
tip cu cea dintii. (Pentru domeniul mărginit de două sfere excentrice, 
vezi ER. Kaufman [1].) 


568 PROBLEMA BULEI ELASTICE Cap. 3 


În această soluţie nu sînt de efectuat operaţii de integrare, cu excep- 
tia celor necesare pentru dezvoltarea in serie a datelor la limită. Acesta 
este încă un avantaj al metodei lui Lurie. 

Menţionăm încă si problema bulei supuse la sarcini concentrate, 
examinată de E. Sternberg si F. Rosenthal [1] (vezi si F. Field [1]) 
gi reluată de A. Lurie [4], $ 6.7. 

Spre deosebire de problema plană, ne vom märgini la a expune 
cazul bulei, îndestulător pentru a înțelege metoda. Pentru celelalte două 
cazuri, si pentru exemple mai dificile, trimitem la lucrările citate. 


8 2. OPERATORII LUI LURIE 


Să considerăm un vector B,, de componente armonice şi omogene 
de grad (întreg) k. Pentru k>0, aceste componente sint. polinoame. 

Ne propunem să determinăm anumiți operatori care să asocieze 
vectorului B, — alți vectori, de asemenea armonici şi de grad k. (Utili- 
tatea acestor operatori se va evidenția in paragrafele următoare.) 

Amintim că orice functie armonică și omogenă de grad k are forma 
RH" Y, (0, e), unde constantele arbitrare din (7.2.53) sînt presupuse ca 
incluse în expresia funcției Y, (9, 9). 

Dar funcţiei Y, i se poate asocia si funcția armonică RR! Y,(0,5). 
Prin urmare, împărțind o funcţie armonică și omogenă de grad k la R***!, 
se obține o funcție de asemenea armonică, și de grad —Ek—1. Tot astfel, in- 
multind o funcție armonică si omogenă de grad —k—1 cn IC**!, cápátám 
o funcție armonică si omogenă de grad k. Vom insista permanent asupra 
conservării simultane a armonicitătii 8i omogenității functiilor cu care 
operám. | 

În particular, remarcăm că prin aplicarea unuia dintre operatorii 
prad, div sau rot, proprietățile de armonicitate şi omogenitate se con- 
servă (gradul reducindu-se cu o unitate). 

Să considerăm acum vectorul B,, pe care îl vom scrie 


B, (Ti; 24, 25) = RY, (8$, 9), (1) 


unde am notat cu Y, un vector ale cărui componente Y,, sint funcții 
sferice superficiale de ordin k. 
Impártind pe B, la R&+!, obținem vectorul armonic 


Ri B, e p Y. == B aii " (2) 


Mai departe, expresia div (K—7-—' B,) este un scalar armonic de grad 
—k—2; produsul R=+! div (&—7-' B,) este un scalar armonic de grad 
k--1; in fine 


K(B,) = grad [R*'? div (R7?— B,)] (3) 
este un vector armonie si omogen de grad k. 
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Pe de altă parte, scalarul div B, este armonic şi de grad k—1. 
Impártindu-] la Ri — R**—1, obţinem un scalar armonic de grad 
— k, al cărui gradient este armonie gi de grad —E—1; in fine, inmul- 
tindu-l pe acesta eu R*+!, obținem vectorul armonic si omogen de grad k: 


T(B,) = R*+ grad ( R-?:*? div B,). (4) 


Cei doi operatori (3) si (4) asociază deci lui B,, nişte vectori de 
asemenea armonici şi omogeni, de acelaşi grad k. Acești operatori au fost 
introdusi de către A. Lurie [3] ca un mijloc de calcul comod în problema 
bulei. Pentru a-i explicita, vom folosi unele formule elementare de analiză, 
vectorială, deja utilizate în $ 7.8. Avem pe rînd 


K(B,) — grad [R*+ (R-*— div B, + B, grad R-%-1)] 
= grad [R div B, — (2k + 1) a. B,] 
= — (2k--1) grad (z-B,)-- R* grad div B,--2 æ div B,, (5) 
T(B,) = R**'[H-*'grad div B, — (2k—1) R-*-! x» div B,] 


= — (2k — 1) x div B, + R? grad div B.. (6) 


Luaţi separat, termenii din expresiile finale (5), (6) sint tot omogeni 
si de grad k, dar nu mai sint in general armonici. În particular, se vede cá 
unii din ei se regăsesc în ambele expresii. 

Sá ealeulám si rotationalul si divergen(a vectorilor definiti in (3) 
$1 (4). Din (3) dedueem imediat : 


rot. A(B,) =0, (7) 
div K(B,) = A(E**? div (E-9-! BH,)] =0. (8) 
Mai departe, avem 
div T(B,) —(grad R**!). grad (R-=+! div B,) + 
EU div grad (R-t div B,), 


unde ultimul termen este evident nul. În primul termen din al doilea 
membru, sintem conduşi să facem uz de teorema lui Euler pentru funcții 
omogene 1) : 


3 
£- grad f. Y gf iT; (9) 
tal 
de unde urmează 
div T (B,) = —k (2k + 1) div B,. (10) 





1) Se înţelege că nu avem nici un fel de sumare In raport cu k. Acolo unde este cazul, 
o astfel de sumare se indică cu semnul X. 
TA 
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În sfirsit avem si 
rot T (B,) = (grad Rl) x grad ( E-?! div B,), 


(ntrucit un al doilea termen, econtinind in factor rotaţionalul unui gra- 
dient, e nul). De aci urmează (deoarece avem de x æ= 0): 


rot T (B,—(3k--1) x grad div B,. (11) 


$ 3. PROBLEMA LUI DIRICHLET PENTRU BULA ELASTICĂ 


Soluția va fi căutată sub forma reprezentării lui Grodskii 


1 
rre. FH — a — Y ad BB B = 1 
u 4(1 em v) era (æ "i a) ( ) 


Pentru F =0, funcțiile B şi B, sint armonice, şi vor fi căutate sub 
forma unor serii de polinoame armonice. Prin analogie eu tehnica folosită 
în capitolele 5 gi 6, şi conform celor spuse în $ 7.4, pag. 529, vom încerca, 
să transterăm informațiile de care dispunem (in speţă, deplasările la limită) 
asupra potenţialilor armonici B şi Bg. Prima problemă constă în deter- 
minarea coeficienţilor seriilor pentru B și By; cea de-a doua, în studiul 
convergentei seriilor astfel construite. 

Să începem prin a pune potenţialii lui Grodskii sub forma 


B= 8, BY B, (2) 
kai k=0 


unde componentele lui B,, precum şi B}, sint polinoame armonice de 
grad k. Introducind (2) in (1), vom serie 


u= Y wu, (3) 
E za 
1 
uus EH, erad (ans) —— ——— grad. Blu (4) 
mers dini dil cyp Ao 


În formula (4), primii doi termeni din membrul al doilea sint omo- 
geni si de grad k, iar ultimul este omogen gi de grad k—2. Această deo- 
sebire va fi justificată ulterior, Termenul mijlociu din membrul al doilea 
nw este un vector armonie, 

Să izolăm in u, termenii armonici si omogeni — operaţie pregătită 
prin rationamentele din § 2. Întrucit singurul termen nearmonie din (4) 
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apare in ambele expresii (2.5), (2.6), valoarea lui se capătă eliminind 
x div B, din aceste două relații. După calcule elementare, obținem 


1 2 
d (z-B)=— ————|K(B,) - DE 
gras vun zit td |+ 











zi au R? grad div B,, (5) 


unde paranteza dreaptă din membrul al doilea este o componentă armonică 
şi omogenă de grad k a vectorului grad (7. B,). Introducind (5) in (4), 
vom scrie acum 








* 1 R* A L 9g 
&-E-l T gort4 ms ama 0 
unde am notat 
1 1 
Dd d : ,T(B T 
taaa" id tais Ji d 


Evident, U, este un vector armonic de € k. Dacă am cunoaşte 
valoarea sa la limită, ar rümine de rezolvat o problemă Dirichlet pentru 
ecuatia lui Laplace pentru bulá — problemă a cărei soluţie este cunoscută 
(vezi indicatia de la finele $ 7.2 2, pag. 523; pentru detalii, vezi de ex. 

. Smirnov [2], vol. 3, partea 2, pet. 136). 

Pentru a transfera datele la limitá — formulate pentru u, — asupra 
componentei sale armonice U,, este suficient să alegem B, în aşa fel, încit 
paranteza din membrul al doilea din (6) să se anuleze pe frontiera bulei, 
fie ea E= R,. În principiu, lucrul este posibil, întrucît bula este un dome- 
niu convex (vezi § 7.5). 

Primul termen din paranteza dreaptă considerată este omogen şi 
de grad k, dar nu $i armonic. Pentru R = Ra el ia valoarea (2k — 1)^! 
R5 (grad div B.) ig-m,, CATE poate fi privită drept valoare la limită a 
vectorului armonie (2k — 1) 1 RH; grad div B,, de componente de grad 
k — 2. Anularea parantezei drepte impune condiţia 


grad Bi ;l,.,4 = — (2k — 1)1 Ej grad div B, Ina, . (8) 


Întrucit ambii membri din (8) sint valori la limită ale unor funcții 
armonice in bula considerată, rezultă (în virtutea unieitátii soluţiei proble- 
mei lui Dirichlet pentru ecuaţia lui Laplace) că cele două funcții coincid 
$i în bula de rază R$, aşadar cá, integrind, avem 


B».-—(2k—1)- HRj div B,. (8) 


Aceasta este o consecință evidentă a înlocuirii lui R* prin RS in condiția la limită. Rezul- 
latul justifică alegerea fácutà in (4) pentru gradul polinomului provenit din By- 

Acest raţionament constitule un exemplu de utilizare a rezultatului general al lui Eu- 
banks $i Sternberg. El arată totodată justeţea ideii lui Papkovici (vezi $ 7.5, pag. 537). 
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Să introducem acum (9) in (6). Obţinem astfel 
u, = U, — [1/4 (1 — y) (2: — 1) (R? — R$) grad div B,. — (10) 
Acum este momentul să facem uz de datele la limită : 
u s.s, — 9 (0, 9). (11) 
În acest seop, să dezvoltăm vectorul g in serie de vectori sferici 
superficiali 


g(0,9) = Y; Y, (6,9). (12) 
k-ü 


Desigur, pentru fiecare din cele 3 componente ale vectorului g şi 
pentru fiecare indice k, obținem 2k + 1 coeficienţi, (vezi (7.2.55)). Vom 
considera aceşti coeficienţi ca incluși în expresiile V, (0, o). 

Pe de altă parte, luind E = F, în (10), obținem 


Mu, Inn, = U, na, 1 (13) 


astfel că din (3) si (11)—(13) eonchidem că 


XU, lene — Y Y. (0,9. (14) 


În primul membru, apare o dezvoltare in serie de vectori armonici 
omogeni polinomiali pe sfera frontieră. Din proprietăţile cunoscute ale 
sistemelor de funcţii sferice superficiale (vezi de ex. A. Tihonov si A. Sa- 
marskii [1], anexa 2, § 2), egalitatea (14) este posibilă dacă și numai dacă 
termenii corespunzători sint egali : 


U, na, = Y (0,9). (15) 
Solutia acestei probleme la limită interioare este evident 
U, (ti dp, ta) = ( ] Ro) Y,(0,9), (16) 


astiel cá primul termen al expresiei (10) este acum efectiv cunoscut, 
Pentru a-l găsi pe cel de-al doilea, s-ar părea că trebuie să cunoaș- 
tem vectorul B,, așadar să rezolvăm relaţia (7) ca ecuaţie in B,. În fapt, 
în (10) intervine numai div B,. Aplicind operatorul div in ambii membri 
din (7), şi tinind seama de (2.8) si (2.10), obţinem ugor 
div B, = ([2(9k — 1) (1 — VIPER — DU — v) — k]} div U,. (17) 


Introdueind această expresie in (10) şi făcînd uz de (3), deducem 


u- Y fib 3 (Rt — R) È [2(2k — 1)(1 — v) — k]-! grad div U,, 
t2 m C} 
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unde a doua sumă are termeni ne-nuli numai pentru k > 2. Înlocuind 
aci pe k prin k + 2 si tinind seama de (16), obținem soluţia problemei sub 
forma (compară cu $ 6.14 relativ la coroana cireulară) 


u= Y, (BIRO Y.(6,9) — 
e grad div [(E] Ro) +" Y,,. (0, 9) 


1 
— — ( R? — HS cual cR NE iat aec. | A et sa i TH aat M a 18 
2 | m v 2(2k --3)(1— ) — & — 2 M 


OBSERVAȚIA, 1. Pentru ca seria (18) să [ie efectiv soluţia problemei, trebuie să se 
demonstreze că ea converge şi că suma ei este de clasă C7, rezultat fără de care algoritmul de 
mai sus rümine formal. Problema este similară celei din $6.14, pp. 442 — 445, 

Convergența seriei din (12) este aci asigurată dacă g = g (0, q) satisface condiţiile din 
$7.2, pag. 522. Aceasta asigură mal departe convergența primei serii din (18) pentru R- Rọ- 
Dar pentru a demonstra convergența celei de a doua, sint necesare noi condiţii pentru vectorul 
g, de unde să urmeze evaluări analoge cu (6.14.42) — (6.14.49). Chestiunea nu e încă elucidată, 

Merită totuși de remarcat că metoda conduce la o soluţie convergentă chiar pentru date 
la limită ce nu satisface nici pe departe astfel de condiții de regularitate. (Vezi de ex. A. Lurie 
[4], $8 6.7 şi 6,8; compară mai sus cu observația din $6.14, pag. 444.) 

OBSERVAȚIA 2. Odată demonstrată convergența seriei de mal sus, orice sumă parțială 
a ei poate fi privită ca soluție aproximativă a aceleiaşi probleme. 


OBSERVAȚIA 3. În $ 7.2 am văzul că aceeaşi funcție Y, permite să construim două funcții 
armonice : Fi Y, si RE 1Y,, dintre care a doua este analitică în exteriorul oricărei sfere cu cen- 
irul in origine. Aceasta permite rezolvarea problemei Jui Dirichlet pentru spațiul elastic cu o 
cavitate sferică, prin simpla înlocuire a lui k prin —k—1 în toate relațiile de mai sus. Pentru 
domeniul mărginit de două sfere concentrice Sy, 5,, rămine de suprapus o soluţie corespunzind 
exteriorului sferei interioare 5, şi una care corespunde interiorului sferei exterioare Sa; coefi- 
cientii se determină din cele două condiţii la limită, scrise pe $y si 5,. 


$4. PROBLEMA LUI NEUMANN PENTRU BULA ELASTICĂ 


Spre deosebire de cazul plan, problema lui Neumann in 4 trebuie 
rezolvată de obicei pe căi deosebite de cele urmate în problema lui Dirichlet. 
Soluţia, lui Lurie in problema pentru bulă prezintă tocmai avantajul unei 
strinse analogii cu cea din problema lui Dirichlet : și în acest caz soluţia se 
caută sub forma (3.1) — (3.4), se separă componenta armonică a expre- 
siei ale cărei valori la limită sint date, şi aceasta conduce din nou la anu- 
mite probleme Dirichlet pentru ecuaţia lui Laplace. Dar această separare 
nu se mai efectuează în expresia relativ simplă (3.4) : aci trebuie să scriem 
vectorul tensiune prin intermediul funcţiilor B si B, si abia în expresia 
acestuia să izolăm componenta armonică. 
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Să începem prin a exprima c, prin intermediul lui B, si B? ,. Vom 
face uz de (7.1.9), unde este comod sá tinem seama de (7.2.4) : 


&, (wu) = zaja — 2v) ! n divu + (n: grad)u + = nxrot u|: (1) 


Va îi suficient să ealeulám vectorul tensiune pe o sferă, așadar pen- 
tru n= z| R, astfel că (1) devine: 


= E e, (u) = v (1 — 2v) he divu + (z-grad) u + 
UL 


+ T xrotu . (2) 


Tinind seama de (3.1) — (3.4), ne vom mărgini la a efectua calculele 
pentru 
u, = B,— — — grad (a-B, + Bi 4). (3) 
4(l — v) 


Pentru à introduce (3) in (2), vom calcula mai intii 


div t, = 5 (1 — 2v) (1 — vy)^* div B, (4) 


(unde am ţinut seama de (7.4.9). Mai departe, din (3) urmează 
rot u,— rot B,. (5) 


Cantitatea (x grad) i, se calculează tinind seama de (2.9) si de 
faptul că primii doi termeni din membrul al doilea din (3) sint funcţii 
de grad k, iar al treilea este de grad & — 2: 


(-grad) u, = kB, — iau es k grad (x-B,) — 
4(1 — v) 


1 
xus nei cf sie d d B» ,. T 
ay ) gra (6) 


Introducind acum (3) — (6) in (2), obţinem pentru n — z/H: 
L V 


—— Ra, (u) =. x div B, - kB, — : 
2u 2(1 —v) £(l—w 








k grad (æ B,) — 


1 l l 
T me ad B. — re x rot B.. fi 
CUN )gr à-1i1 + 2 k (7) 
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Pentru a izola aei eomponentele armonice, vom observa cá (2.6) 
duce la 


x div B,— —(2k—1)" T(B,) + (2k —1)? R? grad div B,. — (8) 


Mai departe, pentru termenul grad (z-B,) dispunem de relaţia 
(3.5). În fine, pentru a calcula ultimul termen din (7), vom ţine seama cá 


grad (x. B,) = (z:grad) B,--(B,-grad) & + e xrot B.+B, x rot v (9) 
(vezi de ex. N. Kocin [1], $17, pet. 1). Or, avem pe rind 
(æ- grad) B, = x, B... = kB., rot 2—90, 
(B,-grad) 2 — B, (i; zj)., — By i; — B, , 
astfel că (9) conduce la 
zxrot B, = grad (z-B,) — (k -- 1) B,. (10) 
Introducind acum (8), (10) si (3.5) in (7), obţinem 


— Ra, (u,) = H, — -— A (k—2) [(25—1)-1 £? grad div B, + 
21 4(1 — v) 
2 grad B£.-il (11) 
unde am notat 
l k—2--23v = 
HZ, = — (k —1)B, + ——————— K (B,) + 
UC TIL aS) ^ 


k(1—92v) — 2 -- v 
2(1 — v)(4&? — 1) 


Evident, H, este un vector armonic de grad k, iar descompunerea 
(11), (12) este analogă cu (3.6), (3.7), si poate fi utilizată in acelaşi mod. 
Mai mult, se vede că paranteza dreaptă din (11) coincide cu cea din (3.6), 
astfel că toate rationamentele din $3, pag. 571, relative la determinarea 
sealarului B? ,, rămîn valabile. 

Putem face uz acum de datele la limită de care dispunem : 


g (u) |nan, =f (0, 9). (13) 


În acest scop, vom dezvolta vectorul Rf(9, 9)/2 u (compară cu 
primul membru din (11)) in serie de vectori sferici superficiali 


1 is ES oui 
du Ro f(0, 9) = à Y,(0, 9). (14) 
Mai departe, alegind pe B; , sub forma (3.9), din (11) urmează 





T (B). (12) 


1 
2u Ro (u.) |r- n, = Hil. , (15) 
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astfel că din (3.3) si (13) — (15) deducem 


D H, |p, = Y YO, p). (16) 

L0 * kat 
În deplinà analogie cu (3.15), putem serie M, b m =Y., Şi deci: 
H(z,, a #3) = (R/R) Y.(9, p). (17) 


Ou aceasta, componenta armonică H, a expresiei (11) este deter- 
minată. Pentru a o găsi pe cea ne-armonică, este suficient — ca gi în $ 3 — 
să calculăm div B,. În acest scop, vom aplica operatorul div în ambii 
membri din (12). Tinind seama de (2.8) si (2.10), deducem uşor 


div B, —([(2(1— (2 — 1)]/[[k? — (1 — 2v)k + 1 — v]] div H,. (18) 


Introducind in fine (3.9), (17) si (18) in (11), inmultind cu 2y/ E si 
sumind in raport cu k, obţinem 


s,(u) = 2u R- Y, (RJ RS)'Y.(9, 9) — 


——a(P— R) Y (De — 210 — (1 —29k-1—v]x (49) 
E =0 


x grad div [2] Ej) Y, (8, 9)]. 


Cu aceasta, dispunem deci de valorile e,(w) pentru n — x| E, aşadar 
numai pe sfere concentrice de raze R < Reg. Cunoaşterea componentelor 
tensiunii nu rezultă de aci, astfel că ecuaţiile fizico-geometrice nu pot fi 
integrate. 

De aceea, vectorul armonic H, odată determinat în (17), să ne fixăm 
atenţia asupra rezolvării relației (12), privită ea o ecuaţie în raport cu B,. 

Formula (18) dá imediat div B, ca funcție de H,. 

Aplieind operaţia rot în ambii membri din (12) si finind seama de 
(2.7) si (2.11), căpătăm mai întâi 
l(&..3) rot B, - ALT 29 y x grad div B, —rot H, (20) 
2 2(1 — v) (2k — 1) 


si mai departe, introdueind aci div B, din (18) : 


ot EI, — 4 2v) —2--*  exgrad div H, |- (21) 


rot BH, = | 
k-—1 k? —(1—2vk --l1-—v 





Formulele (18) şi (21) dau divergenta şi rotationalul vectorului H, 
prin intermediul vectorului cunoscut Hf,, ceea ce ar permite să se exprime 
B, sub forma unei sume de potentiali newtonieni (vezi de ex. N. Kocin 


[1], $19). 


$ 4 PROBLEMA LUI NEUMANN 571 


În fapt însă, vectorul B, poate fi obţinut fără nici o operaţie de 
integrare. În acest scop, să introducem în (12) expresiile K(B,) din (2.5) 
(unde vom fi înlocuit pe grad (æ- B,) cu ajutorul formulei (10)), şi T(B,) din 
(2.6). În felul acesta, vectorul H, va apare ca sumă a unor termeni de forma 
B,,x x rot B,, x div B, si E? grad div B,. Caleulind al doilea termen æ x 
rot B, cu ajutorul relatiei (21), vor apare mai departe termeni de forma 
x x rot H, şi x x (x x grad div H,) ceea ce, după efectuarea dublului 
produs (vezi de pildă (7.8.30)), conduce la termeni de forma za (i - grad 
div H,) —(k — 1) x div H, (întrucît div M, este un polinom omogen de 
grad k — 1), si la termeni de forma R? grad div H,. Calculind al treilea 
termen æ div B,, obținem cu ajutorul relației (18) un termen de forma 
æ div H,. În fine, cel de al patrulea termen R? grad div B, va da, în virtutea 
aceleiaşi relaţii (18), un termen de forma A? grad div H,. 

In definitiv, relația (12) capătă astfel forma unei expresii liniare de 
legătură între vectorii 


H,, B,, x x rot H,, x div H,, ṣi E? grad div H,. 


Efectuînd calculele — obositoare, dur elementare — deducem 





i sm ——— it x rot H, 
k (3 — 4v» — k) T 


uu MEA e E | EN o. 
"UC dk -— 1) 





0b... 1 I — 4 | ib — j By È | 
(3k —1) (k — 4 + 4) v + (k — 2) (2—27 D a gp 4 
(1— v) [I — (1 — 29)k + 1 — v] 


(iv —1-Fv) (k — 2) + (35—1) (3—3v—E)v za grad div "| (23) 
(1 — vk — 1) [k — (1 — 2v) k + 1 — v] 


Dat fiind că vectorii H, sint cunoscuţi sub forma (17), am obținut 
— fără niei o operaţie de integrare în plus — vectorii B,. 
Introducind acum (3.9) in (3.4) vom avea (compară cu (3.10)!) 


1 1 | ; 

u, = B, — —————— grad (a. B) + ————— (2k—1)*'! Z; grad div B,. (23) 
k N M e a. ) 4i grad e (23) 
Să punem aci termenul grad (x-B,) sub forma ce rezultă din (10), 
aşadar continind un termen de forma æ x rot B, și un altul de forma B,. 
Mai departe, să introducem în (23) vectorul B, din (22), vectorul æ x rot B, 
rezultind din (21), 8i grad div B, ce decurge din (18). În expresia finală a 
vectorului 4, vor apare deci aceiaşi termeni ca cei din expresia lui B, 
plus un termen de forma E; grad div H,, provenit din ultimul termen din 
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(23). Caleulind coeficienții cu care toţi acești termeni intervin in expresia 
finală a vectorului u,, se obţine 





l 1 a 
u =— H, — ——-—- E t H, + mea es e Sarea! æ div H, + 
k k(k — 1) k[k* —(1—2)k 4-1— v] 
ky — 
TEA aE R? grad div H, — 
he — 1) e — (1 — 2y)k als l-—»] 
HR? — Re 


TR occu LL. cos coU ai. EE (24) 
[IE — (1 —35) E 4-1 — v] 


Cu aceasta, soluția este efectiv cunoscută sub forma 


u = » tl, (25) 
ke 
unde H, sint dati de(17), jar Y, — de (14). Singurele operaţii de integrare 
sint cele necesare pentru dezvoltarea, în serie a datelor la limită. 


OBSERVAŢIE. Ca si pentru problema lui Dirichlet, chestiunea convergentei rămine des- 
chisă. Reţinind in (25) un număr finit de termeni, se obține si aci o solutie aproximativă a 
problemei lui Neumann, 

Aceeaşi tehnică poate fi folosită pentru a rezolva problema lui Neumann peniru spațiul 
elastic cu o cavitale sferică (pentru aceasta, trebuie să inlocuim peste tot indicele k cu —&k—1), 
precum si pentru domeniul mărginit de două. sfere concenirice (asa numita „problemă a lui La- 
mé", a cărei variantă plană a fost examinată la finele 8 6.14). 

Fücind raza sferei interioare să tindă la zero, si a celei exterioare, la infinit, se pot obţine 
soluții ale problemei spaţiului elastic supus unor acțiuni mecanice concentrate de naluri mai 
complicată decit forța concentrată. (Vezi de ex. A. Lurie [4], finele cap. 8.) 

Aceeași soluție rezolvă si problema concenlrării tensiunilor in vecinătalea unei cavi- 
tăţi sferice (vezi $6, exemplul Db). 

Analogia dintre modul de rezolvare al problemei lui Dirichlet si 
al problemei lni Neumann este evidentă; totuşi ea nu merge atit de de- 
parte ea in eazul problemei plane, pentru a permite studiul de probleme 
mixte eu date de tip Dirichlet pe una din sfere, si de tip Neumann pe 
cealaltă. 


$5. CONDIȚII NECESARE DE EXISTENȚĂ A SOLUȚIEI 
PROBLEMEI LUI NEUMANN 


a) Condiţii de existență 


Aparent, formulele (4.24), (4.25) determină pe deplin vectorul 
deplasare wu. Dar soluţia problemei lui Neumann este cunoscută numai 
abstracţie făcînd de o roto-translatie rigidă ; iar pentru ca această soluție 
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să existe, trebuie ca (dacă F = 0) forțele superficiale să formeze un sistem 
statie echivalent cu zero. (Vezi $ 4.4.) 

Să examinăm condiţiile impuse datelor la limită (deci funcţiilor Y,) 
pentru ca soluția să aibă sens, şi să găsim acele componente ale deplasării 
pe care relaţiile din $ 4 nu le determină, 

Pentru F =—0, condiţiile necesare de existență au forma 


eco d$—0, — | (1) 
7 
jz x a (u) dS =0. (2) 


F 
Intrucit din (4.13) si (4.14) urmează 


su) n-a, z 2u hi i a Y.{ 9, 9), (3) 
relatia (1) devine -a 
Ri) Y F. (0, 9) a8 = 208 W Y v0, 9) a8, — 0, (4) 
e k-0 à c kağ 


unde 5, este sfera unitate 5(0,1). Datorită ortogonalității sistemu- 
lui funcțiilor sferice superficiale, si intrucit Y, (0, 9) = const., putem serie 


(| Y,(0, 9) d$, = 1/Y,(0, ș) Y Y.(6, 9) Fu(0, 9) d8, =0 m 
5 ^ 


pentru orice k Æ 0, şi 2, ] — 1,2,9. Prin urmare, (4) se reduce la 


Wars, e) as, =0, (6) 
5 
de unde, intrucit integrandul este constant, urmează 
Y, (0, 9) —0. (7) 


Această relaţie are o primă consecinţă importantă : introducind (7) 
in (1.19), se vede că componentele tensiunii rămin mărginite in origine. 
Mai departe, introducind (3) în (2), obţinem 


2uRg! "E x à Y,(0, 9) dS = 2u Ri JE x A V,(0, o) dS, — 0. (8) 
P = 


5i 
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Dar pe sfera 5, vectorul æ este, evident, un vector sferic superficial 
de ordinul 1, astfel eà (8) se reduce la 


V e x Y,(0,9) dS, — 0. (9) 


5, 
Mai departe, intrucit pe 5, avem z =n, din (7.2.9) urmează : 


E x Yds, = |n x FY, d8, = rot (RIR) Y,] dV —0, (10) 
Sı 5, B, 
unde (AK|E,) Y, este una dintre funcțiile regulate in bula unitate B, si 
care iau pe frontiera acesteia valoarea Y,. Intrucit din (4.17) avem 

H, = (BR) Wu, (11) 
relația (10) conduce la condiția 


W rot H, dV — 0. (12) 
B, 
Or, vectorul H, este un vector omogen de grad 1, asadar de rota- 
tional constant, astfel că (12) conduce la 
rot H, — 0, (13) 
ceea ce este echivalent eu 
H, — grad h(z,, Va, 23), (14) 
unde À trebuie sá fie un polinom omogen de gradul al doilea : 


1 z 
hti, Las Vy) = P hait hy = he (15) 


Relaţiile (7), (11) şi (14) arată astfel că datele la limită trebuie să 
satisfacă condițiile 


Y, —0, Y, = (R,JR) grad À|,.s,. (16) 


Orice vector Y, fiind definit de 3(2k + 1) constante, urmează că 
prima relație (16) este o condiţie de anulare a trei constante ; polinomul A 
fiind la rindul său definit de 6 coeficienţi, a doua relație (16) revine la a 
reduce cele 9 constante ce definesc pe Y,, la numai 6. Relaţiile (16) repre- 
zintă deci 6 condiţii impuse coeficienţilor termenilor constant și liniar 
ai dezvoltării în serie a datelor la limită. 


Să trecem acum la studiul expresiilor (4.22) ce definesc vectorii 
B, (L. Solomon [7]). Evident, ele nu au sens pentru k —0, k —1. Ne 
vom opri ulterior asupra determinării vectorilor B,, B,. 
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Pentru k —1, dacă am avea k2— (1 —2v) k--1— » =0, ar 
urma v = —(k* — k + 1)/(2k — 1), ceea ce ar conduce la valori v < 0 
lipsite de sens. Pe de altă parte, dacă am avea 3 — 4v — k — 0, am obţine 
y oum T —- ~- k, unde singura valoare posiblă este v = 0,25, corespunzá- 
toare lui k — 2. Prin urmare, in acest caz vectorul B, nu poate fi deter- 
minat. 

Aceasla nu este o nedeterminare aparentă in (4.22) : factorul (3 — 4v — k) apare la numi- 
torul întregii expresii din membrul al doilea, așadar el este coeficientul lui B, In expresia liniară 
despre care am vorbi! înainte de (4.22), expresie din care B, lipsește dacă y = 0,25. Intructt 
paranleza dreaptă din (4.22) nu e identic nulă pentru v = 0,25 şi k = 2, rezultă că este impo- 
sibil de a găsi soluţia pe această cale. Faptul nu e surprinzător : teorema lui Eubanks şi Sternberg 
işi pierde valabilitatea pentru v = 0,25, și nu mai garantează posibilitatea de a reduce numărul 
funcţiilor lui Grodskii de la 4 la 3 — reducere admisă odată cu (3.9). 


Fie acum v 0,25. În acest caz relaţia (4.22) are sens pentru toţi 
k> 2, si ne rămine să găsim B,, B,. Scriind (2.5), (2.6) pentru k — 0, 


| =], găsim 
K (B) = — grad (x - B,) = — Bo, 
K (B) = — 3 grad (e. Bj) + 2æ div B,, (17) 
T(B,)—0, T(B,) = — z div B 


Introducind aceste valori în expresia (4.12) scrisă de asemenea pen- 
tru k —0, k —1, obţinem 


1 1 | 
— 7 Bo — 7 RB) = H,, (18) 


— UI — 2»)H2 (1 — y)] K(B,) — UL + »)/6 Q — )] T (B) = H (19) 
Tinind seama de relațiile (4.17) 8i (7), avem desigur 
H, —0; (20) 


introdueind acum prima relație (17) si valoarea (20) in (18), obţinem 
identitatea 0 — 0. Prin urmare, vectorul B, nu poate fi determinat din 
cunoaşterea lui Hf, — 0, corespunzător la rindul său condiţiilor necesare 
de existență a soluţiei. Altfel spus, oricare ar fi datele la limită în tensiuni, 
vectorul B, nu intervine în aceste date, si deci el poate fi ales arbitrar. 
Pentru a determina vectorul B,, să introducem a doua si à patra 
relație (17) in (19); tinind seama aci de (4.18) si de (14), deducem 


(1 —2v)4 (1 — v)] grad (z- B,) = grad h — [v[(1-- v)] æ div grad h. (21) 
Întrucit vectorul B, este cunoscut (ca si V,) prin darea a 9 constante, 


iar in membrul al doilea din (21) apar numai 6 constante cunoscute, re- 
zultá că B, nu poate fi determinat pe deplin. 
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Într-adevăr, din (15) avem 
è grad h = fyti div grad h = hu. (22) 
Pe de altă parte, vectorul B, are forma 
B, IL b, D. i, (23) 
{coeficienții b, nu sint simetrici). Obtinem deci pe rind 
grad (xB) = i, (6, v, $,) , = (b, H bu) d. d, (24) 
astfel că ecuaţia (21) devine | 
(b, 4- 5,) v; 1, = [HL — NL — 2v)] [ho 3; — v (1-7 v) hu, i,], (25) 
ceea, ce dă imediat cele 6 sume b, + b,. Acestea sint singurele relaţii între 
B, și IT,. Prin urmare, constantele b, sint determinate numai pentru? = 35 
constantele b, (i (i Æ j) rámin necunoscute, si supuse numai condiţiei cu 


sumele b, + b,, Bă aibă valori date, Acestea din urmă nu se schimbă dacă 
adăugăm lui B, un vector B, de componente 


By = — sta + Qatar Bi = dai — dafa, Bis = — Mti F qifa, (26) 
ceea, ce, notind eu q vectorul de componente (q1, Q2, Qa), 8e serie 
Bi =qxæ. | (2) 


Prin urmare, B, poate fi determinat numai abstracție făcind de un 
termen Bi, care poate fi adăugat lui B,, fárá a altera datele la limită, 
Mai remarcăm că cunoasterea sumelor b, + b, fără cunoaşterea termeni- 
lor b, în parte, face imposibilă calcularea expresiei rot B, — ceea ce era 
de prevăzut, intrucit (4.21) nu are sens pentru k — 1. 

Să facem acum uz de expresiile lui B, şi B, pentru a determina tte 
Și u,. Se înţelege că trebuie să revenim acum la (4.23). tatru B, este 
constant, deducem mai intii 


uy = [(3 — 4s))4(1 — Bu, (28) 

astfel că ug rezultă a fi un vector constant arbitrar. 
Pentru k = 1, vom calcula aci numai componenta corespunzătoare 
vectorului B|. (Componenta care rămine efectiv în expresia finală u, 


se găseşte pornind de la formula (23) pentru B,, unde sumele b, + b, 
decurg din (25).) Din (4.23) și (27) obţinem deci 


CAO Mem ped [ae (q x æ) + grad. div Bj]; 
intrucit produsul [x - (q x æ)] si sealarul div B; sint nuli, deducem 
u.c X S. (29) 


Dacă v = 0,25, soluția este deci determinată abstracţie făcind de 
a roto-translatie rigidă. 
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b) Gradul de arbitrar al funcțiilor lui Grodskii 


Cele de mai sus clarifică chestiunea gradului de determinare a celor 3 
funcții ale lui Grodskii într-un corp mărginit 7^, pentru v=£0,25 (compară 
eu $ 6.9). Anume, fie că in Y^ este realizată starea de tensiune nulă. Con- 
siderind o bulă eu centrul in x si conținută în 7^, 8i rezolvind pentru ca 
problema lui Neumann eu date la limită nule, conchidem că B este suma 
unui vector constant B, cu un vector q x i, unde q este constant. Alegind 
o altă bulă conținută in 7^ şi avind puncte in comun cu cea dintii, rezultă 
că vectorii B, si q sint aceiaşi pentru ambele bule. Întrucît în virtutea 
teoremei lui Borel gi Lebesgue (vezi $ 4.3, pag. 694) putem întotdeauna 
uni două puncte interioare ale oricărui domeniu 7^, situate la distanță 
finită, printr-un lant finit de asemenea bule, rezultă că vectorii B, și q 
sint aceiași peste tot în 7”, aşadar vectorul B care realizează starea de ten- 
siune nulă are forma preserisà mai sus. 

Vectorii ce realizează starea de deplasare nulă trebuie aleși evident 
printre cei de mai inainte, așadar printre vectorii ce caracterizează roto- 
translatii rigide. De aci rezultă că ei sint nuli. 

Prin urmare, in cazul v =Æ 0,25, vectorul lui Grodskii A ce realizează 
reprezentarea (7.5.3) prin trei funcţii armonice este determinat in cazul 
problemei lui Neumann numai abstracţie fdácind de o componentă 
B,-- qx æ. În cazul problemei lui Dirichlet, el este deplin determinat. 

Deosebirea fală de cele spuse relativ la gradul de determinare al funeliilor lui Kolosov 
si Mushelisvili se explică prin deosebirea de structură dintre reprezentările deplasárilor (7.5.3) 
si (6.7.12). În particular, gradul de arbitrar de care dispunem in această din urmă formulă se 
datoreazá prezenței a doud functii complexe sub formă nediferentialà, de unde rezultă aparitia 
a 4 constante reale disponibile, pentru numai 2 componente ale deplasării. 


8 6. PROBLEMA LUI NEUMANN PENTRU DOMENII MĂRGINITE 
DE O SFERĂ. EXEMPLE 


Întrucît calculele efective, după formulele din $$ 3—5, sint în general 
voluminoase, ne vom mărgini la a prezenta două exemple simple, sufici- 
ente totuşi pentru a clarifica rezultatele generale. Pentru mai multe deta- 
lii şi pentru alte exemple, de natură mai complexă, vezi A. Lurie [4], 
capitolele 6 si 8. 


a) Bula elastică supusă la presiune normală pe frontierä 


Condiția la limită a problemei este evident 


Ol) |a-a, = — Pn = — P (x|Hj) nn, (1) 
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Din formulele (4.13) — (1.17) avem mai intii 
1 1 
— RB, G,(u)|n-n,  — — P R Ge Ry) |n. m. (2) 
2u 2u 
astfel că datele la limită se reduc la un singur termen de forma Y,(0. o). Prin urmare, avem 
" 1 
H, —(R| Bg) Y, = — — Pr. (3) 
2u 


Intruclt din (5.14) rezultă că M, = grad h, si tinind seama cà 2a = grad (gra), 
deducem 


1 a E a 
h= —-——P(zi-ai4 zr), (4) 
du 


de unde, in notatiile din (5.15): 


1 
h, ——PB,. (5) 
2y 


Introducind aceste valori în (5.25), oblinem 


(b, 4- b; xz, d, = — 2 (1 — v H- vel P r i 


de unde 


b, — [0 — vi + v) u] PÀ,, (8) 


astfel că veclorul B, se scrie sub forma (5.23) : 


B, = — [1 — 9) + ve] P z. (7) 


Introducind această expresie In (1.23), obținem soluția 
u =t = —-[( — 29)/2(1 + vu] Pa. (8) 


Dacii — cu titlu de verificare — introducem (8) in (4.1), cápitàm — pentru n = a R; — 
tocmai valoarea din (1). 

Hemarcám că utilizarea formulei (4.24) — valabilă numai pentru k — 2 — ar duce la 
un rezultat gresit, independent de faptul că din (3) urmează rot H, = 0. 


b) Spațiul elastic cu o cavitate sferică cu frontiera liberă. 
Concentrarea tensiunilor 


Acesta este analogul tridimensional al problemei din $ 6.16, exemplul f. Ne vom mărgini 
la un singur caz de solicitare la infinit, de pildă cazul o = P. 
După cum am arătat la finele $83 $i 4, soluţia problemei exterioare se obţine direct din 


cea a problemei interioare, inlocuind indicele k prin —&—1, şi tinind seama că Y, = Y , ,. 
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in absenta cavitülii, starea de tensiune inițială în 4, este dată evident de componentele 
(notate cu un indice (i)) 


ab) = P. eid al cd = of? o. (9) 
Pe frontiera cavităţii de rază R = Ry avem o = oj n, de unde 
ti) ZII 00 e ti] NES S aa: 
o5 nog, = Pa P GR) Ign. di rar = Ta aa, 0 (10) 


Pentru ea această frontieră să fie liberă, trebuie deci să rezolvăm problema spațiului 
nemărginit cu o cavitale sferică de rază R = R solicitat de sarcina 


6, lin, = — P(xB) Inn, i = — Pi, sin 0 cos p, (11) 


si să adăugăm solulia corespunzătoare acestei stări perturbatoare, notată eu un indice (p), 
la soluția (9). 


Ca si în exemplul precedent, al doilea membru din (11) contine numai luneţia Y, , astfel 
că soluţia va depinde de determinarea functiei M a Avem mai intii 


1 1 
— Rg” — —€ A PR, dy sin cos o = Y,, (12) 
| u 


de unde, folosind formula (4.17) (in care am înlocuit k prin —k—1 şi am luat apoi k= 1), 
obtinem 


P (RII FP) 2, 





i 


1 
H, = ijr - — PR, i, sin 0 cos e| = — 
2j. 


2p. 


Ceea ce Se va nota 


1 
H=- P Rq. q—(z Ri. (13) 
au 


În telul acesta, formula (4.24) (unde k este înlocuit prin —k—1, pentru k = 1) devine 


1 i 1 i 
ul? n = PL -—i x rot g — (4 — 109) (7 — 5v)! æ div g + 
du. 3 


1 a ; 
+ — {v — 1) (7 — 5)! FR? grad div q + (7 — 5v)  (R* — Ri) grad div 1| (14) 
3 
Pentru a efectua calculele, din (13) obţinem pe rind 
div q = R^? — 3x? R^, rotg — — 3R™ (xd, — x42, 1), 
grad div g = 387? [(2z; — 3x5 — 32) z, 4, + (4x? — x3 — x3) (m4 d, t z, (9 ], (15) 


xx rot g =3R [rn G -25485—312,1, — 31 tatal, 


2886 PROBLEMA BULEI ELASTICE Cap. 8 


cca ce conduce la soluția 


1 a D a Ek a 
nu! = - PRR r d, + RS (a + sii, — 2; 514, — rinil- 
I 


— (4 — 10) (7 — 5y) 1 (R^? — 8R^5 a3) (x, d, + 2, 4, + m 1,) + 
+ [69 —1)(7 — 59) t! R^5-E3(7-- Dv) RTR — RD] [xj — 325 — 325 m d, + 
+ (ai — x — ay) (xad, + al). (16) 


Separind componentele după direcţiile Î,, îz, £j, se obțin deplasările up), ul, uj. 

Să calculi acum componentele tensiunii, mărginindu-ne pentru simplitate la à deter- 
mina componenta (4! In punctele z, = zx, = 0, aşadar în punctele situate pe axa (ra, care este 
intersecția planului orizontal (ecuatorial) cu planul perpendicular pe direcția sarcinii la infinit 
(Compară cu $ 6.16, pag. 458). In acest scop, vom calcula cu ajutorul formulei (7.1.9) vectorul 
tensiune pentru un element de normală n = i. Formulele (4.4) si (4.5) râmin valabile, astfel 
cá avem 


1 
2 


div u^, = 


Jak 
H- 


(1— 2y) (1 — v) t div B , rotu”! = rot B. ,. (17) 


Mai departe, fácind uz de formulele (4.18), (4.21) (pentru & Inloeuil prin —4—1 si unde 
luăm k= 1), obţinem 


div H-,— —10(1 — v») (7 —5v)7 div H_a 


(18) 
2 
rot B. , = — — [rot H. ,-- (1 — 5v) (7 — 5v) ! ae x grad div IH... 
a a 
astfel că (17) devine 
div u'? = — 5 (1 — 2y) (7 — 5v)! div H. .. rotu", — rot B... (19) 


P nümlne de calculal derivata normală 47, așadar derivala wi in punctele z, = x, = Ù. 
Toli termenii din (16) ce contin a sau t, în fuclor dispar aci, aslfel că, ținind seama cà acum 
avem Ta = R, cápülüm 


i | ; i iA æ 

uli. m 6-5) 1 PRI KA — 159) + 9 (CER) f. (20) 
d ți 
Introducini (13), (15), (19) si (20) In (7.1.9) seris pentru n = ñ, avem in definitiv 
3 l 3 "E 

E”) le o = POI | —( —59(0 — 5971 4 — (G6 — 59^! anion à. — (0D) 

2 2 | 

ceea ce dă imedial pe 6,5 (si desigur si valorile op = 03 — 0). 


Tensiunea Gy folalü care apare in punctele axci Uz, se obline prin suprapunerea valorilor 
inițiale din (9) si a celor periurbaloare din (21) : 


1 9 j 
g,-— P í + (RIR?) F (4 —5v) (7 — 5 ' -—(7—5w LEA (23) 
2 2 
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Calculind valorile raportului c4,/P in diferite puncte ale axei Orp obținem (pentru 
y = 1/3) tabelul : 





RIR, 1,0 | 
E e | E n 
Sul P | 2.06 | 1,15 | 1,06 1,01 


Comparind acest tabel eu cel din $6.16, pag. 459, vedem că coeficientul de concentrare 
al tensiunilor este mai mic, iar fenomenul are un caracter mai localizat decit in analogul 
bidimensional al aceleiaşi probleme. Acest din urmă fapt rezultă si din compararea formulelcr 
(22) și (6.16.38) : termenul perturbator scade cu puterea a treia a razei în (^4 și numai cu puterea 


a doua în Ga. (Vezi și $ 7.1, pag. 512) 


CAPITOLUL 9 


PROBLEMA SEMISPATIULUI ELASTIC 


$ 1. GENERALITĂŢI 


Problema echilibrului semispatiului solicitat de o sarcină aplicată 
pe planul său frontieră are o mare importanţă practică, ca punet de por- 
nire în studiul fundațiilor, in problema contactului corpurilor elastice si 
altele. O primă soluţie (prin dezvoltări în serie) a acestei probleme a fost 
dată încă în 1828 de către G. Lamé si B. Clapeyron. La finele secolului 
XIX, ea a fost reluată de către J. Boussinesq [2] (vezi şi A. Clebsch gi 
B. de Saint-Venant [1], nota finală la $ 46), V. Cerruti [1] $1 H. Hertz 
[1]. Au fost astfel obținute soluții pentru sarcini concentrate și reparti- 
zate, normale sau nu la frontierá, pentru diferite tipuri de domenii de solici- 
tare. G. Lauricella [2] a studiat în detaliu problemele la limită tundamen- 
tale, inclusiv două variante ale celei de a patra probleme fundamentale. 
V. Cerruti [2] a considerat chestiuni similare pentru domenii infinite 
a căror frontieră este o suprafață deschisă, dar nu un plan. (Pentru trans- 
miterea forțelor concentrate pe frontiera unor astfel de domenii, vezi 
lucrările citate la finele $2.1, pag. 65). Metoda lui C. Somigliana [5] à permis 
să se treacă la studiul problemei semispatiului solicitat în puncte interioare. 
Pentru generalizarea la cazul semispatiului a unor anumite metode utili- 
zate în problema plană, vezi E. Obolasvili [1]. 

În ce privește chestiunile de dinamică, meniionám aci problema deosebil de importantă 
a propagürii undelor care se amortizează spre interiorul semispal iului (unde Rayleigh). Asupra 
acestui subiect, vezi de exemplu W. Nowacki [1]. capitolul 11; C. Pearson [2], capitolul 8; 
vezi încă indicațiile din $4.12, pag. 163 — 161. 

În cele ce urmează vom prezenta pe scurt problema (teoretice simplă, 
şi de mai redusă importanță) a lui Dirichlet pentru semispatiul elastic, 
unde soluţia se obține eu ajutorul reprezentării lui Trefftz. Vom trece apoi 
la studiul problemei lui Neumann, unde această reprezentare a fost împinsă 
pe al doilea plan de către cea a lui Grodskii. (Vezi A. Lurie [4], cap. 2.) 

Nu putem decit să menţionăm aci rezultatele importante obținute datorită metodelor 
operaţionale (vezi I. Sneddon [1], cap. 9 si 10; I. Sneddon şi D. Berry [1], $8 64—06 — pen- 
tru variantele plane si axial-simetrice ale chestiunii; vezi şi R. Muki [1], [2] pentru cazuri 
in care simetria axialà este absentă). 

Amintim încă problema stratului elastic (domeniu mărginit de două plane paralele), 
care foloseşte ca punct de plecare rezultatele din problema semispatiului, și conduce la studiul 
importantei probleme a plăcilor groase. (Vezi A. Lurie [4], cap. 3 şi 4 ; vezi de asemenea I. Ufliand 
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[2], cap. 7 si 8 pentru stratul elastic, şi cap. 9—15 pentru semispatiu, cu utilizare sistematică 
a Lransformárilor integrale ale lui Hankel şi Meller-Fock.) 
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Tinind seama de rolul special al uneia din eoordonate, vom folosi 
in general pentru coordonate notafiile x, y, z, iar pentru versorii axelor, 
notafile i, j, k (Vezi si $ 1.1, pag. 33). 

Să căutăm soluţia regulată a problemei lui Dirichlet pentru semi- 
spaţiul z > 0, pentru F — 0, sub forma ce rezultă din (7.4.18) : 


u =B + zgrad h, (1) 
unde, după cum urmează din (7.4.3) și (7.1.20), avem 
AB =0, (2) 
Ah =0, h,——x'div B, x —3— 4v, (3) 
iar vectorul deplasare ia valori cunoscute pe planul frontieră 2—0: 
u (2, y, 0) =g (x, y). (4) 


Analiticitatea soluţiei impune continuitatea funcției g. Pentru ca 
relațiile de regularitate (7.6.18) să fie verificate, componentele lui g, pre- 
cum şi ale derivatelor sale eu ajutorul cărora se construiese componentele 
tensiunii pe frontieră, trebuie să le verifice de asemenea. 

Introducind expresia (1) în condiţia (4), obţinem 


B (x, y, 0) — (v, Y), (5) 


astfel că fiecare din componentele lui B(z, y, 2) este soluția cite unei pro- 
bleme Dirichlet pentru ecuația lui Laplace. Acest mod de a aborda problema 
justifică alegerea făcută in $ 7.4, pag. 527, pentru vectorul de corecție. 

Pentru ea soluţiile problemelor (2), (5) să existe, este suficient ca 
funcțiile py, gs, ga Să fie continue $i absolut integrabile pe planul frontieră. 
Veetorul B poate fi considerat deci cunoscut. 

Mai departe, ecuaţiile (3) eondue la problema determinării unei 
funcții armonice h dacă valoarea derivatei sale À 4 este cunoscută. Calea 
cea mai simplă de urmat constă in a serie div B sub forma derivatei in 
raport eu 2 a unei funcții armonice, după care funcția A se obţine imediat. 
Aceasta este principial posibil numai pentru anumite tipuri de domenii, 
printre care însă şi semispatiul. (Vezi M. Slobodianskii [1].) 

Să căutăm deci soluția regulată (in sensul din (7.2.13)) a unei pro- 
bleme Dirichlet pentru ecuaţia lui Laplace în semispatiul z > 0, sub forma 
unui potential de dublu strat (7.2.38) : 


B(x, y, 2) = W (cos q/ R?) H (E, x) D. (6) 


— o5 
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Amintim cá æ este punctul de observaţie, apartinind semispaţiului 
z > 0 iar E şi a, sint puncte aparţinind frontierei sale > — 0. Normala 
exterioară n coincide aci eu sensul negativ ale axei Oz. Mai departe, avem 
din (7.2.14) : 


dn" 
R —c-—£, B =(@— K+ iy nte, e-(Qu—HR), 


5 | 2 — : -—7 1 (1) 
Ry = —£, he = (Ty — E) + (Jo — n) |: 99 —(n,— Ro) E iia 
Intrueit avem cos ọọ — 0, ecuația integrală (7.2.10) se reduce la 
2z H (zs, Yo) =g (Tos Vo); (8) 
astfel că soluţia (6) se scrie 


B (æ, y, 2) = (1/27) || (cos 918°) g (5, x) aD. (9) 
Remarcind că avem 
& — KR 0089, (10) 
(vezi și ultima relaţie (7.2.23) pentru č, = $ — 0), expresia (9) devine 
Bia, y, 2) = (1/27) f [2 (5, 9/1 aD. (11) 


Soluţia are desigur acelaşi aspect pentru toate cele trei componente 
ale vectorului B, astfel că, tinind seama de (5), căpătăm 


B (2, y, 2) = (1/27) || [2g (5, a) aD, (12) 
ceea ce se poate serie si sub forma 
B (2, y, 2) = —(1/27) ^ || tg Œ, )/RIaD. (13) 
F- 


Pentru a determina A(x, y, z) ne rámine să introducem (13) în (3), 
de unde 


h (x, y, z) = (1/2 xx) div V [g (E, n)/R] AD. (14) 


= un 
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Integrala (14) are forma (7.2.20) à unui potential de simplu strat, 
de densitate continuă şi absolut integrabilă pe frontieră. Prin urmare, 
h este cu siguranţă armonică. 

Problema este deci rezolvată. Soluţia (1) ia în fapt forma (7.12.9) 
pentru F — 0. 

Dacă s-ar căula soluția problemei (2), (3) eu ajulorul funcţiei lui Green, s-ar ajunge la 
aceleaşi expresii, Într-adevăr. funelia lui Green pentru operatorul lui Laplace pentru semispaliu 
este 


1 1 : 
G (zr; E) = —— TES M eU (15) 
Ja—&8--g-3--€-0 —Je-O--o0-»-c- 
(vezi de ex. A, Tihonov si A. Samarskil [1], $ 4.4). Ținind seama că pe frontieră avem G (z, y, 2 ; 
E, 7, 0) = 0, caleulind derivata normală în punctul de sursă OGjOn = —60GJOSZ pe frontieră 
(asadar pentru 5 = 0), şi introducind In (7.2.37), oblinem din nou expresia (12). 

Din punctul de vedere al teoriei elastieitátii, problema este deci 
rezolvată. Dificultatea e redusă la a se calcula efectiv potențialul din (12) 
— ceea ce nu se poate realiza însă sub o formă simplă decit în unele cazuri 
particulare. 


$ 3. PROBLEMA LUI DIRICHLET PENTRU SEMISPATIUL 
ELASTIC. METODA INTEGRALELOR FOURIER 


Vom expune aci 0 à doua soluție a problemei, care permite scrierea 
funcțiilor B si h prin intermediul unor integrale Fourier, Ideea de bază, 
(vezi de ex, E. Trefftz [3 ] $33) stă în a găsi vectorul armonie B cu ajutorul 
formulei de inversiune a integralei duble Fourier (vezi (A.9.61)) : 


fG,y) = Qm EC o exp Lia (8-2) î8 (n—lazagaz as. (D) 


Veetorul B se caută sub forma 


22 
B (739,2) = N b (Z, 8) exp (Xx + By -+ Y2) d« dă, (2) 


unde funcțiile b „(a y B), (j —1,2,353), sint integrabile in orice porțiune mär- 
ginità a planului, și absolut integrabile pe tot planul. Un calcul simplu dă 


Bu =ă8,, B,4,-—pB, B,, —YB, (3) 
Pentru ca B, să fie armonică, e deci suficient să avem 


ze y 24 Y* — 0. (4) 
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Alegind (pentru «, B reali) 
ăia , B—iB , Tv, (5) 
condiția (4) este automat satisfăcută, iar (2) devine 
+a 


B (2, y, 2) =f] (o B) exp [i (+ 8y) +yz] da dB, (6) 


unde vectorul B este armonie, oricare ar fi b(«, B) = b (x, 3). 
Condiţia la limită de tip Dirichlet (2.4) se scrie acum 
+ ao 
g (2, y) =|) b (s B) exp (iaz + ißy) da dg. (7) 
Întrucît (6) determină pe deplin vectorul B prin intermediul lui b, 
aflarea acestuia din urmă din relaţiile (7) rezolvă problema. 


Inmultind ambii membri din (7) eu exp (—iAz — iwy) si integrind 
în raport eu z, y între limitele — oo, + co, obţinem 


(sten exp(— ix — igy) dz dy (fifo 8) exp [iz (x — 3) + 


+ iy (B— u)] dæ dB dz dy. (8) 


Tinind seama de (1), membrul al doilea din (8) rezultă egal eu 4x?b( huh 
Schimbind acum variabilele X, u cu «, B, şi æ, y cu E, n, deducem 


b («, B) = (42) g (č, n) exp (— iat — i95) d£ dv. (9) 


= Bes 


Introducind (9) in (6) şi schimbind apoi a cu — «și 8 cu —B, obti- 
nem in definitiv vectorul armonie (vezi (5)) 


To 


B (2, y, 2) — (1/42?) W g (E, n) exp [ia(E — æ) + 
+ iB (n — y) + ye] da dB d£ dy- (10) 


Tinind seama de (1), se vede imediat că, pentru z — 0, condiția (6) 
este verificată, 
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Să trecem la determinarea funcției armonice A(x, y, 2) din ecuaţiile 
(2.3). Pentru aceasta avem mai intii din (10) 


Jd 


div B = — (/42*) WW go (E, n) exp [ia (2 — 2) + 


--iB(g—9y)--Yvs]d«dBg d£ dn, (11) 
unde am notat 
Jo (8,0) = ag, n) + PoE, n) + iy ga( 5; n) (12) 
Introducînd (11) in (2.3), avem 


oe 


h a = (ijt x? x) Wes (E, n) exp [ia (E — a) + 


— G 


iB (m — y) + ye] da dB dă dn, (13) 
de unde, integrind în raport cu parametrul z în membrul al doilea : 


h(x, y, 2) = (ijAn? x v) MW do (E, n) exp [i «(E — a) + 


+ iB (5— y) + y2] da dg d£ dm. (14) 


Orice eventuală funcție de x, y ce ar apare după integrarea relaţiei 
(13), este nulă, intrucit numai aşa se asigură regularitatea funcției h pen- 
tru zr, y finiti, si 2 — oo. 

Tinind seama de relaţiile (5) se vede uşor că funcţia h este armonică. 
Date fiind proprietăţile lui g, se poate demonstra şi că h este regulată la 
infinit. Veetorul grad A se calculează atunei din (14): anume, avem 


hao ec i mau Edu 
"Jua 7o Wi go (E, m exp fia (E — 2) + 
+ iB (n — y) + Ye] da dp dE dz, (15) 


în timp ce pentru h dispunem de (13). În definitiv, reprezentarea (2.1) 
dă acum soluţia problemei sub forma 


ea 


u (æ, y, 2) = (114 n) WW GE, n; z) exp [i «(E — a) + 


— a 


TtiB(m-—9y) -Trvs]dedgp d£ dy, (16) 
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unde 
Glg 05 2) — (5.0) t (o x Y) 2 go( 5, m), 
G,(5,5 €) — gal n) + (Bis Y) $ goa( m), (11) 
G5(5, 15 2) — ga( 5, m) + (E x) ego( 5, v). 


Problema e deci explicit rezolvată in funcţie de datele la limită 
g(5, n). (La fel ea in (1), partea pur imaginară a tuturor acestor expresii 
e nulă.) Totuşi, integralele ce intervin in (16) nu pot fi decit arareori caleu- 
late sub formă finită. 


$ 4. PROBLEMA LUI NEUMANN PENTRU SEMISPATIUL 
ELASTIC (|) 


Problema lui Neumann pentru semispaliu poate fi abordată cu aju- 
torul unor soluţii eu singularitáti. 


Calcule similare celor din § 7.8 permit să se delermine o aslfel de soluție care si descrie 
acțiunea unei forte concentrate aplicate in origine, normal pe frontiera semispatiului. Aceasta, 
numită soluția de al doilea lip a lui Boussinesg, introduce încă si o anumilà repartitie de sar- 
cini pe planul-frontierá. Din fericire, se constată că aceasla din urmă este proporțională cu 
cea corespunzătoare soluției lui Kelvin si Somigliana, prività ca solulie pentru semispaliu 
(vezi $ 7.8, observația 2, pag. 548). Se poate deci consirui o combinaţie liniară a celor două 
soluții care să lase planul frontieră liber de orice sarcină, cu excepția unei forle concentrate uni- 
tare aplicate în origine normal pe planul-frontieră. Un procedeu de suprapunere similar celui 
din $ 7.9, pag. 551, conduce la soluţia problemei pentru o sarcină normală repartizată, expri- 
mată prin integrale în care intervine solutia corespunzătoare sarcinii normale unitare concentrate, 
și densitatea sarcinii reale considerate. 

Modul acesta clasice de a rationa prezinti însă dezavantajul de a lăsa fără răspuns 
întrebările dacă soluţia oblinută verifică ecuaţiile lui Lame, satisface condițiile la limită, si este 
regulată. De aceea este preferabil punctul de vedere al lui A. Lurie [2] (vezi și [4]. $2.5), 
care construieşte direc! soluția corespunzătoare sarcinii normale repartizate, Cu ajutorul funcţiei 
8 a lui Dirac, se poate obtine de aci şi soluția problemei semispatiului supus unei forțe 
concentrate. 


a) Sarcină normală repartizată 


Fie deci semispatiul 2 > 0 supus unei sarcini normale p(£, v) repar- 
tizate pe o porțiune Z a frontierei sale = —0. Considerente de ordin meca- 
nic impun să admitem că Z este mărginit. Se presupune cá p(£, v) e C^ (£7), 
ceea ce asigură existența potențialului de simplu strat corespunzător, 
si verificarea proprietăților enumerate in $ 7.2 (inclusiv regularitatea). 
Este de presupus că deplasările si tensiunile ee corespund unei astfel de 
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solicitări sint nule la infinit, ceea ce impune căutarea numai de soluții 
regulate în sensul din (7.6.18). — 

Întrucit normala exterioară n este paralelă cu axa Oz si dirijată în 
sensul valorilor z negative, condiția la limită în tensiuni se scrie 


9 3l.-o — f, (1) 
unde f este sarcina efectiv aplicată. Întrucât sarcina este normală, (1) se 
mai poate serie (retinind pentru j numai valorile L si 2): 

dykes =Ü; ogle = i5; m) (2) 


cu p(č, x) definită pe tot planul frontieră, şi identic nulă în afara lui Ø. 
Soluţia se caută sub forma reprezentării lui Grodskii. 
Primele două condiții la limită (2) (j — 1, 2) se seriu 


(4, a a ts.) l-0 = 0, j—1,2. (3) 
Introducind aci (7.4.16), avem de calculat cantitátile 
Ua F ta; — Bj. + [(1 — 29)/2(1 — v)] B3, — 
— I2 — v) (e Bia t y Bas +e Bg, a Boa): (4) 
Luind acum £ — 0, obţinem din (3) si (4) : 
|B, + m B. 


1 
= — i Ba + Y Ba 3 + Byela , (5) 








2(1— v) w0 — Z(l— v) 2=0 
ceea ce va fi cu siguranță îndeplinit dacă vom cere verificarea, relaţiilor 
Ba le-a = — [(1— 29)/(2(1— v] Ba les j =1,2; (6) 
Boss lz=0 = — [* Bia t Y Bo, allo (1) 


Cele două relații (6) sint egalitáti între valorile la limită ale unor funetii 
armonice în 2 > 0, și — prin ipoteză — regulate la infinit. În virtutea teore- 
mei de unicitate pentru soluţia — regulată la infinit-—a problemei lui Dirichlet 
pentru ecuaţia lui Laplace in semispatiu (vezi de ex. A. Tihonov şi A. 
Samarskii [1], 8 4.2), egalitatea se păstrează gi în interiorul semispatiului : 


Bjs—-—[20—2920—9]B,, 3=1,2. (8) 
Relația (7) poate fi pusă acum sub forma 
By a lio = [(1 —2»/2(1— v)] [v Ban +y Ba alo: (9) 


: Membrul intii din (9) este valoarea la limită a unei funcţii armonice 
in 2 > 0. Scriind paranteza din membrul al doilea sub forma 


[4 Baa pay Bs. a a Ba allo = [£ grad .B4]]..,, 
(ceea ce desigur nu-i schimbă valoarea), şi tinind seama (vezi (7.4.9)) că, 
A(æ - grad B,) —2 div grad B4, = 2 AB, =0, 
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urmează că si m?mbrul al doilea din (9) este valoarea la limită a unei 
funcții armonice. Aceeaşi teoremă de unicitate conduce astfel la relația 


Boa = [(1 — 25)/2(1 — v)] (x Baa + Ba + 2 Ba 3). (10) 


Derivatele funcţiilor By, B,, B, în raport eu z se exprimă deci prin 
intermediul unei singure functii, armonice şi regulate la infinit : funcţia B,. 

Să notăm provizoriu 
Bol, (11) 


(unde Q este o funcție armonică, iar e este o constantă) si să introducem si 
funcția armonică w care verified relaţia 
e) 4 — (, (13) 

Orice eventuale funcții de zr, y care ar apare în integrarea impusă 
de (12), se vor determina din condiţia ca funcţia c să fie armonică, si com- 
poriarea ei la infinit să decurgă într-un anumit mod din comportarea la 
infinit a funcției Q. 

Tinind seama de (11), (12), relaţiile (8) şi (10) devin 


B, a= — [(1 — 2»)/2 (13—v)] e , — —[(1—2v)/2 (1—v)] e € s, 


(13) 
Baa = [(1 — 29)/2(1 — v)] e(t 41 toat 2 6,33). 
Pentru a satisface aceste egalitá(i, este suficient să luăm 
B, = — [0 — 29/2 (1 — v)] co, j21,2, (14) 


B, = [(1— 2v)/2(1 — v)]e(zo d dy o, --£03-— 0). 


Mai rámine acum să determinăm funcția Q din ultima condiţie (2). 
In acest scop, amintim mai intii relatia 


Cya — A0 4 2 py us 4. (15) 
Din ultima relatie (7.1.17) urmeazá 
0 = div u —[(1— 29)/2(1 — v)] div B. (16) 


Or, tinind seama de (11), (12), de primele două relaţii (14), precum si 
de faptul cá Aw = 0, obţinem 


div B = [(3 — 4v)/|2(1 — v)] Cwag- (17) 
Pe de altă parte, din (7.4.16) si folosind (11) —(13), căpătăm 
43.5 eQ 4 — [14(1 — v)]e(Q + [(3 — 49/2(1 — v)] Q s},3. (18) 
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Introducind acum (16) —(18) in (15), si tinind seama că A/u- 
= 241 — 3v) (vezi (3.4.16)), căpătăm 


Sg = [(3 — 4v)/4(1 — v)*)p e(Q 4 — 2O ag). (19) 
Luind aci z =0, obținem valoarea la limită 
Gaa i-o = H E [(3 — 4v)/4(1— v)*] Q slo. (20) 


Prin urmare, funcția Q trebuie găsită ca soluție (regulată) a unei 
probleme Neumann pentru ecuația lui Laplace in semispatiul z > 0. Seri- 
ind ultima condiție (2) sub forma 


933(5, m +0) — — p(4 n) (21) 
(vezi şi (1.1.6.)—(1.1.8)), obţinem din (20) condiţia la limită 
[3 — 1)A4(1 — Pl p eQ alo — — P (E, 0). (22) 


Soluţia acestei probleme se caută sub forma unui potential de simplu 
strat, de densitate — (1/47 u) q(£,v), repartizată pe un domeniu Z': 


Va y2) = — Q4 x lată IRI ap. (23) 
gi 
Seriind relaţiile (7.2.31) şi (7.2.32) pentru acest potential, remarcăm 
că avem eos d, — 0. Comparind (23) eu (7.2.20) şi atribuind desigur indi- 
cele -+ valorilor la limită pentru 2 — + 0, obţinem : 
Pau = Voua =n Gl) —— (12) alt, 5), (24) 


(unde q(£, 4) = 0 înafara domeniului 2). Întrucit normala exterioară la 
semispatiu coincide cu sensul negativ al axei O2, putem serie (24) sub forma 


F 3l-=+0= (1/2) q(£5, 1). (25) 
Luind £ = :z' si Q = V, si n (25) in (22), avem 
[(3 — 4v)/4(1 — v] pe(l/2 u) q($,0») = — P(E n), 
ceea ce se reduce la egalitatea 
p(5; n) = glin), (26) 
dacă pentru constanta e alegem valoarea 
€ — — 8(1 — v3 — 4v). (21) 


Prin urmare, soluția problemei este dată de cunoaşterea functiei O 
dată la rindul ei sub forma potenţialului de simplu strat 


Q(2, y, 2) = — (1/4 m p) | | P(E, nE aD. (28) 
£l 
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În ce priveşte funcţia w din (12), trebuie să luăm evident 


ale, y, 2) = — Q4 my) |h p (55) In (R + 2) aD; (29) 
E] 
acesta este un potential logaritmie, evident funcție armonică (lu (E + 2) 
este primitiva in raport cu z a funcţiei armonice 1/ &). 
Notind aci R' = y x? -+ y? + z*, se ponte arüta că pentru R' — co, mărimile O, c ,. ag 
lind spre zero ca 1/R', iar mărimile €) ,. Q 4, £2, tind spre zero ca 1//2, NolInd cu P rezul- 


lanta sarcinii p(E, n) pe £Z, se poate demonstra (similar cu L. Sretenskii [1], $ 1.9) că funcția 
«€ tinde la infinit pentru A" — oo ca funcţia — (Pi ru) In (R + z). 


Funcțiile (28), (29) se numese potenţialii lui Hertz. Raționamentul 


precedent asigură dinainte verifiearea atit a ecuaţiilor lui Lamé, cit si à 
condițiilor la limită si à celor de regularitate. 


b) Formulele lui Hertz 


Ne rămine să punem soluţia sub forma cea mai simplă posibilă, 
Pentru aceasta, ținind seama de (11), (12), (14) si (27), obţinem 


4(1— v) (1 — 2v) í 8(1— v) 
E — coc ei de ee DI uus 
4 3 y Oss J r2} 3 T b G a 
A4(1— v)(1—2 30 
B, = — IT» (Zoo + YO. F 29,3 — €). 99 


Izolind in B, un termen similar celor din B,, B,, avem 
B, = [4(1— v) (1 —2v)/(3— 4v)] oa — 4 (1 — v) es, (31) 
ceea ce permite să scriem vectorul B sub forma 
B = — 4(1—v») k Q + [4(1 — v) (1 — 2v) / (3 — 4v)] grad o. (32) 
Pe de altă parte, B, se scrie sub forma 


B, = — [4 (1 — v) (1 — 2»)/(3 — 4v) ] (z- grad o — w). (33) 
Introdueind acum (32) gi (33) in (7.4.14), căpătăm usor expresia 
u = — 4 {1 — y) kO + grad [20 + (1— 2») a], (34) 


de unde, separind componentele : 
t —20,--(1—2v)o,, 
ts =2 Qa + (1 — 2v) 0,2; (35) 
ts —20,—2(1— vQ. 
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Aceste relații — numite curent formulele lui Hertz — au fost obţinute 
concomitent de către H. Hertz [1], si J. Boussinesq (publicate în A. Clebsch 
si B. de Saint-Venant [1], nota finală la $ 46, formulele (17)). Rezultatul 
poate fi extins si la cazul unui domeniu de încărcare Z nemárginit. 

OBSERVATIA 1, Relația (34) permite să revenim asupra formulelor (32), (32); anume, 
putem lua acum cu aceeași Indreplütire 
B=—A(1—VkRO, B,——4(1—vt —2yo. (35) 


OSsERVATIA 2. Expresia (35) a lui i este principial mai simplă decil cele ale lui tt, şi ua, 
întrucii nu conline decil pe 1). Acest fapt joacă un rol esenţial in problema contactului. 


c) Aplicaţii 


Pentru determinarea vectorului tensiune, se poate face uz de for- 
mula (7.1.9), în care avem de introdus (34). Din (7.1.17) $i (36) deducem 


0 —divu——2(1—2v)0,, (31) 
iar din (34) urmeazá 
rotu = —4(1— vit, — jū). (38) 
Dacă dorim să determinăm de pildă vectorul-tensiune pe elemente de 
normală n = — k (elemente paralele en plunul-tfrontieră), atunci avem : 
N ——312., E n xrotu —2(1—v)(iQ, 4- jo), (39) 
gi, după calcule elementare, deducem 
€ (uj = 2u (k Q., —zgrad Q,). (40) 
Să remarcăm că din (37), (3.3.22) si (3.4.16) avem pe rind 
O —(31--29)0 =— 2E Q,- (41) 


Tinind seama de condiţia la limită (25), cápátüm pe frontieră 
Cea de-a treia din formulele (35) devine pe frontieră 

alapo = [0 — )/2 ze) [P(E 9)/Y(e Ey aD (43) 

ag 
sau încă, trecind la coordonate polare (7, 7) eu polul în punctul de obser- 
vafie (2,9, 0) si păstrind pentru p(£,4) in noile coordonate notația 
p (5,5): 
"lus = [0 — 9/2 zu] y p(R, y) AR dy . (44) 
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Aceste relaţii se dovedesc utile pentru a clarifica caracterul stării 
elastice în vecinătatea frontierei. Astfel de pildă, fie că într-un punct al 
frontierei avem se, = Ga (cum e cazul în centrul de simetrie pentru o 
problemă cu simetrie axială). A doua relaţie (42) devine atunci 


280g Lid F Sas Kago =— 2 (1 +v) p(k n). (45) 
Tinind seama aci de ultima condiție (2), deducem 


1 | 
9nl.., = Gel, --(5 v» m. (46) 


Prin urmare, tensiunea tangen(ialà maximală in acest punct (vezi 
(2.6.11)) este 


pcdes lace actae. AT 


a 


Întrucit foarte des avem v = : , rezultă că Taa este foarte mică 
în raport cu tensiunea normală s4,].., = — p(£, y), si prin urmare semi- 
spaţiul poate suporta pe frontieră sarcini ce depásese cu mult limita de 
rezistență, (Vezi si mai departe $ 10.11, pag. 666.) 


$ 5. PROBLEMA LUI NEUMANN PENTRU SEMISPATIUL 
ELASTIC (II) 


a) Generalizarea formulelor lui Hertz 


Formulele (4.35) au fost stabilite pentru sarcini p (£, y) suficient de 
regulate pentru ea potenţialii (4.28), (4.29) să existe. Dar aceste formule 
pot fi înţelese şi într-un sens generalizat, făcînd uz de produsul de convolu- 
fie (compară cu (7.9.13)). Pentru aceasta, vom scrie potenţialii lui Hertz 
sub forma 


Q = —(1j& zu) p * RI, œ = —(1/4mu) p * In( E 4 2), (1) 


unde p = p(£,»*,0), iar R= R(r,y, 2; E, 0). Astfel privită, teoria lui 
Hertz isi pástreazá valabilitatea chiar pentru sarcini normale care pot fi 
exprimate nu prin funcții, ci prin distribuții ; formulele clasice pot fi regá- 
site pas cu pas, înlocuind sistematic semnul integrării prin cel al produsului 
de convoluție. (Pentru unele lucrări pe această linie, vezi G. Verma [1]; 
W. Kees [1] — afară de rezultatele privind momentele concentrate.) 
În principiu, o reconstrucţie coerentă a întregii teorii poate fi efectuată cu 
ajutorul noţiunii de distribuţie al cărei suport este o suprafață — în cazul 
nostru, planul frontieră. (Vezi I. Ghelfand şi G. Silov [1], vol. 1, 8 3.1.) 
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b) Sarcină normală concentrată 


Să ne oprim la cazul p (E, y) = 3(£, 1) care descrie acțiunea unei forte 
unitare concentrate aplicate normal în origine. Tinind seama în (1) de 
formula (A.2.10) si atribuind semnul ,,—"' potenţialilor lui Hertz eorespun- 
zütori acestui caz partieular, cápátám imediat expresiile 


Q—-—(14xy) R, & — — (1/4 xp) In(R 4 2), (2) 
legate între ele prin relația analogă cu (4.12): 
îs =Ü. (3) 


Este evident că principiul superpozitiei permite revenirea de la (2) 
la (4.28), (4.29). Formulele (4.25) isi păstrează valabilitatea, si astfel pro- 
blema menționată in $ 4, pag. 594, e rezolvată. Caleulind componentele 
tensiunii si efeetuind un raționament similar celui din $ 7.8, constatăm 
că soluţia obţinută verifică într-adevăr condiţiile impuse atit in origine, 
eit si pe restul frontierei (care e liberă). Ne vom limita aci la a explicita 
componentele deplasării. Din (4.35) si (2) obţinem ugor 


w = (1/4 ny) [R> — (1 —2v) RF"! (R + 2) 1] m, 
U, = (1/4 xg) [2R — (1 — 2v) R (R + 2) !]y , (4) 
Ma = (1/4 nu) [£22 8? + 2 (1 — v) R^]. 
Deplasind punctul de aplicare al forței normale concentrate (ceea 
ce revine la a înlocui è (E, n) prin 8(& —£E,, 1 — ho), ajungem la relații ce 


se obtin din (2), (4) prin simpla înlocuire a vectorului de poziție, cu vecto- 
rul ce uneşte punctul de sursă (de pe frontieră) cu cel de observație. 


Să precizăm tabloul repartiției tensiunilor si deplasărilor In starea considerată. Intro- 
ducind (Ă în locul lui Q in (4.40), obţinem 


g = (5/27) Ra. (5) 


Vectarul tensiune pe elemente paralele cu planul frontieră este deci dirijat intoldeauna 
in lungul vectorului ar ce unește punctul considerat, cu originea (adică cu punctul de sursă). 
Din această cauză se spune că avem de a Tace cu o reparlilie radială simplă de lensiuni. Modulul 
vectorului (5) este 


le_,|=(3/2m0)R *z*. (6) 


Notind cu m unghiul format de vectorul æ cu axa Oz, (vezi si (7.2.14) $i (2.10)), avem 
evident cos o = z/R, astfel cà (6) devine 


[f 31 = (3/2 x) (cos? ọ)/ R5. (1) 
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Modulul vectorului tensiune pe un element paralel cu planul frontieră descreste deci rapid 
atit pe măsura îndepărtării de acest plan, cit si de linia de acţiune a fortei. Construind o sferă 
cu axa Oz ca direcție a diametrului, si care e tangentá în origine la planul frontieră, se vede că 
diametrul ei este 


z=0 d= Ricoso, (8) 
astfel că (7) devine încă 
I AE — pA. (9) 


În toate punciele situate pe o asifel de sferă, 
modulul tensiunii pe clemenicle orizonlale este deci 





constanl. 
A reia relație (1.25) scrisă pentu O inlocuit 
z eu Q dà aci 
Fig. 9.5.1 l 
iiie slip = Il — Y) 2mp] RI, (10 
ceea ce arată că produsul u, R rámine constant pe zc 0. Prin urmare, dreptele din planul- 


frontieră ce Lrec prin origine se translormă În hiperbole echilatere, avind drept asimptote 
axa Oz (in lungul căreia e aplicată sareina), si propria lor direelie inainte de deformaţie, 

Soluţia işi pierde sensul în imediata vecinătate a punctului de sursă, (Vezi si 
G. Savin si V. Rvacev [1].) În practică, În vecinătatea unui astfel de punct are loc o redis- 
tribuire locală a tensiunilor, datorită apariţiei stării de deformare plastică sau a unor fisuri. 


c) Exemplu 


,, Fie că planul z = 0 este solicilal de o sarcină normală, de intensitate constaniă p, actio- 
nind pe un disc circular de rază a si cu cenirul in origine. Polentialii (4.28), (4.29) devin 


0 (x, y,z) = — ais) p|] RO dD, o(z guo) - ars fm cr :4dD. (1) 
g P" 


Să ne limitàm la calculul deplasării normale în interiorul domeniului solicilal G). Pentru 
aceasta, să alegem punctul de observaţie (x, y, 0) & £? drept origine a unui sistem de coordonate 
polare H, y in planul z = 0. Deplasarea normală a acestui punet sub acțiunea sarcinii p Rd I dg 
ce acționează pe un element de suprafalà oarecare are — după cum rezultă din (4) — valoarea 


ty [sg = (14 np) pR [FR -- 2(1 —v):R ! zg dR dy = [(1—v2zyu]pufdy., 412) 
Prin urmare, deplasarea punctului (x, y,0) sub actiunea fuluror sarcinilor elementare 
repartizale în ££ va [i egalà eu 


zz FIAT 
is o 10 — pizma p || araz = 1a — vm pf en 
"0 “0 


dR, (13) 
g 


unde (y) este distanţa de la (z,j,0) la fronticra domeniului £2 . 
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Íntracit problema este cu simetrie centrală, putem lua axele Ozy în aşa fel incit una din 
ele să treacă prin punctul de observaţie. Prin urmare, acesta are coordonatele (x, 0, 0). 
După cum se vede pe figură, segmentul AB are lungimea 


JAB| =2 Va — a? sin? y, (14) 


Aceasta este suma segmentelor de lungimi Ral şi Ry + y), astfel că (13) devine 


ta |. = — nul p | Va — zi sin* 7 ay. (15) 
ü 
^olind aci aja = | obliuem deci: 
is |... 0 = 2 KI — viri] ap Et), (16) 
unde 
e, 
E (t) = | Vu — BP sin*y dy (17) 

ü 


este inlegrala eliplicà complelă de a doua speță, de modul f. 
Această integrală nu poate fi calculată cu mijloace ele- 
mentare, dar valorile ei sint tabulate, Vom reveni asupra ci Fig, 9.0.2 
în (10.5.18). 

În particular, pentru x = 0 şi z = a, aşadar pentru t = 0, respectiv l = 1, obţinem din 
(17); E(0) = z/2, E(1) = 1, astfel cà din (16) urmează 





u5(0,0,0) = [(1 — v)iulap> u, (a, 0,0) = [2(1 — v) /zu]ap- (18) 


Tinind seama de simetria centrală a problemei, urmează că deplasarea pe frontiera 
domeniului solicitat este de 1,57 ori mai mică decit in centrul discului S. La o repartiție 
uniformă de presiuni pe frontieră, corespunde deci o repartiție cu totul neuniformà a 
deplasărilor. 

Aceeaşi tehnică a suprapunerii soluțiilor de tip (4) poate fi utilizată In vederea deter- 
minării deplasărilor și tensiunilor In interiorul semispatiului z — 0. Pentru alte exemple, vezi 
de pildă A. Lurie [4], $ 2.0. 


$ 6. PROBLEMA LUI NEUMANN PENTRU SEMISPATIUL 
ELASTIC (lll) 
a) Sarcina tangențială repartizată 
Pentru simplitate, să ne mărginim la cazul unei sarcini dirijate după 
Or, cel corespunzător sarcinii dirijate după Oy putind fi studiat in mod 


similar. Cu aceasta, condiția (4.1) devine 


O31l;..9 za iii Pı (E; 7) , 032... = Ü , 033]... =0 (1) 
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(compară eu (4.2)). Funcţia p (E, 7) este presupusă continuă într-o por- 
fiune mărginită Z a frontierei, si identic nulă în afara acesteia. 

Ca şi în $ 4, soluţia se caută sub forma reprezentării lui Grodskii, 
cu ajutorul unor potențiali de densitate p; (E, 7). Prin analogie cu (4.28), 
se consideră mai intii potenţialul de simplu strat 


Q! (x, y, 2) — — (1/4 xy) (| p, (E, x) RAD. (2) 
a 


Amintind că pentru derivata normală pe frontieră a potenţialului 
(4.23) am obţinut valoarea (4.25), deducem că 


s leas = 0/2 p) Pı (n). (3) 
Să considerăm de asemenea potențialul logaritmie analog eu (4.29), 
asadar 
ot (2,92) = — (1/4 zu) V (S, m) In (R + 2) aD, (4) 
2 
legat de cel precedent prin relaţia 
os =M. (5) 
În fine, să introducem si funcția 


D (z, y, 2) = — (1/4 ze) (| pi (č, niem (R +2) — RJAD, (6) 
Z 
legată de œ prin relația 
a, — ot. (7) 


Integralele definite in (2), (4) si (6) sint evident funetii armonice 
in semispatiul z > 0. Ultimele două din ele nu sînt regulate la infinit — 
ceea ce nu va influenta însă regularitatea soluției însăși. Indicele superior 
I' este un indice de numerotare, care pentru o sarcină dirijată în lungul 
axei Oy va fi înlocuit cu „27. 

Pentru început, să căutăm o eventuală componentă armonică wu, 
a soluţiei, urmind a o corecta ulterior în aga fel, incit toate ecuaţiile gi 
condiţiile la limită să fie in definitiv verificate, 

Dacă avem Au, =0, din ecuaţiile lui Lamé urmează si grad div t = 0, 
astfel că 0, = const. Vom presupune pentru început 0,— 0, astfel că: 


Au, =0, divm —0. (8) 


Construind componentele c4 $i Ca, obţinem din (1), tinind seama, 
de (3): 


(uia + Wai) lhe go — 2331, 45. (Mat alu, 7 0- (9) 
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Întrucit în ambii membri ai ambelor relaţii (9) intervin valori la 
limită ale unor funcții armonice si regulate, deducem 


atat e y Aa uta 0, 
sau încă, prin integrare în raport cu £ 


- 


TH = — 24 -$ us q dž, AUS =—( da, (10) 
b 


4t LI 


unde orice eventuale funcţii arbitrare de x, y in membrul al doilea sint 
nule, in virtutea regularitátii soluţiei căutate. Pentru ca deplasăr ile să 
se anuleze la infinit ca 1/R, este suficient să luăm a =b — oo in (10), 
astfel că 


[m =] 
u! = — 91 HV ud, w= | u3 a dz. (11) 


z * 


Tinind seama de à doua relație (8), găsim acum 
- B OL alia gt artalde — 0. (12) 


Tinind seama aci de prima relatie (8) precum si de faptul cà, in 
virtutea, regularităţii, trebuie să avem lim u$, — 0, (12) se reduce la 
ze 


usa =Q, (13) 
de unde, tinind seama de (5) şi integrind în raport cu 2 
Introducind (14) in (11) si făcînd uz si de (7), obţinem de pildă: 
ub -—20 + 3 uade — — 201 — ils. (15) 


(Desigur, funcţia à! tinde la infinit pentru E — oo, dar derivata ce apare 
in (15) e nulála infinit.) Rationind la fel pentru toate componentele din 
(11), avem deci 
Ww] LI == a Q1 — TR ^ u^ = em A 3 us = iius " (16) 
„Prin construcție, vectorul w, verifică ecuațiile Lamé omogene, 
condiţiile de regularitate, si primele două condiţii (1). Pentru a ţine seama 
şi de a treia condiţie (1), vom calcula componenta «cj, care — intrueit 
0, =0 — are forma 
oss —2pus = 2 ul, 7 (17) 


astfel că in general avem desigur o$.l....9 32 0. 
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Formulele (16) descriu deci o stare în care tensiunile tangenfiale la 
limită sint cele date, dar în care apare şi o componentă normală ,,parazi- 
tará", a tensiunii pe frontieră. Pentru a o elimina, trebuie să suprapunem 
soluției 4, o altă soluție de corecție u, a ecuatiilor Lamé omogene, care să 
nu altereze primele două condiţii (1) deja satisfăcute, dar să conducă la 
anularea componentei normale a tensiunii totale pe frontieră. Prin urmare, 
wu, este soluția problemei la limită 


pi 77 0 3 O34 E E PE 2 ut [; 4 3 (18) 


— aşadar a unei probleme Neumann pentru semispatiul solicitat de o sar- 
cină normală repartizată (şi cunoscută, întrucît O* este cunoscut o dată cu 
p (E, 7)). Soluţia corespunzătoare are deci forma (4.35). Potenţialul de 
corecție Q trebuie determinat din relaţia ce decurge din (4.25), așadar din 


Qal- — 02g) g (8 7)» (19) 


unde q (5, 7) coincide cu sarcina normală pe îrontieră (vezi (4.2) şi (4.26)). 
Avem deci mai întîi relația de tip (4.2) :: 


Gs [s "ent Ga | 


X rm 


apoi, relatia ce decurge din (19) : 
—g(&»)-——2yQ03l.,,; (21) 


si in fine si ultima relaţie (18). De aci deducem mai intii, utilizind 
şi (5), că 


Q s]. a = Osl (22) 


În virtutea teoremei de unicitate, de repetate ori folosită, egalitatea 


se păstrează si pentru £ > 0, şi, după integrare în raport eu 2, conduce 
la valoarea 


fed " 


Q = wlj. (23) 
Mai departe, potențialul logaritmic œ este dat de expresia 
t -| a de - o dz, 


unde trebuie să luăm a = co; tinind seama de (7), obţinem de aci 
ó xem. (24) 
b) Formulele lui Cerruti 
Componentele vectorului w, pot fi scrise acum efectiv, introducind 
(23), (24) in (4.35) şi tinind seama de (5) si (7) : 
wj =z wu + (1 — 2v) n; 


Ws =2 at (1 — 2v») aa» (25) 
w-—20,—2(1-— ves. 
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Adunind acum componentele deplasării uy din (16) cu cele ale depla- 
sării w, din (25), se obţine soluţia căutată : 


ty = — 20! 2 Qu — 2v ín , 
Ta = =. OQ, — (1 e 2y) o. 


Formulele (26) — datorate lui V. Cerruti [1] si regăsite pe calea de 
mai sus de către A. Lurie [4], $2.8 — constituie analogul formulelor lui 
Hertz (4.35). Ca si in cazul sarcinii normale, componenta «4 are o struc- 
tură mai simplă. 

Potențialul de simplu strat. 42! este regulat la infinit. Pentru R' = ya +y 4 f- -+ i 
derivatele D tind spre zero ca 1/ RF; derivatele a! 2, tind spre zero ca 1/R'; derivatele w e, 
tind spre ră ca IR; în fine, derivatele oM tind spre zero ca I/R. Prin urmare, desi 
integralele (4) si (6) nu sint mărginite in semispaliu] z > 0, formulele (26) dau o soluţie 
regulată a problemei. In fond, aceste integrale pot fi privile nad ca o notalie comodă pentru 
anumite funcţii de construiL prin intermediul lor. 


Soluţia corespunzătoare unei sarcini pa(£, ) dirijate după Oy se 
obține definind nişte funetii (02, w7, 0? prin relaţii analoge cu (2), (4), (6), 
inlocuind in (26) potentialii de indice 1 eu cei de indice 2, gi intervertind 
variabilele zr, y, precum $i componentele t4, Wa. 


$7. SEMISPATIUL SOLICITAT DE O SARCINĂ OARECARE 
PE FRONTIERĂ 


a) For[á concentrată oarecare 


Rationamentele de la începutul $ 5 pot îi repetate cuvint cu cuvint. 
Potentialii (6.2), (6.4), (6.6) pot fi scrisi sub forma unor produse de eonvo- 
Iutfie, și formulele lui Cerruti rămin valabile chiar pentru sarcini tangen- 
tiale care nu sint reprezentabile decit prin distribuții. În particular se 
pot considera forte concentrate tangenţiale, generind stări elastice de- 
scrise prin potenţiali similari eu: (5.2) : 


O = — (1/4 zu) R, | |. Q) 
ü! = — (14 zy) In (R 4- 2), (2) 
ù' = — (1/4 zu) [zIn (R + 2) — R], (3) 


legati intre ei prin relații analoge eu (6.5) si (6.7) : 
à 4— à . (5) 
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Introdueind deci in (6.26) potenţialii (1)— (3), obținem formulele 


— Tu = : T 
u = — 21» -F26, — 2v Dhs 

Es o Re 
Wa = Z0 1g — 2 V üis (6) 
M. = 20, —(1—2v)oh. 


Pornind de la (1) —(6), regásim, prin suprapunere, toemai solutia 
(6.26). 


Să explicităm formulele de mai sus. Avem pe rind 











Da = (1M ng) zR *, (7) 
$Q,--—(MnpzR'(R-z", (8) 
Q4 = (fany) [(3R - z) R^ 5(R-4 2) * —R !(R- AI], (9) 
Gi = (1/4 ry) zy (2R + z) R^ * (R+ at, (10) 
õa = (inp a(R + ATI, (11) 
S'na = (trp) IR--z) 1 — 28 RIR 7t, (12) 
Gl. = — (1/4 nu) sy R^"! (R4 E, (13) 
Introducind acum (1), (9) şi (12) in expresia componentei u, din (6), obținem mai intli 

i d 1 1 2R--z ] 

la -——————————£4b————-—a ——|— 
anyu R 4 mu R(R+ z) R*(R-4- zy 
y 1 ye 
— — —  — i$ (14) 
iu EC 
Tinind seama insă de relaţiile 

1 1 zia. 1 1 

EE NN CAL LS E NM Ea T 


RiR z) R R-4z R*(R-4- zy R? R(R-- z)* 
deducem din (14) 


1 1 at 1 x 
lt sine ama GEI | ENT GERE E = EE (1 — Jv) A oer e ERR Fi (16) 
Arcu | R RI R+ R(R + 2) 


Mai departe, introducind (10) şi (13) în m, din (6), obţinem 





1 xyz (2R-rz) a 2y ry 


Hg = —— e ' 
Anu R* (R43 dru R(R4 zy 





(17) 


sau încă, Linind seama de a doua relaţie (15) : 





1 1 1 | 
Hg = xg|— — (1— 2») ————— |. (18) 
4 m R? R(R+ 2} 
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În tine, introducind (7), (8) in expresia lui u, din (6), găsim 
Ha = A = + (1 — 2v) premi (19) 
Any | R? R (R 4- z) 

Expresiile (16), (18) și (19) (analoge cu (5.4)) rezolvă problema acțiunii unei forte concen- 
trate unitare langen[iale, dirijate după direcţia pozitivă a axei Oz. Schimbind intre ele In 
aceste relaţii coordonatele x, y, precum $i deplasările ty, ua, obținem soluţia corespunzătoare 
unei sarcini de acelaşi tip, dirijate însă după Oy. 

Prin suprapunere, putem scrie acum soluția problemei semispațiului solicitat în origine 
de o forţă concentrată p, de componente p,, Pa, Py Făcind uz de (16), (18), (19) si de (5.4), 
căpătăm în definitiv : 


Anpi = p; [R 1-3 RI 4. (1— 2v) (R+ z) 1 — 32 R1 (R 4- 2) ?]) 4- 


+ Pat xy R3+4 (1 —2v) [ — xyR ! (R + z)*]1 +4 
+ Pal zzR-3+ (1 — 2v) | — zR I(R-42)], 
dnui, =p { zyR^?-- (1— 2v) [ — RI (R + zy *]] 4 
+ P {RTH R4 (1 RAAT g RTIRA y} (20) 
+ Pa gz R734 (1— 29) | — URI(R+ 9Y}, 
4 ry t = p, f zz R^? 4. (1 — 29) [ zROÓ(R42)1]) 4 
+ Paf yz R^* -- (1 — 2v) | gR (R4 :)3]] + 
+ m {R714 e R (1 2y) ns 1j 
Grupind acum cite două coloanele din (20), vom scrie 
u—ul' u*, (21) 
Pentru u! avem evident 
Ang ul — p[ R4- (p x) (z[ R*), (22) 


așadar o expresie de acelaşi tip (desi nu identică) cu soluţia (7.8.45 corespunzătoare acțiunii unei 
forţe concentrate Q In originea spaţiului elastic. (Amintim că acolo avem A = 1/4 mu.) 
Pentru a simplifica aspectul lui u?, vom folosi relațiile 


[r(R4 7], = (RA e a RC (R4 2), 

[r(R-- 97]: = — ag R (R- 2) 5, (23) 
[eR + z) ]]g- —mRC(R4 2:7, 

[in (Riu £R'(R-4 2), 

[In (R+ 2]. =y R"! (RH 2), (24) 
[n(R--z)),—R', 


precum şi cele ce se obţin de aci dacă intervertim variabilele x şi p. 
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Cu aceasta, avem pe rind 
mp (1 — 29)] ui = po grad [z(R 4- 27], 
[4 zu (1 — 29)] u$ = p - grad [y (R + 2)"], (25) 
[4 zu /(1 — 29)] uj = p » grad In (R + 2). 

Introducind acum (22) şi (25) în (21), obținem în definitiv 


| : t | 
ine [2 + urea oo [ 75. e manso]. (26) 
Tz 





Amp | R R 


Relaţia (26) constituie analogul relației (7.8.4), dar e lipsită atit de simplitatea, clt si 
de simetria ei. 


b) Sarcină repartizată oarecare 


Soluţia (26) rămîne valabilă pentru o forță p aplicată in (E, 1, 0), 
dacă înlocuim peste tot (inclusiv in E) vectorul x prin R =æ — £. Pentru 
un număr finit de astfel de forte, trebuie să sumám soluţiile corespunză- 
toare. În fine, în cazul unei sarcini continuu repartizate p (£, y), obţinem 


prin integrare 
ORE MES „PE p 
R? 


+ (1 — 2v) (p- grad) se SI dia 3 + h dn (RR. + 2| | AD. (27) 


Desigur, acelaşi rezultat se capătă dacă înlocuim în (20) variabilele 
æ, y prin æ — E, y — 5, şi integrăm pe frontieră. Este vizibil că (27) este de 
forma (7.12.13) (pentru F — 0). 

Aceeaşi formulă (27) se poate căpăta si prin suprapunere de soluţii 
(4.35), (6.26), si a soluţiei similare eu (6.26) pentru sarcina dirijată după 
Oy, fiecare înmulțită cu componenta corespunzătoare a lui p(£, n). Tot 
astfel, ca gi in $ 5 şi la începutul paragrafului de faţă, integrala din (27) 
poate fi privită ea înlocuită printr-un produs de convoluţie, 

În definitiv, fiind dată sarcina p (E, 4) de componente p,(£, n) 
unde indicele i are acum valorile 1, 2, 3, se consideră funcțiile 


Q (y, 2) = — (1/4 zu) p. (5 x) R aD, (28) 


P, (E, n) [zIn (E -- 2) — K]àD, (30) 


2 
o! (2,9, 2) = — (1/4 si) p (55 n) m (R +3) aD, (29) 
z 
à (s, y, 2) = — (1/4 mu) || 
2 
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unde 
R =V- t y— mai. (31) 
După eum se vede, potenţialii lui Hertz Q, œ se notează acum cu 
Q3, «?, Funcţiile considerate sint legate între ele prin relatiile 
Qa mi, (32) 
f, —o. (33) 
Utilizind din nou (6.26) gi (4.35), precum si (32) şi (33) — inclusiv 
în formulele lui Hertz unde funcţia 63% e introdusă numai pentru simetri- 
zarea notației — obținem 
4, = — 20 ro H 2 (9 toat 9:3). — 
— 2v (59, + G3, + iau» 
Ma = — 202 + w, + zlo + ofa + 09,3) — 
— 2v (0h + D + Dae, 
Mg = — 20? + wa + AQ + Da + Q3) — 
— (1 — 2») (o, + o^, + c5). 


Pentru simelrizarea formulelor, cele două paranteze din expresia su, pot fi Inlocuite cu 
aceleași paranteze ce apar $i In u, şi t, derivate insă In raport cu z. Formulele astfel modi- 
ficate se scriu Împreună ca 


(34) 


u = — 200 33 + grad wm? + z grad div @ 4 — 
— 2 v grad div o — (1 — 4v) k div og, (35) 


unde am notat cu (9 vectorul de componente 8, G?, ($?, 


8 8. PROBLEMA SEMISPATIULUI ELASTIC CU FRONTIERA 
LIBERĂ, SOLICITAT DE SARCINI APLICATE ÎN PUNCTE 
INTERIOARE 


Sá presupunem că într-un punct interior al semispafiului 2 > 0 
acţionează o fortá concentrată p. Cazul frontierei fixe a fost studiat de 
L. Rongved [1], N. Șandru [1]. Aci, vom examina cazul frontierei libere 
(R. Mindlin [1], [4]; A. Lurie [4], $ 2.9.) 

Soluţia trebuie căutată ea sumă a soluţiei pentru spaţiul nemárginit 
solicitat de aceeaşi forță, si a unui vector de corecție care trebuie să fie 
regulat pentru 2 > 0, şi să genereze pe frontieră tensiuni egale şi opuse 
celor provenite din soluția pentru spaţiul nemărginit. Ideea rafionamentu- 
lui este, din acest punct de vedere, analogă celei din $ 6. 


În terminologia din $ 7.12, ne propunem să găsim matricea lui Green pentru problema lui 
Neumann pentru semispatiul elastic. Dificultăţile din $ 7.12 nu mai apar, intrucit un corp 
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nemárgini! se poate afla în echilibru sub acţiunea unei singure forțe aplicate asupra sa, Rezol- 
vind problema si făcind apoi ca punctul de aplicare al forţei să tindă spre frontieră, obţinem 
din nou valoarea la limită a matricii lui Green, deja intilnitá în $ 7. 


Este firesc să abordăm problema prin acea metodă (frecvent folosită 
în hidrodinamicá) care permite si obţinerea funcției lui Green pentru ecua- 
ţia lui Laplace pentru semispatiu: meloda reflectării, introdusă în teoria 
elasticităţii de C. Somigliana [5]. 


a) Forţa concentrată dirijată după normala 
la frontieră 


Fie pentru început că în punctul (0,0, + A) acţionează o forță unitară 
concentrată dirijată în sensul pozitiv al axei Oz. Soluţia corespunzătoare 
— notată u, — se obține din (7.8.43) dacă luăm drept punct de sursă 
punctul (0, 0, k) şi alegem Q = k. Prin urmare avem 


u, = [1/16 zy (1 — 9)] [(8 — 4») R7 k + (2 — h) RER], (1) 


unde am notat 
RÉ-(cs,y,2—h), R, = Y atp y+ (e — hy. (2) 


Starea elastică (1) nu lasă desigur planul z = 0 liber. Pentru a ob- 
tine eliberarea lui de tensiuni, trebuie så suprapunem soluției (1), alte 
soluții ale ecuațiilor lui Lamé omogene, regulate în 2—0, şi care generează 
pe -0 tensiuni opuse celor generate de (1). Gea mai simplă acţiune 
mecanică cu un astfel de efect compensator este desigur cea a unei forte 
egale şi opuse celei date, aplicate in punctul (0,0, — A). 

Termenul corespunzător acestei forțe fictive 
este o soluție a ecuațiilor lui Lamé omogene, regulată 
în z > 0, şi care nu implică deci apariţia vreunei 
acțiuni mecanice concentrate in semi-spațiul £ > 0. 
Acest termen — fie el wu — se obține din (7.8.43) dacă 
luăm drept punct de sursă punctul (0,0, — A) gi 
alegem Q — — k: 


_ = — [1/16rg (1 — v)][(8 — 4v) E k 4- 





l + (ed) R R], (3) 
i iii unde am notat 
R —(xwy,z-Fh, R- =V +y F (thy. (4) 


Pentru a calcula suma tensiunilor generate pe planul 2 = 0 de depla- 
sările (1) şi (3), vom face uz de expresia (7.8.44) a vectorului e, (u), luînd 
pentru ambele soluţii aceeași normală m = — k (normala exterioară la 


$8 SARCINI IN PUNCTE INTERIOARE 613 


semispafiul z> 0), tinind seama în prima soluţie de (2) şi luind Q = k, 
iar in cea de a doua, utilizind (4) și punind Q = — k. Obţinem astfel 


alu) = — [(1 — 29)/8x(1 — v)] RE [(k-R,) k + (—k-R.) + 
+ (— k-k) R, 4-3 (1— 29)! R;*(— k- R,) (k-R,) R,], 
de unde, efectuind calculele, 
at, = + [(1 — 25)/8z (1— v)] (R,[R) [1 + 3(1 —2v)7 (z — h)? R5*), (5) 
și în mod analog 


oz, = — [(1 — 2»)/8x (1— v)] (2/2) [1 + 3 (1 — 2v)? (z +h)” 822]. (6) 
Luind in (5) si (6) z — 0, şi notind 
R, |z=0 = KE. lio — Va? + y* + h? =f; (7) 


obținem pentru suma tensiunilor (5) si (6) pe frontieră: 
(at: + OZ) lng = — [0 — 2v») Mz (1 — v)] hr? [1 +3 (1—2v) h?r ?] k. (8) 


Tensiunile generate de forţele k si — k lasă deci planul frontieră 
liber de tensiuni tangentiale. 


Pentru a înțelege acest fapt, să ne imaginăm planul z=0 ca avind două fefe (z—-- 0 
şi z = —0). Fiecare față este solicitată In același fel de forţele acționind în semispatiile cores- 
punzătoare (si care produc de ex. o alunecare spre origine pentru forţele din fig. 9.8.1). În 
virtutea principiului acţiunii şi reacţiunii, Tata z = —0 transmite feţei z = +0 o acţiune egală 
şi de sens opus, ceea ce explică anularea sumei acţiunilor tangentiale corspunzătoare pentru 
o anumilă faţă, fie ea z— 0, 


Să notăm cu s;; componentele stării de tensiune obţinute prin supra- 
punerea efectelor acestor două forțe concentrate. (Semnul „terp se referă 
la faptul că sarcina al cărei efect îl studiem e dirijată după Oz.) Din (8) 
urmează aşadar 


— 038 lo = Zas hugo = — [^/4n (1 — v)] [13 —2v) r "+ 3 hr]. (9) 


Pentru a elibera frontiera, trebuie să adăugăm deci stării obținute 
prin sumare din (1) şi (3), acea stare elastică, regulată pentru z > 0, şi 
care corespunde acțiunii pe frontieră a unei sarcini normale, egale si de 
semn opus cu (9), ceea ce conduce la găsirea unui potenţial 0” care să 
verifice condiția (4.25), aşadar 


Qs | «o = (1/20) q(5, m) (10) 
unde q(£, 4) este o sarcină normală fictivă pe frontieră. Tinind seama de 


legătura (4.2) între componenta c, $i sarcina normală, trebuie să 
avem deci 


q(5,2) = + es lo = [h/4r (1—»)] [(1—2v) r3 --3h* 75], (11) 
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astfel incit condiția la limită (10) devine 
Os lo = [h/8xu (1—v)] [(1—2v) r-* + 32 r-5]. (12) 
'a $i in $ 4, soluţia acestei probleme poate fi căutată sub forma unui 
potenţial newtonian de simplu strat, de densitate dată prin intermediul 
lui (12). Dar acest potențial poate fi găsit si sub formă finită. 

Anume, să ţinem seama că funcţia Q" trebuie să fie armonică şi re- 
gulată pentru z —0. Întrucît in (12) apare funcţia r, vom căuta poten- 
țialul Q" ca funcție de R_ : într-adevăr, valoarea la limită a lui R_ este 
chiar r, iar k&_nuse anulează in semispafiul z —0, astfel că O” poate fi 
construit eu ajutorul funcţiei 1/hR_ gi al derivatelor acesteia. Să presupu- 
nem deci că avem 


O (m, m) = ARI + B (Riha (13) 
Un ealeul simplu dá de aci 
Q" —-—A(z--h) R^? +3 B(z -- hf R? — BE”, 
şi deci 
Q^ h-a = — (Ab H- B) r^? --SB htr, (14) 


Prin comparaţie cu (12), căpătăm valorile coefieientilor 
A — — l/lAnpg, B -—hj8nu(1— v), 
astfel cà potentialul de simplu strat de determinat are expresia 
Q" = — (1/4xg) {E1 + [h/]2 (Y — v)] (e + h) RIS (15) 


Potenţialul c" se obține din (15) prin integrare in raport cu 
Z-—zz-4h: 


cQ" = — (jiny) fln (RE. - 2 + h) — [h/2 (A — v)] R-11. (16) 


Soluţia în deplasări a problemei acţiunii unei forte concentrate uni- 
tare, aplicate în interiorul semispatiului si dirijate paralel cu Oz, se capătă 
deci insumind (1), (3) si (4.34), unde Q si œ sint daţi de (15), (16): 
u—[1/16zu(1— v)] (8 —4v)(R71-I- R3) + [(e—h) RR, — (z-h) R-*3R .]4- 


+ grad [e Q" + (1—2v) o"] — 4 (1— v) Ik Q". (1T) 


b) Forță concentrată dirijată paralel la frontieră 


Să presupunem acum că în punctul (0,0,4) acționează o forță 
unitară dirijată în sensul pozitiv al axei Ox. Rationind ca în cazul prece- 
dent, vom aplica în punctul (0,0,— A) o sareină de aceeaşi intensitate, direc- 
tie şi sens. Întrucît efectul acestor două sarcini este identic pentru feţele 
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z = + 0, respectiv z —— 0, e de aşteptat ca tensiunile tangenftiale totale 
genetute pe elementul de frontieră de normală exterioară n = — Kk, Bă 
ie nule. 
Vectorul deplasare corespunzător acțiunii forței Q =i aplicate în 
punctul (0,0, À) se va scrie, după (7.8.43) : 
u, = [1/16zu(1— v)] [(8—4v) R51 i + z R7? R.]. (18) 
Vectorul deplasare corespunzător acţiunii forţei fictive Q — i apli- 
cate in punctul (0,0, -h) se va scrie la rindul sáu 
u_ = [1/16xyu(1—v)] [(3—4v) Ezti + z RZ’ R]. (19) 
Pentru vectorul tensiune corespunzător deplasării (18) obţinem din 
(7.8.44) (pentru Q =i si n = — k, vectorul de poziție fiind inlocuit cu R, ) : 
8g ,(u,) — —[(1—2v)/8x (1—»)] R;? [(é-R,) k — (k- R,)) i — (k-i) R, + 
T3(1—2» RE;* (— k- R)G-R,) R,], 
sau încă 
a *,— [(1—2v)/8z (1— v) R;3[— sk + (z—h) i + 3(1 —2v)-12(z — h) R7?R, ]. 
(20) 
Pentru vectorul tensiune corespunzător lui (19) obtinem in mod analog 
8 -,—[(1—2v)/8xn(1—v)]£-* [ —gk + (z--h) é--3(1 — 2v)! o(2-- RRL]. 
(21) 
Caleulind acum suma tensiunilor aplicate pe planul z =0 obti- 
nem — ţinind din nou seama de notația (7)— : 
(ets + e), = — [1/4x (1 — v)] ær- [(1 — 2v7) — 393 r-*] k.. (22) 
Ca gi în cazul sarcinii concentrate dirijate după Oz, va trebui să găsim 
O à treia soluție a ecuaţiilor Lamé omogene, corespunzătoare unei sarcini 
normale distribuite pe frontieră. În acest scop, va trebui să determinăm 
potenţialul de simplu strat Q’ (unde semnul „prim” se referă la faptul 
că sarcina de studiat acţionează după Oz), din condiţia la limită 


Oslo = (1/2u) '(E, v). (23) 
Raţionind ca în (10) — (12) şi tfinind seama de (22), se găseşte condiția 
Qs]... ,o = (1/28) (sss + 6) lym p0 = 

= [1/8xu(l— v)][(1—2v) ær? — 3h* z r—5]. (34) 
„Potenţialul (0 poate fi obţinut printr-un procedeu analog celui 
folosit pentru determinarea lui Q". Pentru aceasta, se observă că avem 
[In (E-+z+h)s = £71, (R71), = — R23, (R1), =3 (2+) sR-5, (25) 

astfel că cei doi termeni ce apar în (24) pot fi puşi sub forma 


qr? = (RD) — 3h or- = —h (R3) 35] (26) 
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Tinind seama de (25) si (26), condiţia la limită (24) devine 
Xalo = [1/8rp(1— 9)] (—(1—2 v») [In (R.. -2--3)],44 — 5 (221),a3) la (27) 
de unde, pentru motive de repetate ori expuse, urmează 
Q' = — [1/j8zy (1—v)) [(—2v) în (R, --2 --h) --h Rz1],. (28) 
Tinind seama de prima relație (25), precum şi de faptul că 
[z--A) în (E. --z--A) — R-],; =m(B-+a+h), (89) 
deducem prin integrarea în raport cu z a expresiei (28) : 
o' = — [18x (1 — v)] ((1 — 2v) [(e +h) In (R- +z - 5) — R-]+ 
Thln(E-rEz-cthà). ` (30) 


Soluția in deplasări a problemei semispafiului solicitat de o forță 
unitară concentrată aplicată în interiorul semispatiului gi dirijată paralel 
cu Ox se obține deci sumind soluțiile (18), (19) si (4.34), unde Q, œw sînt 
dați de (28) şi (30): | 


a =[1/16 mu (1 —v)] [(3 — 4v) (RA + R71) i + e (BIR, + R2? R.)] + 


+ grad [z Q' + (1 — 2») e'] — 4 (1 — v) kQ'. (31) 


Pentru o fortá aplicată in (0,0,h) si dirijată după Oy, soluţia rezultă 
tot sub forma (31), intervertind rolurile lui z, u, à cu y, v, j,si înlocuind 
potenţialii Q', œ prin potențiali Q", o" ce se deduc în acelaşi mod 
din (28), (30). 


c) Cazul unei sarcini oarecare 


Soluţia problemei semispatiului solicitat de o forță concentrată p 
de componente Pi; Pa, Pa aplicată într-un punct (0,0,A) se capătă acum 
prin suprapunere, Expresia finală corespunzătoare este greoaie, dar 
elementară. 


OBSERVAȚIE. În rezolvarea acestei probleme nu intervin funcţii mai complicate decit 
in problema semispatiului solicitat pe frontieră : peste cele două soluții Kelvin-Somigliana, 
avem de suprapus cite o soluţie corespunzătoare unei sarcini normale pe frontieră, in 
determinarea căreia intervin numai potenţiali de tipul (7.28), (7.29). 


Componentele vectorului (51), ale analogului sáu pentru direcţia 
Oy, şi ale vectorului (17), sint componentele matricii lui Green în pro- 
blema lui Neumann pentru semispafiul elastic. Comparafia dintre cal- 
culele ce au dus la determinarea lor, si felul aproape elementar în care se 
obține funcția lui Green pentru ecuația lui Laplace pentru același domeniu 
(vezi (2.15)) arată încă odată treapta considerabil mai înaltă de dificultate 
la care se află studiul ecuațiilor lui Lamé. 
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Deplasind punctul de aplicare al forţei ; sumind efectele unor sisteme 
finite de asemenea forțe; în fine, în cazul unor sarcini continue, integrind 
expresiile mai sus obţinute (inmultite cu factori ce carcterizeazá sarcina) 
— se poate ajunge la rezolvarea de probleme variate relative la semispa- 
fiul solicitat în interiorul sáu. 


Calculele de efectuat nu sint principial mai dificile decit cele din $ 7. Într-adevăr, 
dat fiind că cea mai complicată funcţie ce intervine in problema de faţă este cea din primul 
membru din (29), rezultă că soluţia pentru cazul unor sarcini continue depinde de funcţii de 
același tip cu funcţiile (7.28), (7.30) — cu deosebirea că integrarea (in sens propriu, sau înlo- 
cultă printr-o convoluție) se efectuează pe curbe, suprafeţe, sau domenii de măsură spaţială 
ne-nulă, conținute în semispatiul 2>0. (Vezi de ex, W. Dean et al. [1].) 


CAPITOLUL 10 


PROBLEMA CONTACTULUI ELASTIC 


§ 1. GENERALITĂŢI 


Problema contactului corpurilor elastice are o importanță practică 
deosebită : transmiterea forțelor se realizează cel mai adesea prin contactul 
unor corpuri solide, în primă aproximaţie, elastice. 

Integrarea ecuaţiilor problemei contactului (varianta tridimensio- 
nală) e complicată, şi pretinde totuşi o asemenea schematizare a fenome- 
nului real, încît ne putem face o idee precisă numai despre ceea ce se pe- 
trece în vecinătatea imediată a zonei de contact. Îmbinată cu utili- 
zarea principiului lui Saint-Venant, ea dă însă răspuns la numeroase pro- 
bleme importante. 

Problema contactului elastic a fost abordată corect pentru prima 
datá de către H. Hertz [1]. Mare parte din rezultatele sale, inclusiv soluţia 
problemei ştanței en bază plană eliptică, precum şi sugestia de a folosi 
această soluţie în problema contactului fără frecare, au fost obținute 
concomitent şi de către J. Boussinesq (vezi A. Clebsch gi B. de Baint-Ve- 
n ant [1], nota finală la $46). 

Ideea de bază stă în asimilarea corpurilor în contact, cu nişte semi- 
spații: aceasta îngăduie cercetarea comportării lor in vecinătatea zonei 
de contact cu ajutorul rezultatelor cunoscute din studiul problemei lui Neu- 
mann pentru semispatiul elastic. În particular, se presupune că corpurile 
în contact sint perfect lucii, (sau, ceea ce este acelaşi lucru, separate de 
un strat de lubretiant) ; nu există deci motive care să împiedice alunecarea 
lor locală unul pe cetălalt în procesul contactului, astfel încît componentele 
tangenfiale ale tensiunii la limită in zona de contact sînt nule, Problema 
este astfel redusă la o problemă de transmitere a unei sarcini normale, 
însă necunoscute, şi repartizate pe un domeniu de asemenea necunoscut. 

Cercetările lui Hertz si Boussinesq au fost urmate de studiile lui 
A. Dinnik [1] şi N. Beliaev [3]. Lucrările lui N. Mushelişvili [5], capitolul 
6, şi L. Galin [4], capitolul 1 — în problema plană a contactului — precum 
și cele ale lui A. Lurie [2] (vezi şi [4], cap. 5), I. Staerman [1] si L.Galin 
[4], capitolul 2 in problema tridimensională, au adus metode si rezultate 
esențial noi. În aceeaşi perioadă, I. Sneddon [1], [3] a deschis drumul 
utilizării metodei transformatei Fourier, cu deosebire în problemele de 
contact plane si eu simetrie axialá. 

Ca articole de sinteză în problema contactului, vezi J. Goodier [4], 
$9; N. Kileevski [3] (ineluzind şi probleme dinamice de contact); B. 
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Korenev [1]; G. Popov si N. Rostovtev [1]; D. Serman [6], capitolul 2, 
şi [8], $ 3.2. Vezi încă indicaţiile din § 14. 

Ne vom limita aci la problema contactului tridimensional fără frecare 
a două corpuri elastice perfect lucii. Toate rationamentele vor fi valabile 
numai dacă, prin natura însăși a problemei, avem de-a face cu deformaţii 
si deplasări suficient de mici. Cazul în care, dimpotrivă, sint de dorit 
deformafii si deplasări cit mai mari — ca de pildă în diferite procese de 
prelucrare a metalelor — necesită desigur cu totul alt punet de vedere. 

Dintre diferitele posibilități: contact într-un punct, contact în 
lungul unei drepte sau curbe, contact pe o porţiune de arie nenulă 
a frontierei — ne vom limita la cazul contactului inițial într-un punet, sau 
pe o porțiune plană eliptică (eventual circulară) a frontierei. (Unele soluţii 
aproximative vor fi considerate si pentru alte domenii.) 

Vom începe prin a presupune că unul din corpurile în contact este 
un semispatiu elastic, iar celălalt este un corp rigid, de formă dată, numit 
gtantá. 


$ 2. PROBLEMA STANTEI CA PROBLEMĂ MIXTĂ 


Să presupunem că unul din corpurile în contact este semispatiul 
elastic 2 >0, iar celălalt este o ştanţă (rigidă). Să presupunem că, înainte 
de a intra în acţiune forțele care vor face ca stanta să pătrundă in semi- 
spațiu, aceste două corpuri au fie un singur punct-frontieră comun, fie 
se află în contact pe o porţiune de arie nenulă 
a frontierelor lor. 

Vom alege punctul comun drept origine 
0, comună la două sisteme de coordonate 
carteziene : sistemul Ozyz legat de semi- 
spațiu, 8i un sistem OX YZ legat de stanfá. 
Axele Oz si OZ sint dirijate după normala 
interioară la semispatiu, respectiva la stantá, 
în O. Prin urmare, sensul pozitiv pe OZ coin- 
cide eu cel negativ pe Oz. Axele Ox, Oy coin- 
cid eu OX, respectiv cu OY. Sistemul Oryz 
este drept. F 

Notind eu z = ọ (X, Y) ecuaţia fronti- z 
erei ştanţei, vom presupune că funcția o Fig. 10.2.1 
este de clasă cel puțin C? pe porțiuni. Pro- 
blema are sens, numai dacă stanfa este exterioară" şemispațiului. 
Dacă contactul inițial se face într-un singur punct, acesta trebuie să fie 
deci un punct eliptice al suprafeței Z = o (X, Y) (vezi de ex. G. Vrăn- 
ceanu [1], vol. 2, § 15.1; V. Smirnov [2], vol. 2, pet. 132). Alegind 
planul tangent in O la suprafața stanfei drept plan OXY, avem 





9 (0, 0) --— i Ix-y-9 T Daly — 0. (1) 
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În cazul contactului initial pe o porțiune a planului frontieră, ecuația 
frontierei stantei în această porţiune este pur si simplu Z = 0. (Exemplu 
frecvent: un cilindru cu bază plană.) 


a) Condiţiile la limită ale problemei 


Vom începe prin examinarea cazului contactului într-un punet 
initial; cele ce urmează se transferă, cu unele modificări usor de înţeles, 
la cazul contactului initial pe un domeniu plan. 

Să presupunem că ștanța e supusă acţiunii unui sistem de forțe 
(reductibil, intrueit stanta e rigidă, la o forţă si un cuplu), care o fac să 
pătrundă în semispatiu. Echilibrul sistemului [stantá -+ semispaţiu] se 
va stabili cînd stanta va fi pătruns la o anumită adincime (necunoscută !), 
cind punetul inițial de contact va fi fost înlocuit cu un domeniu de contact 
(de asemenea necunoscut!) pe care stanta vine acum în atingere cu fron- 
tiera deformată a semispaftiului, şi cind tensiunile (tot necunoscute!) ce 
iau naştere pe acest domeniu, vor face echilibru forțelor aplicate asupra 
Stanfel. 

Să presupunem cá deplasările si deformaţiile ce apar sint destul de 
miei pentru a ingádui utilizarea teoriei liniare. În acest caz, condiţiile la 
limită pot fi formulate pe frontiera nedeformată a semispatiului. Prin ur- 
mare, desi domeniul de contact real are, evident, forma ,,bazei" stanfei, 
se numeşte domeniu de contact acel domeniu Z al planului 2 = 0 care 
după deformatie intră în contact, punct cu punct, cu frontiera stanfei. 
O astfel de înlocuire cere desigur ca deplasările si deformaţiile să fie sufi- 
cient de mici pentru ca şi dimensiunile liniare ale lui £7 să fie mici in 
raport cu razele principale de curbură ale suprafeţei Z — o (.X, Y) in origine. 

Mai departe, să presupunem că suprafetele in contact sint perfect 
lucii, asadar nu pot transmite sarcini tangențiale pe planul frontieră : 


Sai |;-0 = Cag|.-o = 0. (2) 
In afara domeniului de contact, avem desigur gi 
Sga i-o = 0, E= (ġe. (5) 


Dar în interiorul sáu, tensiunea normală la limită va fi o funcție 
necunoscuid : 


835l,.-o = — P (5, v), = (me. (4) 


Raționamentul clasic constă în a determina funcția p (£, 1), ceea ce 
reduce chestiunea la o problemă deja studiată in $ 9.4, intrucit odată cu 
$(£,9) sint cunoscuţi în principiu şi potenţialii lui Hertz de care depinde 
soluția (9.4.35). (Subliniem aci avantajele considerabile ale metodei lui 
A, Lurie [2], care conduce la determinarea directă a potenţialilor lui Hertz.) 
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Intrueit p(£,5) nu e cunoscută, condiţia (4) este lipsită de conţinut 
şi trebuie căutată o altă condiţie in Z, independentă (explicit) de tensiunea 
normală la limită — aşadar obligatoriu o condiție în deplasări. 


Problema este deci o problemă mixtă, de tipul celei de a patra probleme funda- 
mentale : pe o portiune cj a frontierei, datele sint formulate parţial in tensiuni, si par- 
tial în deplasări — ceca ce corespunde unei anumite alegeri a coeficienţilor aj, Paşa e, 
din (4.2.4). Lucrurile sint în fapt încă mai complicate, pentru că in cazul stantei cu un 
punct initial de contact] însuși domeniul si pe care se formulează aceste condiţii la 
limită este necunoscut. 


Să presupunem aşadar că stanta pătrunde in semispatiul elastic 
sub acţiunea unei forte (€ si a unui cuplu de moment M. După sta- 
bilirea echilibrului, stanta însăși se află în echilibru sub acţiunea forței 
(£, a momentului AA, si a reaetiunilor ce apar pe Z. În virtutea condiţiilor 
(2), aceste reactiuni sint paralele cu OZ, si deci avem (2, = (2, = 0. Prin 
urmare, în absenţa frecárii, putem considera că stanta este supusă acțiunii 
unei forţe verticale P, al cărei suport trece printr-un punct (Eos 7, 0) 
din planul 2—0 (diferit in general de O, si nu necesarmente situat in 2). 
Condiţiile de echilibru a stanfei se seriu deci: 


|o (5 naD = P, (5) 
E 
|| 2 Go 1) EdD = Pi, Wo Go n) n dD = Py. (6) 
[i gr 


De îndată ce sarcina totală P, domeniul de contact £/ si presiunile 
p(£, m) sînt cunoscute, coordonatele £,, 7, pot fi şi ele calculate. 


£ 





Fig. 10.2.2 Fig. 10.2.3 


În cele ce urmează ne vom limita la cazul unei stante solicitate de un 
sistem static echivalent cu o forţă verticală unică P, a cărei linie de ac- 
jiune trece prin O. În acest caz, vom spune că stanja este acționată (solicitată) 
central. Dacă originea este punct de intersecție al unor eventuale axe de 
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simetrie ale domeniului de contact, e firese ca presiunea p(£, 5) să posede 
și ea proprietăţile de simetrie corespunzătoare, În acest caz, vom avea, 
£g = "gy — 0 gi relaţiile (6) vor fi identic verificate, 

În mişcarea sa sub acțiunea forței P, stanta coboară in semispatiu 
pinà la o anumită adincime 8, care se va numi penetrajia sa. Sá presupunem 
acum cá deplasările tangentiale t, t sint neglijabile in comparaţie cu 
44 =w pe domeniul de contact. Pentru orice punct din £Z, este limpede 
că adîncimea pînă la care coboară punctul initial de contact va fi egală eu 
suma cotei p>0 a unui punct oarecare de pe frontiera stantei, cu depla- 
sarea tw >0, căreia îi este supusă frontiera semispatiului în punctul cores- 
punzátor. Deducem de aci (vezi fig. 10.2.2) relaţia 


w—8—(£&*» în. (7 


Toate considerațiile mecanice de mai sus rămîn valabile pentru o 
ştanță eu bază plană : în acest caz este suficient să luăm e (X, Y) e 0, si 
(7) se reduce la 


w=5 în, (8) 


ceea, ce exprimă pur gi simplu faptul că toate punctele domeniului de con- 
tact se deplasează vertical cu o aceeași cantitate 5 (vezi fig. 10.2.3). 

Evident, relaţiile (7) şi (8) nu au nici un sens în afara lui 2, Se vede 
că în timp ce domeniul Z este cunoscut în (8), el este în schimb necunoscut 
în (7). În fine, penetratia 3 e necunoscută în ambele relaţii. 

În ce priveşte forma lui Z, trebuie să subliniem că frontiera F a 
acestuia nu se obține prin simpla seetionare a suprafeței o (X,Y) prin planul 
Z = 8. Într-adevăr, contactul real între stantá si frontiera semispatiului 
încetează la un nivel situat sub acest plan de secțiune, dat fiind că fron- 
tiera semispatiului se deformează, aga cum se vede în figurile 10.2.2 gi 
10.2.3. 

Din condiţiile mecanice ale problemei rezultă că in Z^ -L-, trebuie 
să avem p(E,n) > 0, căci numai în acest fel punctele celor două frontiere 
intră în contact. Dimpotrivă, în afara curbei Z trebuie să avem p(£, n)=0. 
Prin urmare, dacă curba £^ nu este o linie singulară din punet de vedere geo- 
metric pe suprafaţa Z = g (X,Y), atunci trecerea de la presiunile pozitive 
din Z/ la cele nule din exterior trebuie să se efectueze continuu, si deci 


p(E, nle = 0. (9) 


Această condiţie poate fi înțeleasă, imaginindu-ne procesul de pătrundere a stantei cu 
un punct initial de contact in semispatiu, cu extinderea in timp a domeniului S , şi trecerea 
funcţiei p(n) într-un punct dat de la valori nule, la valori pozitive tot mai mari, pe 
măsură ce sarcina crește, 


Dimpotrivă, dacă 5^ este o linie singulară pe suprafața stanţei (de 
ex.: pe o ştanţă cilindrică cu baza plană), ne putem aştepta la apariţia. 
de discontinuități ale tensiunii normale la traversarea acestei curbe. Vom 
reveni asupra acestor chestiuni în $ 9. 
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b) Ecuația integrală a problemei stanfei 


Putem trece acum la formularea problemei relative la p(E,m). 
Íntrueit semispatiul este solicitat numai de sarcini normale, starea sa 
elastică este caracterizată de formulele (9.4.35). De aci deducem (folosind 
notația w pentru «4; vezi gi pag. 589): 


w = 20, — 2(1 — v) 9, (10) 
unde potențialul de simplu strat Q e dat de (9.1.28) : 


Q (x, y, 2) = — (du) t (Ewllz—E$-c(Qg-ms-4z]dD. —(1) 


Introducind această expresie in (10) si luînd 2 = 0, căpătăm depla- 
sarea w pe planul-frontierá. Introducind mai departe această valoare 
în condiţia (7), obținem relația, valabilă numai în 2 : 


[1 — v)/2zu] | [p (ë, n) Ve E F y nF] aD = 3 — o (wy) (12) 


3 


unde am revenit la notația (5,y,0) pentru punctul de observaţie de pe 
planul-frontierá, rezervind notația (5,7,0) pentru punctul curent de inte- 
grare pe acest plan. 

Aceasta este o ecuație integrală de prima speță pentru p(5,n). Rezol- 
varea problemei stanfei depinde de posibilitatea de a rezolva această 
ecuație, însoţită de ecuaţia de echilibru (5) şi — dacă este cazul — de con- 
diția de continuitate (9). Dacă vom determina din (12) funcția p(£,n) 
ca funcție de 5 si de anumiți parametri ce caracterizează domeniul (necu- 
noseut) Z, condiţia (9) va furniza acești din urmă parametri ca funcții 
de 5 — si atunci và mai rămine să ne servim de (5) pentru a găsi pene- 
trajia, gi deci si forma domeniului gi presiunea. 

Pentru o = 0, Z este cunoscut, si acelaşi raționament se poate 


repeta, fără a mai avea a ne servi de (9) — care de alttel aci nu mai 
are sens, 


OnpsEkRVATIA 1. Pentru cazul unei sarcini excentrice, problema se complică datorită apa- 
ritiei unui cuplu care tinde să facă ştanța să se rolească. În ultimă instanţă, aceasta revine la 
a introduce In (7) un termen liniar 1n 5 și y: cei doi coeficienți suplimentari ce apar astfel 
se determină ca şi 5, făcind insă uz si de relațiile (8), care nu mai sint acum identic verifi- 
cate. Pentru cazul particular al $tantei cu bază plană, problema a fost abordată inițial de 
V. Abramov [1]. În cazul general, termenii din (7) pot fi luați în considerare numai få- 
cind uz de metoda lui Lurie, deja indicată. 


Studiul ecuaţiei (12) este o chestiune de o extremă complexitate. 
Uneori, soluția acestei ecuaţii este cunoscută dacă cunoaştem soluția 
problemei lui Neumann pentru semispaţiul supus unei sarcini normale 
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repartizate pentru anumite domenii de solicitare si anumite aspecte ale 
funcţiei p(£,z). (Vezi exemplul de la finele $ 9.5, pag. 602 : dacă baza stan- 
tei are forma ce rezultă din (9.5.16), putem conchide că sub stanfá avem 
p = const.) Un astfel de procedeu de tip invers reuseste însă numai ra- 
reori. 

Problema se simplificá considerabil in variantele sale uni-dimensio- 
nale, la care conduce în fond problema contactului plan (cilindri infiniti 
în contact în lungul unor generatoare), sau a contactului cu simetrie 
axială, 

Integrala (12) este valoarea potențialului newtonian de simplu 
strat, de densitate proporțională eu p(5,n), repartizată pe domeniul 
(necunoscut) Z. Valoarea acestui potenţial în orice punct interior lui Z 
este dată in (12) prin intermediul funcției cunoscute o(r,y) şi al unor 
constante necunoscute. 


Acest fapt arată că pentru studiul experimental al problemei, sint utile orice analogii 
(în primul rind, electrice) care conduc la determinarea densității de potenţial, atunci cind 
însuși potențialul e dat In domeniul in care densitatea sa e neidentic nulă. (Pentru detalii 
in acest sens, vezi de ex, L. Niţeţkii [1].) 


În cele ce urmează, vom studia ecuaţia (12) tot pe linia unei metode 
inverse, totuşi suficient de generale şi de sistematice, şi permiţind abor- 
darea problemei clasice a contactului. Pentru simplitatea scrierii, vom 
folosi frecvent notafiile 


JE 11] æ) = F , ,0 = Puma O, (13 
PE) p(É,m), v (2) = V(x, y, 0) rea = (13) 


Întrucît în (12) constantele pu, v nu intervin separat, este firească 
considerarea unei noi constante a materialului +) 


) = (1 — v)/2zu. (14) 
Ecuația preblemei stanfei solicitate central se va scrie deci 


offie Ey = map = 3- eta) me, Q5) 


3 


de integrat cu condiţia (5): 


[jp(6 map = r. (16) 


> 


1) A nu se confunda cu dilatarea de volum 0, sau cu unghiul 0. 
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În cazul unei stante cu bază plană care pătrunde în semispaţiu fără 
a 8e roti, ecuaţia (15) se reduce la 


off Ep, n/V (e — E + (y — n] an= mg, (17) 


25 
de integrat cu aceeaşi condiție de echilibru (16). 


OBSERVAȚIA 2. Înaintea studiului exact al problemei contactului, chestiunea a fost abor- 
dată cu ajutorul ipotezei lui Winkler si Zimmermann, constind în presupunerea că există propor- 
ționalitate între sarcina pe frontieră, si deplasarea normală cauzată de ea. În genere, 
această ipoteză este foarte departe de a descrie starea reală de lucruri (vezi de ex. finele 


paragrafului $ 9.5). Totuşi, există cazuri particulare în care teoria exactă o confirmă (vezi 
L. Galin [1]. 


c) Indicații asupra potențialilor generalizafi 


Din punctul de vedere al unei teorii generale, problema stantei poate [i subordonată teo- 
riei polenfialilor generalizafi. După M. Riesz [1], se numește potențial generalizat de ordin x 
in d£, integrala 


V^(z) = L d x (É))[R(n ; £))*-5, (18) 


unde 0< a x 2, si unde dz(£) este produsul unei anumite funcţii de punct în &,, cu elementul 
de volum din ££... Pentru m = 3, x = 2, si pentru integrala din (18) luată pe o suprafață 
din fa, se obține drept caz-limità potențialul newtonian de simplu strat. 

Intrucit in ecuaţiile (15) sau (17) avem de-a face cu valori la limită ale unor astfel de 
potențiali pentru domenii Æ din planul z = 0, aceasta revine la a considera potențiali 
generalizati cu m = 2, æ= 1. În acest caz, vom avea 


dz (Ẹ) = dn (É, n) = p(5, n) åD. (19) 


De altfel, integrala (18) are sens chiar dacă d(¥) nu este introdusă sub forma (19), 
așadar chiar dacă nu există o densitale a presiunilor p(E); pentru aceasta, este suficient ca 
dr să fie definită ca o măsură Radon pozitivă, cu suportul conținut în ZZ. 

Condiţia (16) se scrie — abstracţie făcind de o constantă multiplicativà P — 


a(i) = 1, (20) 


unde z(ZZ) este masa totală a repartitiei de presiuni dz(£E). 

A rezolva ecuațiile (15) sau (17), aceasta Inseamná a determina repartiția de presiuni 
dr de masă totală unitară, pentru care potenţialul generalizat de ordin 1 ia valoarea 8 — ș, 
respectiv 8, în Z7. 

Pentru acest din urmă caz (tinind seama și de (20)) se cunosc rezultate suficient de 
simple si de precise. A rezolva ecuaţia (17) cu condiţia (16) (sau — ceea ce revine la acelaşi 
lucru — (20)) înseamnă a găsi repartiția de echilibru pe 2, adică a determina o repartiție 
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de presiuni de masă totală unitară și astfel incit potențialul generat de ea să fie constant In F. 
O. Frostmann [1] a demonstrat că există intotdeauna o soluție a acestei probleme, abstracţie 
făcind de o mulțime de capacitate?) nulă. La această concluzie se ajunge demonstrindu-se că 
există o măsură astfel incit minimul integralei energiei 


xm m V dr (x) d (E) [RGe ; £)] 5, (21) 
Ca*Cn 


pentru dz în clasa măsurilor de masă totală unitară și avind suportul conținut in ££, să fie 
atins. Potenţialul de echilibru pe 2 este tocmai potenţialul ce corespunde repartiției de energie 
minimale, 

Pentru a se demonstra unicitatea soluției, se face uz de teorema lui M. Riess [1], care 
alirmă că pentru orice potential generalizat de ordin æ, avem 


TE — 73 — Pa > > 0 (22) 


pentru x, ZE Ta, unde my, ma sint măsuri pozitive. De aci urmează cá măsura care realizează 
minimul lui (21) este unic determinată, precum şi că ea este pozilivă. 

Dacă frontiera 5£ a domeniului ZZ satisface condiția lui Poincaré?), atunci potențialul 
de echilibru este constant în toate punctele din A + F. 


$ 3. POTENŢIALUL DISCULUI ELIPTIC ÎNTR-UN PUNCT 
INTERIOR, TEOREMA LUI GALIN SI STAERMAN 


Să presupunem pentru început că domeniul Z este de formă eliptică, 
aşadar deplin caracterizat de cunoaşterea semiaxelor a, b ale frontierei 
sale 2: 

aja? + gaj: = 1. (1) 


Întrucît ecuaţia (2.15) este valabilă in Z, ne va interesa expresia 
potențialului (2.11) pentru puncte interioare elipsei (1) pe planul z = 0. 
Vom nota 


dD 
v(x) = F(x,y, 0) = — tru Q(x, y, 0) = E ETE pe. 
l'(« —E + (y — n) 

* (2) 

*) Capacitatea mulţimii compacte X este numărul 

ER) = sup (n(X); V= <1), 
adică cea mai mare dintre masele de repartiţii de presiune, definite pe X, şi astfel incit 
V* (x), ze să nu depășească unitatea (sau, abstracţie făcînd de o constantă multiplicativă, 
să fie mărginită). Dacă o mulţime este de capacitate nulă, aceasta înseamnă că nu este posibil 
să-i atribuim o repartiție de presiuni astfel incit potenţialul generalizat corespunzător să râmină 
mărginit. 

3) Se spune că un domeniu £7 satisface condiţia lui Poincaré, dacă In fiecare din punctele 


sale frontieră se poate construi un con In intregime conţinut în domeniu intr-o anumită 
vecinătate a punctului considerat, 
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Este firesc să căutăm p (E, 4) sub o formă care să reflecte oarecum proprie- 
tütile geometrice ale lui Z. Anume, vom lua 


P(E, n) = Y, a (1 — £ja* — mpa (3) 
J«0 


Caleulul integralei (2) pentru expresia (3) a densităţii a fost realizat 
de către L. Galin [2] (vezi si [4], 8 2.8), şi I. Staerman [1], 8 4.1. De- 
monstrații mai recente sint date de N. Rostovtev [6] gi I. Zamfirescu 
[1]. Vom expune aci raționamentul lui Staerman, direct si elementar. 

Să considerăm funcțiile 

e (1 — E2/a? — 2/52) -h 
v, (T) = [Ee aD 
Y Vae + (y — n) 


Cu aceasta, (2) se va scrie sub forma sumei 
(2) = Y, qo (2). (5) 


Dacă vom trece in (4) la coordonatele polare definite de 


(4) 


E — r= E eos y, 
n—y = sin x, 
daD = d dy = R dR dy, 





Fig. 10.3.1 


radicalul de la numitorul din (4) dispare si obținem 
En Rx) 

ola) = ("ay (^ (1 — (w+ R eost — (y+ R sin yop- AR, (T) 
ü ü 

unde Z,(y) este distanța de la punctul (x, y) la punctul (Eos 49) in care 


raza polară de unghi y taie elipsa (1). Întrucît acest punct e situat pe 
elipsá, avem 





(£ -+ R, eos y)*[a* + (y + R, sin pp — 1. (8) 
Introdueind notatiile 
cos?y sin? y v cosy , yin y 
A y c— o 23 Á—R : — T B = ET 
(x) a E 3 (x) EC A * p (9) 
sie a X 


a? p2 : 
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vom transcrie (8) sub forma 
AR; + 2B E, — O —9, (10) 
unde avem întotdeauna 
A(y) >0, C0. (11) 
(Prima relaţie este evidentă; cea de à doua rezultă din faptul că 
punctul (v, y) este interior elipsei.) Soluţia ecuaţiei (10) este 
Rx) = [—B + /B* + ACJJA, (12) 


unde B2+A0> B* —0; am ales semnul pozitiv pentru ea să avem 
Hy) 2 9. 


Tinind seama de notatiile (9), obținem acum din (7) 


de 
e(z) = C L( x) dy, (13) 
unde 
Bao 
L(x)-V An- (A0 — 2AB R — AR?) idR, (14) 
„d Ñ piia 
sau încă 
E, / B2 j-'h B--AREYYy-" a 
I = į — +0 l1 — [—————— dR. 1 
2C 9 | Ue) | (15) 
Pentru a putea face aci schimbarea evidentá de variabilá 
cos 0 = [B(x) + & A(3)]/l B*(3) + CA (y), (16) 


unde y are rol de parametru, si unde limitám variaţia lui 0 între 0 şi 7 
(pentru ea corespondența stabilită între 0 şi R să fie biunivocă), trebuie 
să ne convingem că mărimea din (16) are modulul cel mult egal cu 1. Amin- 
tind că avem 0 € E < R, (x) şi A>0, deducem că BS B-- AR « BH 
+ AE, de unde 


BIVB? + AČ €«(B--AR)|VB* - AC £(B-- AR) VB: -- AC. (11) 


Or, din (12) rezultă cá al treilea raport din (17) este egal cu 1; 
întrucît avem AC —0, urmează că primul raport din (17) este în modul 
cel mult egal cu 1. Schimbarea de variabilă (16) este deci justificată, 

Vom nota eu 0(xy) acea valoare a lui 6 care corespunde valorii 
R=0, astfel c 

cos 0(x) = B(x) /VB%x) + CA). (18) 

Luind E = R(x), din (12) și (16) urmează cos OLR, (x); xl — 1, 

şi deci 
OLR (X), x] = 0. (19) 
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Relaţiile (18), (19) dau limitele de integrare în raport cu 0. 
Prin diferențierea relației (16), deducem şi 


AR = — (1/VA)VB:/A + O sin 0 d6, (20) 
astfel că după calcule elementare, (15) devine 
bx xi 
Lie | ý (VA) (B2/A + Cy sin” 0 40. (21) 
d 


Pasul imediat următor constă în a efectua în (21) o astfel de schim- 
bare de variabilă, încît să obţinem o integrală cu limite fixe. Aceasta 
se realizează luind 


Introducind (22) în (9), conchidem că 
Aly) = A(t + 9) = A(9, Bix) = B(n+y)= — By). (23) 


(Amintim că C este independent de y.) Tinind seama de (23) în (18) 
căpătăm desigur cos G(x) = cos Ur 4- 4) = — cos 0(4), de unde (intrucit 
0 « 9 < x) conchidem 


(3) = x — 0 (4). (24) 
Să scriem acum integrala (13) sub forma 
v, (2) = vj (2) + o} (x), (25) 


unde vj este valoarea integralei calculate între limitele 0 şi v, iar vj este 
aceeaşi integrală, calculată insă între x si 2m. Tinind seama de (21), ob- 
tinem 


a: 2r 8x) -— f 
v (a) =f I,(x)ày = y dy |, (1 VA) (B*/A + C) sin?0d0. — (26) 


Efectuind schimbarea (22) si folosind (23) şi (24), eápátám de aci 
m-0 


dz) = Ca VAI BOA) + OY sioa, (27) 


expresie identică cu v(x), abstracţie făcînd numai de limitele de inte- 
grare în raport cu 9. Rămîne deci de efectuat o ultimă schimbare de varia- 
bilá, care să lase intact integrandul, si să modifice convenabil limitele de 
integrare. Luind 


8 = xz — 9, (28) 
limitele 0 şi m — 6 (4) sint înlocuite prin limitele z gi 0(|) în raport 0'. 
Avem desigur sin 0 — sin 0' si dð = — d0', astfel că (27) devine 


- tr bois. D 
tz) = — agf NABA + C sis eae. (29) 
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Adunind acum integrala vi(x) sub forma ce rezultă din (13) si (21) 
(așadar forma (26), dar eu limitele 0 şi x in integrala în raport cu y), 
cu integrala v(x) din (29), si notind variabilele de integrare în ambele 
integrale cu aceleaşi litere, fie ele din nou y şi 0, căpătăm 


v, (x) = ( dx i VAGLE oA) + CY sin? 0 40, (30) 


unde limitele sint fixe, şi integrárile pot fi efectuate separat. 
Să considerăm acum integralele 


b(a = [1/14 (1 L8? Q0/A (3) + C] dx, (31) 
e, =í sin? 0 d6. (32) 
Ü 


Introducind expresiile (9) in (31), căpătăm după calcule elementare 


= pa z]3 
b (æ) — ab | MER (c sin (xsin y — y cos y)” | NENNEN NEM . (33) 

o a2sin2 y -+ b? cos2y] la? sin? y, -+ b? cos? y 
Integrala e, se calculează prin recurenţă : 


= II C sini9 d(cos0) = (2j — 1) ( sine cos?0 dð, 
ü 


ü 


de unde urmează (2j)e, = (2j—1)e;:.,. Dar întrucit din (32) avem evi- 
dent cp = m, căpătăm în definitiv 


0; == [(2j -NA ] m y= m (34) 


Introducind acum (33) si (34) în (30), iar expresia astfel obținută, 
în suma (5), rezultă formula finală 


" ~ (2;j—1)!! l 
v(x) = V(r, y, 0 = zab | loa + e E 
j . a 2 i P 
- 1- (æsin y — y cosy) 1 dy — (35) 
a? sin*y + b? costy, l'a*sin£y + b -- b? cos? X 


Aceasta este deei valoarea potentialului newtonian de simplu strat 
de densitate (3) într-un punct interior al discului eliptic de frontierà (1). 
Semnificaţia acestui rezultat stă în faptul cà expresia (35) este un polinom 
de grad m in raport cu x? giy”. 
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$ 4. PROBLEMA STANTEI CU BAZĂ PLANĂ ELIPTICĂ, 
ACȚIONATĂ CENTRAL 


a) Soluția problemei 


Să presupunem că stanfa are baza plană, mărginită de elipsa (3.1), 
şi o astfel de configurație a suprafeţei, încit domeniul de contact Z coin- 
cide cu această bază, (Exemplu : un cilindru de ax Oz si de curbă directoare 
(3.1).) În acest caz, Z/ este cunoscut, si coincide cu baza stanfei. 

Alegind originea în centrul lui Z, $i presupunind că linia de acțiune 
a sarcinii P trece prin origine, avem de rezolvat ecuaţia (2.17) cu condiția 
(2.16), aşadar 


8/0 = | Cp (E, n Ve — EF naD înz, (1) 
S 
P-W »(& maD. (2) 
l | 


Întrucît Z/ este cunoscut, dacă vom determina din (1) presiunea 
p(£,») ca funcție de parametrul (necunoscut) ô, relația (2) va permite 
şi aflarea acestuia din urmă. 

Membrul al doilea din (1) este funcția V(z,y,0) din (3.2), astfel că 
(1) devine 

Fiz, y, 0) = 5/0 in z. (3) 


Întrucît J este o elipsă, putem folosi rezultatele din $ 3. Pentru 
ca potențialul (3.35) să se reducă la o constantă, este deci necesar si sufi- 
cient ea densitatea să aibă forma (3.3), cu toti a, = 0, cu excepția lui ag. 
Prin urmare, presiunea are forma 

P(E, n) = a, : V1 — Ea? — vip? (4) 

Fácind uz de formula (3.35), putem transerie aeum (3) sub forma 


x: aba, V dy] Vazsiniz + b3c05?; — 3/0, (5) 
ü 


de unde se obţine valoarea lui a, sub forma 
ay = (1/DI) (8/0), (6) 


unde D este aria lui J, iar I este integrala din (5). 
Să presupunem axele alese în așa fel încît b <a, şi să considerăm 
aria D şi excentricitatea k a elipsei de contact : 
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Pentru integrala din (5) avem pe rind 


— 
F 


I = | axa -++ (b? — a?) cos?y = aja) | axy I — e cos? y. — (8) 
ü ü 
Efeetuind aci schimbarea de variabilă 
1 i ! 
Qm pp Ape ous (9) 


şi remarcind simetria integrandului, obţinem 
I = (2/a) K(k), (10) 
unde 
TZ 
K(k) = | dy Vi — Kk? sin? j (11) 
ü 


este integrala eliptică completă de prima speță, de modul k. 


Pentru detalii asupra integralelor eliptice complete, cu aplicație specialà la problema 
de contact, vezi de ex. I. Staerman [1], anexa 1. Integrala Kk) este tabulată (vezi de ex. 
E. Jahnke si F. Emde [1], partea a 2-a, cap. 5, B; sau H. Dwight [1], pet. 1040). Aceste 
tabele dau valorile K (k) în funcție de & = arc sin k, Tabele detailate pentru integralele eliptice 
complete și necomplete de toate trei spetele sint datorate lui V. Beliakov et al. [1]. 


Pentru o elipsă de contact dată, mărimea I din (6) este deci cunoscută. 
Introdueind (10) in (6), și tinind seama de (2.14) si (7), obținem 


ay = [w/(1 — v)] [8/5 K (k)]. (12) 
Să introducem acum expresia (4) în condiţia de echilibru (2): 
P= as | ADVI eje — vp. (13) 
a 


Pentru a calcula integrala din (13), fie ea J', vom trece la eoordo- 
nate polare cu polul în origine : 


=R cosy vj Rain dD = RARA (14) 
Notind și aci cu Re ( y) distanța la punctele de pe frontieră, căpătăm 
T Rolk) Tuig oiua o ei e IDEL ie 
J= | àx| RàR|fi— R*[(eos* y)/a? + (sin? y)]b*], ^— (18) 
Ü ü 
unde coeficientul lui F? este chiar A(y) din (3.9). Prin urmare, pe frontiera 
elipsei avem hy(x)A(x) — 1, astfel că (15) devine 
E ul ao 


p = È? nao ax 


=i) 


à [Vi — A(x) &£], 
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de unde 


Pass 3 [1/4 (91V [i = ADE) 


ii] 


dz=$ IA (Dă (16) 
Tinind seama aci de (3.9) şi de simetria integrandului, avem 
J' = 4a? a” d y/(a* sin? y + b? cos? y), (17) 
şi încă, după schimbarea de variabilă tg y = (b/a) t, obținem 
P Aat ate te x+) = car aa e = 
= 4 ab arctg t = 2 xab, (18) 
0 
astfel că (13) se reduce la P = 2rab a, de unde 
as = = (PD). (19) 
Coeficientul a, rezultă deci sub o formă elementară, gi chiar inde- 


pendentă de 3. Comparind expresiile (12) și (19) si amintind notațiile 
(2.14) şi (7), urmează 


8 = 0 P [K (k)/a], (20) 
unde se separă vizibil un factor funcție de material, unul funcţie de sar- 
cină, gi unul pur geometric, Introdueind încă (19) in (4), căpătăm 

1 Iriure do MA 
p (& n) = — (PID)[1V1 — Ela — n], (21) 


şi problema este complet rezolvată. 


b) Despre vepartiţia presiunilor sub stantá 


Notind presiunea medie sub stanfá cu 


p. = PJD, (22) 
se vede că presiunea p(č,n) ia valoarea minimă in centrul lui Z : 
Pin = P (0,0) = 0,50 Pu- (23) 


Dimpotrivă, ea tinde la infinit în vecinătatea frontierei Z a lui 2, 
frontieră care constituie o linie singulară pe suprafața stanfei. Unei re- 
partitii uniforme a deplasărilor îi corespunde așadar o repartiție extrem 
de neuniformă a presiunilor. (Vezi si § 2, pag. 625.) 
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Rezultate sugestive în legătură cu comportarea presiunii în vecinătatea liniei Z au fost 
date (atit în cazul problemei gtanfei plane cit si în cel al stantei cu baza plană circulară) de 
către L Staerman [1], $$ 2.3 si 3.3. 

În fapt, intrucit presiunile cresc considerabil in vecinătatea lui 5€, materialul trece aci 
in stare de deformare plastică, sau se fisurează. Aceasta duce la o re-distribuire a tensiunilor 
de natură să evite apariția de tensiuni infinite, lipsite de sens, 


$ 5. PROBLEMA STANTEI PARABOLOIDALE ACȚIONATE 
CENTRAL 


Vom numi pe scurt ștanță paraboloidald, ştanța a cărei frontieră 
este un paraboloid eliptic, de ecuaţie 


"C Ed 
5 m ke ETE (1) 


unde p’, pọ” sint razele de curbură principale in origine. Evident, axele 
OXY sint tangente la liniile de curbură de pe suprafața stanfei, si tre- 
buie să avem p', p" > 0. Pentru a fixa ideile, vom alege axele astfel 
incit p” < p. 

Ecuația integrală (2.15) ia acum forma 


ta 


1 nou P r | ET SIC ei 
di pe Mp ua 9 Lp (E, Il (o — E --(y—»9]àD, (2) 


g 
iar condiţia de echilibru (2.16) rámine sub aceeaşi formă : 
P = \| (5:52. (3) 
n 


Din aceste donă ecuații — unde p', c", 0 gi P sint cunoscute —tre- 
buie să se determine domeniul de contact £2, presiunea p( Z, n), Și penetra- 
tia 8. 


a) Potenţialul discului eliptic 


Să presupunem că Z este tot o elipsă, de axe Ox, Oy, si avind drept 
lungimi ale semiaxelor, valorile (necunoscute) a şi b. Aceasta revine la a 
admite că punctele frontierà, distribuite după o deformatie destul de mică 
(și neimsofità de o rotaţie) pe o suprafaţă a cărei proiecţie plană e o elipsă, 
au fost situate înainie de detormaţie tot pe o elipsă. Mai departe, este 
firesc să presupunem că b « a: amprenta lăsată de stantá pe semi-spafiu 
va avea dimensiuni liniare mai mari după acea direcţie, în lungul căreia, 
raza de curbură este mai mare. 
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Presupunerile fácute vor fi desigur justificate numai dacă soluția, 
satisfácind tuturor condiţiilor problemei, va putea fi construită pe această 
cale. 

Întrucât Z este eliptic, iar sarcina este centrală, vom admite că p( E.) 
este de forma (3.3). Membrul al doilea din (2) contine deci functia V(2,y,0) 
din $ 3, şi ecuaţia (2) devine 


V (2,9,0) = aofa " 5 a*|o' ie): (4) 


Comparind membrul al doilea al acestei expresii cu (3.35), consta- 
tăm mai întii că trebuie să luăm a, — 0 pentru j > 2. Mai departe, dacă 
æ =£ 0, în soluţie ar apare termeni ce tind la infinit pe Z — ceea ce nu 
este cu putinţă, întrucit frontiera nu e o linie singulară (vezi şi (2.9)). 
Prin urmare, avem a, = 0, si presiunea se caută sub forma 


p (E, n) = a V1 — Erja? — në, (5) 


Determinarea ei efectivă depinde, ca şi in $ 4, de găsirea constan- 
tei a, — dar şi de cea a constantelor a, b. Aceasta face ca determinarea 
lui a, să nu mai fie independentă de cea a penetraţiei 5. 

Formula (3.35) se reduce acum la 


Te - d a 
V (2, y, 0) =} zaban, Í f JISHEQOQGEIN E ei OH 
2 Jo a? sin? + b? cos*y | l'a?sin? y -+ b*c0s? y 








dum 


de. unde, efectuind calculele: 


V (0, y, 0) = 5 aba, (I — I à* — I +2 Es ty) (7) 
unde am notat 
I = 4 [1/(a* sin? y -+ p? cos? y)*1dy, (8) 
pa Jj [sin? y/(a? sin? y -+ b? cos? y^] d y, (9) 
Ij | [cos" y/(a* sin? y + b? cos? y):] dy, (10) 
I = i [sin x cos y/(a2 sin? y + b? cos? y)'^] d y. (11) 


Integrala (8) coincide evident eu cea din (4.8), astfel că avem 


I = Ela) K(K). (12) 
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Mai departe, întrucit integrandul din (11) e antisimetrie în [0, x], 
deducem că 
Isa = 0. (13) 
Ráümin de găsit integralele 7, și 7,, care se mai pot scrie (vezi (4.9)) 
sub forma 


l = (i [cos? 4/(a? cos? p -+ b? sin” 4)™?] du, 
TE 


(14) 
nj 
I, m | [sin? q/(a? cos? d + b? sin? V)%2] dy, 
-1752 
Sá incepem prin a caleula sumele 
mă 
+ Ie = " di/(a? cos? + b? sin24)%2, 
(15) 


nie 
ail, 4- 031, = | dV/(a2 cos? y + b? sin? yji, 
-m8 


Raționind ea în (4.8) — (4.11) si utilizind (4.7), avem mai întâi 


I, - 1, = 2a-* ^ ayak sin*4)9* 1,4-(1—42) I, = 2a-* K(k). (16) 


Pentru a calcula integrala ce apare in (16), se caută derivata 





E sin | cos d |- 1 — 2 sin2 j + &*sinéy  k£—1-4(1—k*sin*g)? — 





dy LV1—k2 sin? ọ (1 — k? sin? y)9?- k?(1 — k? sing) — 
MUN i EEE CE iai 
k? k?  (1—k? sin?y) 
Integrind termenii extremi între limitele 0 si z/2, căpătăm 
2 
y dy/(1 — k? sin? 9)*?? = E(k)/(1 — k?), (17) 
i] 


unde E (k) este integrala eliptică completă de speța a doua de modul k, deja 
întilnită in (9.5.17) : 


E(k) = [^ VI RE sin? j ay. (18) 
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Integrala E(k) este de asemenea tabulată (vezi indicaţiile din 8 4, 
pag. 632). Reproducem aci o scurtă tabelă și un grafic : 





k K(k) E(k) 

0,0 1,571 1,571 

0,1 1.574 1,567 

0,2 1,587 1,555 

0,3 1,608 1,535 

0.4 1,640 1,506 

0,5 1,686 1,467 

0,6 1,751 1,418 

0,7 1,846 1,355 

0,8 1,996 1,270 

0,9 2,281 1,471 

0,95 2,590 1,102 | +4 
0,98 3,020 1,050 ere 
1,00 üy 1,000 Fig. 10.5.1 


Tinînd acum seama de (17), relațiile (16) iau forma 
-+I = [2/a*?(1—k*?)]] E(k) | (1—&9)7! Data = Bla (1—k)] K (k), (19) 


de unde rezultă imediat valorile căutate, ca expresii raționale de primele 
douá integrale eliptice complete : 











: 2 (k 
1, = ais Ko -xe]. Ij a L — kw) (20) 


Este însă de preferat să punem 7,, 7, sub o altă formă, continind 
derivatele *) integralelor eliptice complete în raport cu modulul. Pentru 
aceasta, din (4.11) obţinem mai inti 

. rs 
K (k) = dK/Jdk = d “ [sin? /(1 — k? sin? q)?] dy. (21) 
9 

Or, această derivată poate fi scrisă ca funcţie raţională de K (k) si 

E(k): tinind seama de (4.11) si de relaţia (17), deducem 
- l7? k? gin? 1—1 1[ E(k 

Kw =f ca en ed j ie 

k Jo (1 — k? sin? )*'2 k | 1—k? 
Tot astfel, din (18) căpătăm mai intii 


- kw) (22) 


k()- dEJàk— —k(" [sint y0 — e simt os] dp, — (3) 


Tt 
ü 





%) Le vom nola cu un punct, intrucit semnul „prim este rezervat în teoria integra- 
lelor eliptice pentru alte scopuri, şi nu există nici o primejdie de confuzie. 
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şi mai departe, utilizînd (4.11) si (18): 
E(k) = iV i Y rpi—la&-lpü-k(n (4) 
Jo (1 — KE sinp)" k 
Comparind formulele (20) cu (22), (24), avem imediat 
I,—-—89k!a4-*É(k  I,-—92k-a-? K(k). (25) 
Introducind acum valorile (12), (13) şi (25) in (7), căpătăm 


V (2,9, 0) = rba (K(k) + kta? E(k) à? — k-ta? K(k) y?]. (26) 


b) Ecuatiile problemei 


Să comparăm (26) cu expresia (4). Prin identificare, eápátám un 
sistem de trei ecuatii, la care adăugăm şi ecuația de echilibru (3) : 


zba, K(k) = 8/0, (27) 
— (nba j/k a?) E(k) = 1/2 0p', | (28) 
(mb a] ka?) K(k) — 1/20p", (29) 
a, J Vi — £a? — vE AD = P. (30) 

EI 


Acest sistem poate fi încă simplificat dacă ealeulim integrala din 
(30), fie ea notată J”. Raţionind ea in (4.15) — (4.18), avem pe rind 


Emo ufa o 
J” =È DA San are, 
ü Ü 
sau incă 
vi 1" uy AQ) 
J'— — 0 DAI AU — 40) Rp = 
3d M 
L Sm 
-zV DAI ax 
3 Jg 
ceea ce, comparind eu (4.16), (1.18), dă imediat 
2 
J" =— rab. 31) 
$7 (31) 


[i 


Cu aceasta, ecuaţia (30) conduce la valoarea 


ss (2/0) (32) 
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iar ecuaţiile (29) — (31) iau forma mai compactă 


E (Pja) K (k) = 8/6, (33) 
2 2 (Pjka?) B(k) = 1/28 e', (34) 
E (PJka*) K(k) = 1/20 p". (35) 


Sistemul (33) — (35) (într-o formă mai complicată, si conținînd 
înseşi integralele eliptice) a fost stabilit de către H. Hertz [1], al cărui 
nume îl poartă, 

Tinind seama de (32), expresia (5) a presiunii devine 


»(&, 5) = (PI ) VI — &*ja* — F, (36) 


ceea ce nu determină încă funcpia p(£, 7) (intrucit a, b nu sint cunoscute), 
dar dá totuşi unele informații asupra repartitiei presiunilor sub stanță. 
Astfel, se observă că presiunea isi atinge mazimul în centru, si anume 


3 
Duas = P (0, 0) = a, = T Pm (37) 
unde p, este presiunea medie (4.22). După cum s-a prevăzut in $2, presi- 
unea p(£, 7) scade spre frontiera domeniului de contact, si este nulă pe Z. 
Pentru a găsi semiaxa mare à elipsei de contact, să introducem mai 
întîi (24) şi (22) în (34) şi (35). Aceasta dă 


P[k*a?) [K (k) — E(k)], (38) 


1/2 6g" = (Pa) [E(k)/(1 — K?) — E]. (39) 


Adunind membru cu membru aceste două egalitáti și notind curbura 
medie a ștanţei în origine cu 


1 | i " 
H=- (p T 1/9") (40) 
găsim eu — 


in = HJO ee 3 (PjK'a?) [K'E (RL — k?)], (41) 
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ceea ce dă valoarea căutată a semiaxei mari sub forma 
3 


"m | Z [E(9/(. — &9)] LOPIH (42) 





unde mărimile H, 0 si P sint cunoscute, iar k urmează a fi determinat. 
Lungimea semiaxei mici b rezultá evident din (4.7): 


b =a YI- k. (43) 


Penetrația se calculează din (33) sub forma (similară cu (4.20)) 


Jiss a 0 P[K (k)Ja]. (44) 


c) Comportarea mărimilor k, a, b, a, 


Rămine de găsit excentricitatea k. Drumul de urmat rezultă din 
examinarea ecuaţiilor (34), (35) : împărțindu-le termen cu termen, se obţine 
o ecuație transcendentá care contine numai pe k si raportul razelor de 
curbură p'/p. De studiul ei ne vom ocupa în 88 6 si 7. 

Pentru moment, reținem că k depinde exclusiv de forma stanfei, 
ceea ce sugerează să izolăm în (42)—(44) şi (32) termenii care depind de 
k, de cei care depind de H, 0 si P. În felul acesta, se constată că semi- 
axele elipsei £7 sint proporționale eu H-1? 0V3 P3; aria ei este proportio- 
nală cu H */3 025 P%5; presiunea maximă este proporțională cu H?/3073/a pus, 
iar penetraţia 5, cu H3 Q3/3 psi, 


Presiunea maximă (si deci si tensiunile in punctele cele mai solicitate) creşte ca radicalul 
cubic al sarcinii: dacă de pildă sarcina se dublează, presiunea maximă creşte numai cu 2695. 
Aceasta se explică intuitiv prin mărirea domeniului de contact, şi solicitarea mai intensă a 
unor porțiuni mai mari din semispatiu. 

Mărimile de interes mecanic a, si 8 cresc odată cu P (ceca ce era de aşteptat) si cu H 
(aşadar, cu cit razele de curbură sint mai mici, deci cu cit stanta e mai apropiată de aspectul 
unui virf") Penetratia 8 creşte odată cu 0, așadar este cu atit mai mare, cu cit rigiditatea 
ue mai mică, Dimpotrivă, presiunea maximă a, scade cind Q creşte, aşadar e cu atit mai mică 
cu cit rigiditatea u e mai mică, 

Pentru ca penetratia 3$ să fie mică, trebuie ca u să fie mare, așadar ca materialul semi- 
spațiului să fie „cit mai rigid". Dimpotrivă, pentru ca presiunea maximă a, să fie mică, tre- 
buie ca u să iie mic: aceasta este uşor de înţeles, deoarece pentru u mic, D este mare, si 
“deci penetralia si aria de contact (pe care se repartizeazá presiunea totalá) cresc. 

Alegerea formei stantei si a materialului semispatiului (in măsura in care ele sint la dis- 
poziţia noastră) depinde desigur de condițiile de satisfăcut ; in particular, de faptul dacă este 
de dorit o penetratie mică, sau tensiuni mici, 
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$6. STUDIUL ECUAŢIEI TRANSCENDENTE A LUI HERTZ 


Să ne fixăm atenţia asupra determinării excentricitátii k (L. Solo- 
mon [5], [6]). Pentru aceasta, este comod să caracterizăm geometria 
ştanței prin intermediul curburii medii 

1 i " 
H = Je + Me?) (1) 
şi al cantității 
h = g']e'. (2) 


Întrucît aceasta din urmă este egală cu 1 pentru p' = p" (parabo- 
loid de revoluţie), valoarea ei măsoară abaterea suprafeței stantei de la 
forma unei suprafețe de revoluţie. De aceea, constanta h se va numi 
coeficient de rotunjire. Cu cit h este mai mic, cu atit stanta este mai turtită. 
Întrucât o" < o', avem evident 0 < h « 1. 


Cunoaşterea lui H si h este echivalentă eu cea a lui g' şi o", deoarece 


p = (1 + h)ZhH, p" = (1 + h)J2H. (3) 


Să impártim acum membru cu membru ecuațiile (5.34) şi (5.35). 
Aceasta dă: 


— E(9JK(k) = e']e', (4) 
aşadar o ecuaţie transcendentă pentru excentricitatea k, a cărei formă 
explică de altfel introducerea constantei h. 

a) Monotonia funcției f(k) 
Să considerăm deci funcția 
f(k) = — E(9JK (k), (5) 


unde E(k), K(k) au expresiile din (5.21), (5.23). Tinind seama de notația 
(2), obţinem astfel ecuația transcendentă a lui Hertz 


f(k) =h. (6) 
Pentru à o rezolva, — agadar pentru a gási, grafie sau prin tabulare, 


valoarea k dacă raportul h este cunoscut — trebuie să demonstrăm in 
prealabil că funcţia f(k) este monotonă, aşadar că derivata ei 


fik) = (ÈK — K E) /k? (1) 
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păstrează un semn constant în intervalul ke [0,1]. Pentru aceasta, vom 
observa mai întii că K(k) gi E(k) sînt continue în intervalul deschis ]0,1[ 
(vezi (5.22) şi (5.24)). De asemenea, din (5.21) se vede că K(k) zf 0 în ace- 
laşi interval. (Totuşi, K(0) — 0.) Mai departe, din (5.21) si (5.23) avem 


K (k) = (Tsin? VIU — k? sin? 4)%2] dy + 3k (sint y/(1 —k* sin? 9)*?]dy, 
n Ü 
(8) 
E(k) = — " [sin? /(1 — k? sin? 5)??] dy, (8) 
ü 
În particular, e limpede că funcţia fik) e C0]0,1[. Dar încercarea 


de a demonstra direct că ea păstrează un semn constant nu duce la ţintă. 
Vom rationa de aceea în modul următor. 


Ecuațiile diferenţiale verificate de funcţiile K(k) si E(k) se obțin 
usor din (5.22) si (5.24). Anume, avem mai intii 


kK —-(1—&)"E—EK, kÉ-EBE-E, (10) 
gi încă prin derivare în raport cu k; 


kK--K-—9k(1— &)))?E--(1—£2)?E —K, kE=-—K. (1) 

Introducind în prima relaţie (11) valoarea lui E ca funcție de E si K 

din a doua relație (10), și apoi valoarea lui E ea funcție de K si K din 
prima relație (10), obţinem ecuația 

(1 = EHE (353 kr E-E-, (12) 


Introdueind în a doua relaţie (11) valoarea lui K ea funcție de E si 
K din prima relaţie (10), şi apoi înlocuind pe K prin intermediul lui E și E 
din a doua relație (10), avem gi 
(1— kE - (1— kk" E E= 0. (13) 
Vom nota pe scurt 


A-—K, BE (14) 
Derivind ecuaţiile (12) si (13), obţinem uşor 


s. 1—5k2 . 1-4k? 
jepin gs Et. a 
k(1 — k?) k2(1 — k?) 
că (15) 
B+ nc ; 1 B — 0. 


k1—k)  Hü-k) 
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Înmulţind prima din aceste ecuaţii cu B, pe cea de a doua eu A gi 
scázindu-le membru eu membru, cápátám 





mäa maay dc Îi săi -E B4 Wee 
E k(1 — k?) 1 —k2 1 = ka 
de unde, notind încă 
(= BÀ-—AB, (16) 


căpătăm ecuaţia diferențială liniară neomogenă de primul ordin 








. ] — 5k? | 2 . | 
m IIS a Să SUN MELLE T NTE SO IN dn 17 
Ea — K) een s TK) (17) 
Soluţia acestei ecuaţii este (vezi V. Smirnov [2], vol. 2, pet. 4): 
k 1—5k* .,] 
C (k) = — — dk 
Vm | |, ka | 
" x ! ] v" 1—Bk*" ..]. 
x 4€ — —— (2B 4+ kB) A exp - dk |dk!, 18 
jj ig! A+ kB) A exp p "TNT | | (18) 
unde C, = C(0). Tinind seama de (16), (14), (5.21) si (5.23), găsim 
C, = C(0) = E(0) K (0) — E(0) K(0) = 0. (19) 


Termenii exponentiali din (18) sint evident pozitivi. Funcția A = K 
este, in virtutea relaţiei (5.21), pozitivă. În fine, expresia 2B + kB — 


—-2E-rFkE este negativă, după cum rezultă din (5.23) si (9). Prin ur- 
mare, funcția C(k) definită de (18), (19) este negativă în intervalul ]0,1[. 


Intrueit C(k) este numărătorul expresiei f (k) din (7), urmează că funcţia 
f(k) din (5) este descrescătoare pentru ke ] 0,1[. Așadar, rezolvarea ecuaţiei 
transcendente (6) prin tabularea primului ei membru este permisă. 


b) Rezolvarea ecuației lui Hertz prin tabulare 


Introducind expresiile (5.21) şi (5.23) în (5), obţinem 
«mu a 
0) = |J sins ga — e sin pe ag] : 
9 


I [sin? y/(1 — k? sin? ud dy. (20) 
Ü 
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Această formă s-a dovedit; a fi cea mai convenabilă pentru tabularea 
funcției f (X) cu ajutorul unei maşini electronice de calcul. 

Valoarea f(0) corespunde domeniului de contact circular. Valoarea, 

J(1) ar corespunde cazului b/a = 0, lipsit de sens mecanic. Integralele din 
(20) permit să obţinem imediat, 


F(R) 


f(0) — 1, Ja) = 0. (21) 


Tabloul de variație a funcției f(k) dá ne- 
mijlocit, pentru orice valoare h = po"/o', valoa- 
rea corespunzătoare a excentricitátii k, gi aceasta 
permite sä se determine din (5.42)—(5.44) si 
(5.32), cantitățile căutate a, b, 3, a. 

Reproducem aci graficul şi un tablou (cu 
dublă intrare, pasul fiind 0,01) pentru func- 





Fig. 10.6.1. tia f(k). 

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 ü 
0,0 1,000 — 1,000 0,999 0,999 — 0,9990 — 0,008 0,997 0,996 — 0,995 0,994 
0,1 0,992 — 0,991 0,989 0,987 0,085 0,983 0.981 0,078 — 0,976 0,973 
0,2 0,570 — 0,967 0,963 0,960 0,956 0,053 0,949 0,945 0,941 0,936 
0,3 0,832 — 0,927 0,922 0,917 0,912 0,907 0,901 0,895 0,890 0,884 
0,4 0,877 0,871 0,865 0,858 0,851 0,844 0,837 0,829 0,822 0,814 
0,5 0,806 — 0,7908 — 0,7890 0,781 0,772 0,763 0,754 0,745 0,735 0,725 
0,6 0,715 0,705 0,695 0,684 0,673 0,662 0,651 0,639 0,628 0.615 
0,7 0,608 — 0,591 0,578 — 0,565 0,551 0,537 0,523 0,509 — 0,494 — 0,479 
0,8 0,464 — 0,448 — 0,432 0,415 0,398 — 0,381 0,363 0,344 — 0,325 0,306 
0,9 0,285 — 0,264 — 0,242 0,220 0,196 — 0,171 0,144 0,115 — 0,084 0,048 


87. STUDIUL APROXIMATIV AL ECUAȚIEI LUI HERTZ, CONSECINȚE 


a) Soluția aproximativă algebrică a ecuaţiei lui Hertz 


Graficul din figura 10.6.1 prezintă un aspect destul de regulat, 
apropiat de un arc de cerc. Aceasta sugerează să căutăm pentru f(k) o 
expresie aproximativă de forma 


folk) = (1 — k)”, (1) 
unde exponentul m urmează a fi determinat. 
În acest scop, să considerăm dezvoltările în serie cunoscute (vezi 
I. Rijik şi I. Gradstein [1], 88 6.113 şi 6.114): 
1 


| l 9 , [(2n — 1) ! ! TE an 
K() o DeL LM e RE k2 Ee (2) 


=i t172 z= 
M actas. e luu, a e Enea T 
2 4 64 n! |2n—1 
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De aci se deduce uşor 


"T 3 3,, 21 4 
fi) =- BE) = 1 — 28 — — — rae — 2 —.. (4) 





Primii doi termeni ai dezvoltării in serie a lui fj(k) vor coincide cu 
primii doi termeni din (4), dacă luăm m — 3/4. Atunci din (1) urmează 


| 3 3 20 45 
Jak) = (1 — ky —1-— xi — aT — z” — are sU. (8) 


astfel că in fapt termenii celor două serii coincid pînă la cei de gradul 5 
inclusiv, iar deosebirea dintre coeficienții termenilor urmätori este foarte 
mică. Comparind valorile calculate pentru f(k) si folk), se observă cá 


relația 
f(k) = folk) (6) 


e respectată pină la a treia cifră semnificativă. (Deosebirile pentru k = 0,6 
gi k = 0,7 provin din rotunjirea celei de a patra cifre.) 


k KK) folk) 
0,0 1,000 1,000 
0,1 0,992 0,992 
0,2 0,970 0,970 
0,3 0,932 0,932 
0,4 0,877 0,877 
0,5 0,806 0,806 
0,6 0,715 0,716 
0,7 0,503 0,604 
0,8 0,464 0,464 
0,9 0,285 0,288 
0,95 0,171 1,175 
0,98 0,084 0,089 
0,99 . 0,048 0,053 
1,00 0,000 0,000 





Fig. 10.7.1. 


La scara figurii 10.6.1, cele două curbe nici nu pot fi trasate separat. Abateri vizibile 
se constată numai pentru k > 0,95. Însă nu funcțiile f (k) si £(k) ne interesează, ci valorile lui 
k, respectiv valorile sale aproximative (pe care le vom nota kg) corespunzătoare aceluiași h= f(k). 
Întrucit panta ambelor curbe este foarte mare pentru k > 0,95, rezultă (vezi fig. 10.7.1) că 
pentru aceeași valoare h, se obțin abscise k şi kg ce diferă numai cu foarte puţin. 

Trebuie amintit şi că, pentru valori mari ale lui k (așadar pentru o elipsă £7 foarte alun- 
pită), însăşi formularea problemei se schimbă, deoarece contactul initial intr-un punct se înlo- 
cuieşte practic vorbind cu contactul în lungul unei linii, 
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În definitiv, cele de mai sus permit să înlocuim ecuația transcendentă 
(6.6), prin ecuația algebrică 


(1 — kg = h, (7) 
a cărei soluţie evidentă este 
ky Vi Rhe. (8) 


Tabulind funetia (8) şi comparind cu valorile ce rezultă din tabloul 
de la pag. 644 pentru k, constatăm că eroarea relativă mw atinge 0,294, 
rezultat deplin satisfăcător. Introducind (8) in (4.7), obținem si 


bla = eè., (9) 


Or, cunoaşterea raportului bja echivalează cu cunoasterea lui k — 
şi deci relația elementară (9) înlocuiește cu totul ecuatia (6.6) in studiul 
problemei. 


b) Rolul excentricitäfii 


Să amintim acum (vezi finele $5, pag. 640) posibilitatea de a izola 
in expresiile pentru a, b, 3, a, factorii ce depind numai de k. Vom norma 
aceşti factori in aga fel ineit pentru k = 0 (domeniu de contact circular) 
ei să ia valoarea 1. Tinind seama $i de valorile 


E(0)-— K(0) = IA (10) 
(ce rezultă din (2) şi (3)), obținem mai intii din (5.42) 
a(o', o", 0, P) — m(k) M(H, 8, P), (11) 
unde am notat 
mus 
mk) — (3) (1 uM" ki) - 13 [E(k) ]!?, (12) 


M(H, 9, P) = | : 





z H1 2E (13) 


Mai departe, din relaţia (5.43) urmează 
bip’, e^ 9, P) — n(k) M(H, 9, P), (14) 


unde JA/(H, 0, P) are valoarea din (13), iar 


zm... | 
nik) = (3) (1 — kare By]. (15) 
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Introducind acum (11)—(13) in (5.44), căpătăm 


dle, p^, 0, P) = r(k) E (R, 8, P), (16) 
unde 
rk) = =) (1 — KE K(k) DRU), (17) 
a E: 13 
R(H, 0, P) = In =) H 2 P (18) 
În fine, introdueind (11)—(15) în (5.32), obținem si 

dy (2, g^, 0, P) — s(k) S(H, 0, P), (19) 

unde am notat 

NC 

sk) = (=) (1 — k2)'* [E(4)]-22, (20) 
S(H, 0, P) = [6x-5H* 0-2 pie. (21) 


În felul acesta, am izolat deci factorii ce depind de natura mecanică 
a problemei [aşadar de H, 0, şi P), de cei care nu depind decit de k (aşadar 
de o anumită ipoteză matematică asupra formei lui 2). 

Funcţiile m(k) si »(k) au fost considerate si tabulate de către 
H. Whitemore gi 5. Petrenko, și de atunci de repetate ori utilizate (vezi 
de ex, L. Leibenzon [1], $73; S. Timoshenko si J. Goodier [1], $126). 
Dar numai funcțiile r(k) si s(k) prezintă interes principial. Pentru a le 
cerceta, să ţinem seama de dezvoltările (2), (3), precum si de seriile : 


mee (7) [a — eg — T — ae 

















2 3.4 32.43 4.44 35.9M 
(22) 
[E(k) P? = HE E EE EUN X ÁN ECL LG NN | ; 
2 2.3 95.92 95.31 213 . 35 i 
a tape [a De hede Be] 
i 3 32 gi 35 
" " " (23) 
(1— keys — h-e EN. A __ Fe 1l, u 5:11-17,, TW J 
| 6 2-6* 64 4-69 
Introducind acum (2), (22) si (23) in (17) si (20), obţinem 
r(k) = 1 — 275 kë [1 4- k? + (1 — 29-279) I 4 ...], (24) 


s(k) —1— 27 ki [1 4k? 4 (1 — 81.279) I6 4 ...], (25) 
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asadar două serii evident convergente, cu primii termeni aproape iden- 
tici, si care depind numai în foarte mică măsură de valoarea excentricitátii k. 
Vom lua în general 
r(k) = (k) = 1 — (1/32) k* l(k), (26) 
unde 
iik) = 1 + k? + 0,88 ki ++... (27) 


Aceste formule sint de acelaşi tip eu formulele (5.15.26), (5.15.27), care pun in evidență 
redusa măsură in care rigiditatea geometrică la torsiune a barei de secțiune eliptică depinde 
de excentricitatea elipsei de secțiune. Remarcăm că functiile l,(k) si ((k) sint aproape iden- 
Lice, dar coeficientul 1/8 din cazul torsiunii este înlocuit aci cu 1/32, marcind aşadar o si mai 
mică importanță a exeentricilàtli (deci a formei) elipsei, 


Aproximind funcția l(k) din (27) cu primii termeni ai unei progresii 
geometrice de ratie k*, vom putea înlocui funcţiile din (26) prin 


tik) — 1 — (1/32) k1 — k!$))(1 — kt). (28) 


Dăm aci tabloul funcţiilor r(k), s(k) 8i i(k), pentru un pas egal eu. 0,1, 
si cu unele valori intermediare pentru k > 0,95. În acelasi tablou apar 
(folosind valorile de la pag. 644) valorile hi — p'/p” — care poate fi 
numit coeficient de turtire al stantei. 





k r(k) s(k) Hk) pip” 
| 

0,0 1,000 1,000 1.000 1.00 

0,1 1,000 1,000 1.000 1.01 

0,2 1,000 1.000 1.000 1,03 

0,3 1,000 1,000 1000 | 1,07 

0,4 0,999 0,999 0,999 1.14 

0.5 | 0,97 | 0,997 | 0997 | 12 

0,6 0.994 0.994 0,994 1,40 

0,7 0,986 0,986 0,985 1,66 

0,8 0,968 0.969 0,065 2.15 

0,9 0,020 0,922 0.012 3,50 

0,95 ! 6,854 | 0,859 0,854 | 585 

0,96 | 0,830 0,836 | 0,840 7.00 

0,97 | 0,797 0,807 | 0,820 | 8,70 

3 0,98 0,750 0,764 3 11,9 
Fig. 10.72 0,99 0,607 0,690 " 20,7 
0,999 0,419 0,478 "e 200 

0,9999 | 0.243 0,327 R 2000 

1,0000 0,000 0,000 2 co 


Tabelul şi graficul alăturat arată deci cá, în cazul unui punct iniţial 
de contact, coeficientul de rotunjire nu influențează sensibil elementele 
mecanice esențiale 8 si a,. Brusca modificare a aspectului curbelor r(k) 
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și a(k) pentru k — 1 (aşadar h — 0) arată tocmai că pentru astfel de valori 
are loc o schimbare a earacterului problemei, care trebuie formulată ca 
problemă de contaci în lungul unei linii. 


c) Formule aproximative 


Cele de mai sus arată că, între limite destul de largi, putem evalua 
mărimile 8 si a, sub forma aproximativă R(H, 0, P) si S(H, 0, P) din 
(18) şi (21), depinzind aşadar nu de forma stantei, ei numai de eurbura 
ei medie. 

Sá comparăm acum aria D a elipsei Z, cu aria elipsei de nivel ce se 
obține seetionind stanta cu planul Z = 3. Notind cu 2,8 semi-axele acestei 
elipse, eorespunzátoare penetratiei 8 (pentru alte valori Z — const., vom 
folosi indici), va fi suficient să comparăm ab cu af. 

Din (11)—(15) obtinem mai intii 


3 2/8 
ab = (1 — k*)-?* [E(k)T** E Ha oP] ; (29) 
Pe de altà pd din (5.1) deducem ecuaţia elipsei de nivel Z = zy: 


(a*|p'zg) + — y [e 20) = 1, (30) 


ix 


de unde pentru semiaxele ei urmează 


x, = 2200's fo = V 220p". (31) 
Remarcăm în treacăt că de aci avem şi 
Balaa = W”. (32) 
;omparind (32) eu (9) deducem, intrucit h< 1, că avem 
e"[p' < bja < Bolt, (33) 


astfel că elipsa de contact e mai alungită decît orice elipsă de nivel. 
Înmulțind valorile (31) pentru z, — şi ţinînd seama de (6.3), 
obţinem 


aB = 28] pp” = (1 +h) h H- 8, (34) 
sau încă, introducind aci valoarea lui § din (16)— (18) : 


«B = (1 — k*y'^ K(k) [E(k)]-*? (1 4- h) inr H-1 opf” (35) 


Comparind acum expresiile (29) si (35), constatăm că putem serie 
«B = 2 ab w(k), (36) 
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unde am notat 
2u(k) = [K(k)/E(k)] (1 — k£)!* (1 + hote, (37) 
(Într-adevăr, dat fiind cá h = f(k), raportul celor două arii depinde numai 


de k.) 
Introdueind aci expresiile (2), (3), obţinem mai întîi 


337, 533 


K(k)/E(k) = 1 LIÉ 4 ud PAO (88) 
Tinind seama de (7) gi de (5), deducem, după calcule elementare 
u(k) = 14-27 AL pk 4-...], (39) 
sau încă, utilizind (27): 
u(k) = 1 + (1/128) kt Uk). (40) 


Prin urmare, eu o eroare ce nu depăşeşte 4,5%, pentru o stanfá pen- 
tru care p' = T p" (aşadar k = 0,96), putem lua 


«B œ= 2 ab, (41) 


astfel cá aria elipsei de contact este egală cu jumătate din aria elipsei de 
nivel Z = 5. Comparind (41) eu (34), conchidem că aria elipsei de contact 
este practic proporţională eu penetrafia 8 — ceea ce aminteşte oarecum de 
ipoteza lui Winkler 81 Zimmermann. 

Mai departe, de aci rezultă că aria elipsei de contact este aproxi- 
mativ egală cu aria elipsei de nivel z, = 5/2. (Vezi şi (33).) 

Dacă pentru o stantà dată putem evalua sau măsura direct penetra- 
ţia ô, cunoastem deci şi aria elipsei de contact. Presiunea maximă va fi 
şi ea direct calculată, sub forma ce decurge din (5.32) si (41) : 


d, = 3 Prap, (42) 
sau încă, introducind aci expresia (34): 
a, = 3PhV* Him (1 + h) 8. (43) 


$ 8. RIGIDITÁTI GEOMETRICE LA PENETRATIE 


a) Cazul domeniului de contact eliptic 


Expresiile obținute pentru 5 atit în cazul stantei cu bază plană elip- 
tică, eit şi în cel al stantei paraboloidale, sugerează introducerea unui 
parametru geometrie global, analog rigiditátii geometrice la torsiune 
(L. Solomon [12]). Vom folosi (acolo unde există rise de confuzie), indi- 
cele ,,prim" pentru primul caz, şi indicele ,,secund" pentru cel de-al doilea. 
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Amintim aci formula (5.13.15) 
M, = uc C, (1) 


şi cele spuse in $5.6, pag. 189, despre relaţiile de acest tip. 
Amintim de asemenea expresia (4.20) a penetratiei 


3 = OP [K{(k)/a], (3) 
precum si pe cea care decurge din (7.16) —(7.18) : 
3' = (3/23 (1 — k2) K(k) [E(k)]-'* Hv? Qu» pes, (3) 
Pentru semiaxele elipsei 2 avem desigur, ca si in (5.15.24) : 
a = VDjm (1 — kt)-'^, b = Dim (1 — kyu, (4) 


Tinind seama de (4) si de valoarea 6 din (2.14), vom transcrie rela- 
tia (2) sub o formá analogá eu (1): 


P = [y(1 — vw] 9' C; (5) 
unde am notat 
C = 4 l/Djx [(2/z) K(k) (1 — kn". (6) 
| Este firesc ca această cantitate, funcție numai de configuraţia lui 
D, să Tie numită rigiditate geometrică la penetratie (pentru stanta cu bază, 
plană eliptică). 
În cazul (”), vom căuta o relaţie de forma 
P = P (uy v, 8, D, k) = u"v'D? f(v, k). (7) 
Întrucît dimensiunile cantităților din (7) sint 
[P] = F, [g] = FE^, [3] = L, [D] = L^, 


rezultă că trebuie să luăm m = 1 gin + 2p = 2, ceea ce — tinind seama de 
aspectul lui (5) — ar conduce la o formulă 


P = lu (1 — v)]5'G. (8) 


În aparenţă, o astfel de formulă nu poate decurge din (3), dat fiind 
că dependenţa dintre 5 şi P nu este liniară. Să remarcăm însă că din 
(7.11) — (7.15), sau direct din (7.29), urmează 

D = x ab = (3[2y^ n[R(K E (1 — k2)-e H-5 gus pus, 
de unde 
rius T (3/2) (x/D)'* [E(k)]!* (1 EM k3)- 1/12 13 p. 
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astiel că acum (3) devine 


8" = z (DE K(k) (1 — kju 6 P. (9) 
Introducind aci 9 din (2.14), obținem toemai formula (3), unde 
G = Ë Vör Ej) K(9 (1 — iy]. (10) 
Comparind (10) cu (6), observăm relaţia simplă 
2 
ces wm, 11 
2 (11) 


Cantitatea C7 se va numi desigur rigiditate geometrică la penetratie 
a stantei paraboloidale. 


Cu cit cantităţile C^ si C7 sint mai mari, cu atit (pentru 9 si P dati) penetratia 
este mai mică. Relaţia (11) arată că rigiditatea geometrică la penetralie e mai mică pentru 
stanta paraboloidală — ceea ce e de înţeles, intrucit în cazul ștanţei cu bază plană o parte impor- 
tantă a sarcinii P trebuie cheltuită pentru a învinge rezistența mediului elastic în vecinătatea 
liniei singulare 2. 


Să atribuim indicele ,,zero" mărimilor relative la cazul domeniului 
de contact circular (k = 0). Transeriind (7.29) pentru acest caz, obținem 


1 SES am 
Dal v = E =) ls Hy 0, 2] s (12) 


Punind condițiile D = Dy, 0 = 0, P = Pp $i comparind (12) cu 
(7.29), deducem 


H = (2[x) E(K) (1 — K His (13) 


ceea ce definește acea stantá paraboloidală (de curbură medie H şi coefi- 
cient de rotunjire h = f(k)) care realizează — pentru acelaşi material gi 
aceeaşi sarcină — aceeaşi arie de contact ca si ştanța in formà de para- 
boloid de revoluţie (de curbură medie H,, si avind h = 1). Desigur, aria 
Dg — şi deci şi H — depinde de 0 si P. 

Comparind penetraţiile corespunzătoare valorilor k = 0 si kÆ0 
(pentru acelaşi material, aceeaşi sarcină, si aceeaşi. arie a domeniului de 
contact) obţinem din (6) si (10) una și aceeaşi formulă, valabilă în ambele 
cazuri () gi (): 


8/8, = C40)/C.(k) = (2/7) K(k) (1 — ky. (14) 


Este interesant de remarcat că funcția de mai sus apare la Lord Rayleigh [1], volumul 2, 
$ 306, In studiul conductibilităţii sunetului printr-un orificiu eliptic (in particular, circular), 


$8 RIGIDITATI GEOMETRICE LA PENETRATIE 653 


După calcule similare celor din $ 7, obţinem 
(2/x) E(k) (1 — 2 = 1 + (3/64) k* [1 -+ k? 4- (1 — 21-273) kt + ...], 
(2/x) K(k) (1 — k*)!^ = 1 — (1/64) k* [1 + k" + (1 — 25.275) RP 4+ ...], 


(15) 

sau încă (vezi (7.24) —(7.27)) : 
(2/x) Elk) (1 — k2)-1* = 1 + (3/64) k* Uk), (16) 
(2/s) K(k) (1 — k) = 1 — (1/64) kt Uk), (17) 


unde funcţia l(k) din (7.27) ar trebui modificată numai cu termeni de fapt 
neglijabili. 

Relaţia (17) prezintă deosebit interes. Tinind seama de (6) si (10), 
conchidem că în ambele cazuri considerate, rigiditatea geometrică la pene- 
trație depinde de aria domeniului de contact, şi numai în măsură negli- 
jabilă de excentricitatea, aşadar de forma acestui domeniu. 

Această rigiditate este minimă pentru k = 0, astfel că penetrafia 
maximă se realizează în cazul domeniului circular. (Compară cu $ 5.15, 
pag. 243, relativ la caracterul maximal al rigidităţii geometrice la tor- 
siune pentru k = 0.) 


Relaţiile (6), (11), (14) si (17) explică coincidenta intre concluziile lui L. Galin [3] 
(vezi și [4] , $ 2.10) pentru stanta cu bază plană eliptică, si L. Solomon [6] pentru stanta 
paraboloidală, cu privire la rolul redus al excentriciLàlii In calculul penetrației. 
b) Formule aproximative 
Comparind aceste considerații cu cele din $ 5.15, exemplul b, sîntem 


conduși là a construi un analog al formulei lui Saint-Venant (5.15.23). 
Anume, inloeuind l(k) prin l(k) in (5.15.26), astfel incit să avem 


C = (D?|9x) L — rex. (18) 


şi comparind această expresie pentru C cu cea din (5.15.23) : 
C = D4/A mH, (19) 
obtinem usor 
Las E kk) e 2xC[D* = D? ly. (20) 
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Pe de altă parte, rigiditatea geom -trică la penetratie pentru stanfa 
eliptică cu bază plană este (vezi (6) şi (17)) : 


ME 1 
C ae albis |1 Mai) | 21 
Fm (K) (21) 
Tinind seama de (18) si (19), putem serie acum 


EE T — Cheii 2 (Brh D-i, 
64 8 


astfel că (21) devine 
Ci = 41 Gp (22) 


sau, ealeulind coeficientul : 

C! = 2,84 Dn, (23) 
gi încă, tinind seama de (11): 

C" — 1,89 Dus Ne, (24) 


Acestea sint formule exacte pentru 2 eliptic, abstracţie fáeind de 
erori neglijabile datorate operaţiilor aproximative efectuate eu l(k) și I(k). 

Asupra formulei (23) vom reveni în $10. Formula (24) nu conduce 
la fapte noi în comparație cu (10). 


$ 9. STANTE CU BAZĂ PLANĂ NEELIPTICĂ 


În $813 si 14 vom vedea că soluţia iima stantei paraboloidale 
conduce la rezolvarea si a altor chestiuni de mare importanță practică, 
Dimpotrivă, soluţia problemei ştanţei cu bază plană eliptică îşi pierde 
toată însemnătatea de îndată ce trecem la cazul unor stante cu bază plană 
neeliptică. 


Se cunosc soluții exacte pentru stante cu bază plană infinită : pana (domeniu infinit 
angulos) (L. Galin [4], $ 2.11; V. Avacev [4]), banda rectangulară (L. Galin [1], [4], $ 2.12; 
Y, Rvacev [1], [2], [5]). Dar cazul cel mai important pentru practică este desigur cel al stan- 
telor cu bază mărginită : de exemplu, dreptunghiulară, poligonală etc. 

Nu cunoaștem soluţii exacte ușor maniabile pentru astfel de probleme, Menționăm aci re- 
zultatele lui V. Korotkin [1], A. Love [2], B. Tanimoto [1] pentru ştanţa cu bază plană drept- 
unghiulară, si cele ale lui K. Egorov [1] pentru baza în formă de coroană circulară. Semnalám 
încă metodele aproximative ale lui A. Dyson [1], M. Leonov et al, [1], M. Leonov şi K, Ciumak 
[1], si V. Mosakovskii [4], cu studiul exact al problemei ştanței cu bază plană de formă 
apropiată de cea circulară, mergind pină la aplicații la cazul bazei patrate, Vezi încă și 
V. Rvacev [3]. 
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O soluție aproximativă pentru stanta eu bază dreptunghiulară a fost propusă de I. Gor- 
bunov-Posadov [1], [2]. Anume, soluția p(z, y) a ecuaţiei integrale (2.17) se caută sub 
formă polinomială ; toate mărimile ce intervin In ecuație sint dezvoltate in serii de puteri, 
şi coeficienții necunoscuţi ai polinomului p(z,y) se determină atunci prin intermediul unui sistem 
de ecuaţii algebrice liniare. Dar calculele sint extrem de laborioase, proprietățile acestui sistem 
(care e In general un sistem infinit) rămin necercetate, si însuși faptul de a alege pentru 
plz, y) un polinom (așadar o funcţie mărginită şi continuă 1n SJ -+ 2) contrazice cele arătate 
în $ 2, pag. 622 : intr-adevár, frontiera domeniului de contact este o linie singulară pe suprafața 
stantei si presiunea trebuie să tindă aci la infinit. Lipsa de rigurozitate a metodei este deci Inso- 
HtA şi de o incompatibilitate cu natura mecanică a soluției prezumate. 


a) Singularilátile presiunii sub stanta cu bază plană 
mărginită convexă neelipticá (teorema lui I. Zamfirescu) 


Vom expune aci unele rezultate privitoare la proprietăţile soluţiei 
ecuaţiei (2.17). 

Vom demonstra mai întîi că, dacă domeniul de contact 2, de fron- 
lieră 5", este mărginit si convex, atunci ecuația integrală (2.17) nu poale avea 
soluţie ne-negativd gi continuă — așadar mărginită — în 2 -+ F. 

Hà începem prin a admite că există o soluţie nenegativá şi continuă 
a problemei. Întrucît 5^ + 2 este mărginită şi închisă, deci compactă, 
rezultă că soluția prezumată p(x) a ecuaţiei (2.17) este uniform continuă 
(vezi $ A.1, pag. 685): pentru orice pereche de puncte a, »'e 2 + F, 
şi e >0 arbitrar, avem 


Ip(z') —p(z")| «s dacă |z'— z'| < 5(e). (1) 
Să considerăm mulțimea discurilor deschise B(a,,93), xy € Z. Pen- 

tru orice punct a dintr-un astfel de dise, avem 
pæ) = p(2o) + g(®, Xa), unde |g(z,a&)| < e. (2) 
Reuniunea acestor discuri acoperă frontiera £^, prin urmare, in vir- 
tutea teoremei lui Borel si Lebesgue (vezi § A.3, pag. 694), Z poate fi 


acoperită cu un număr finit de discuri. De aci urmează că putem intot- 
deauna construi o bandă-frontieră 2,, astfel ca 


p (æ) = p(24) + q(xo), lq(2)| < e, (3) 
unde re, iar X, € ^ gi este punctul situat la 


distanța minimă de e. (Se poate demonstra că un 
astfel de punct există.) 


.  JNotind eu 2, componenta interioară a fron- 
tierei benzii £/,, este evident cá avem 
infla,—2,|—520, unde z;e Z, me, (4) 


așadar că lățimea benzii-frontierá este strict po- 
zitivă pentru orice e. 





Fig. 10.9.1 
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Să considerăm acum o pereche de puncte £y, x, pentru care marginea, 
s din (4) este atinsă. (Se poate demonstra că astfel de perechi există.) 

Să alegem un sistem de coordonate avind drept origine un astfel 
de punct ee 7, și drept axă Uz — dreapta ce trece prin æ, şi punctul 
corespunzător a,. De asemenea, să considerăm punctul a (a, 0) situat între 
X 8i 24, și punctele a'(a, b') gi a"(a, — b") în care perpendiculara în a pe 
ard, intersectează £^ (vezi fig. 10.9.2). Întrucît Z este convex, el este situat 





Fig. 10.9.2 


in întregime de aceeaşi parte a tangentei la frontieră in œ. Pentru simplici- 
tate, să presupunem că frontiera 7 este o curbă Liapunov. (Raționamentul 
poate fi extins la orice domeniu convex.) Alegind a suficient de mic, rezultă 
că putem scrie ecuaţia arcului de frontieră a"xr' sub forma s = f(y). 

Ne propunem acum să evaluăm diferența valorilor potenţialului 
de simplu strat de densitate p(a) în punctele x, $1 a. Vom nota 


o(æ) = V(z,y,0, geo—V EE a= VE arm 0 (5 
astfel cá avem de evaluat diferenta 


v(a) — v (æ) = || »( (es! — 977) aD. (6) 
g 

Pentru aceasta, începem prin a descompune integrala (6) in suma 
unei integrale pe porțiunea Z/, (pe care E < a), şi a unei integrale pe 

porțiunea Z, (pe care E — a). 
Pentru un punct arbitrar £ € £/,,, din triunghiul x,a avem mai 

Pi 
intti p? = a? -+ p; — 2ap cos y (unde y = Ea), şi deci, neglijind ter- 
menii patratiei in a: 

Pa = Po — 0 COSY. (7) 


Întrucît Z e convex, avem y < 7/2, şi deci cos y >0. Valoarea a 
poate fi aleasă oricind suficient de mică pentru ea să avem og — p, >0. 
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Tinind seama de (1), integrala din (6) calculată numai pe Z, devine 


|| P(E) Gi — e0) aD = (Aet (a cos /eop.) AD > 
Zu up 


> aj cay p(£) cosy dD = aK, (8) 

Zu, 
unde A este o constantă pozitivă, dat fiind că avem p(£) > 0 si eos y >0. 
Să luăm acum £ e Z,4. Intrueit Z pC Z,, putem face uz de relaţia, 


(3). Alegind a suficient de mic, această relaţie rămîne valabilă pentru orice 
punct din £/,, de unde 


p(& m) = pla, n) + q(E, n), iq( 5 0)] =. (9) 





Fig. 10.9.3 


Să notăm pe scurt 


ARE A(5, m) = pa" — po. (10) 
Cu aceasta, integrala din (6) calculată acum numai pe Z o se va serie 
D b^ 


Wo 46) dD =| ( pla, n) A(£, n) 4D 4- 


~ hF “Fin 
20) 


+| Jy q(E, x) A(E, n) dD. (11) 
—Db" = jin} 


Pentru prima integrală din această sumă obţinem valoarea 


b a pr 
u = | p(a, 1) 4 (m) 4D = | pla m) Jin) dg, (12) 
—b' fim — b" 
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unde 


iE a" 


A(E, n) d£ = \ (ar? — ghat. (13) 


Fn 


J (m) = | 


fim 


Or, din figura 10.9.3 rezultă evident că avem A(E,»)z50 după 
cum Ez aJ[2. 


De aci urmează că, dacă f(n) < aj/2, atunci 
fin 2 
| Aln) d£ « 0. 
Ü 


Pe de altă parte, dacă f(n) >a/2, putem descompune intervalul 
LO, f()] în suma intervalelor [0, a — f(n)],]a — f(x), aj? [ṣi [a|2, f(m)]. 
Integrala funcției A(E, y) pe primul din aceste subintervale este negativă, 
în timp ce suma integralelor luată pe celelalte două din ele este nulă 
(întrucît A(£, 4) este evident antisimetrică în raport cu dreapta E = a/2). 
În consecință, dacă in (13) vom calcula integrala pe intervalul [0, a], 
aceasta va reveni la a-i adăuga o cantitate negativă ; ținînd din nou seama 
de proprietatea de antisimetrie a funcţiei A(£, 7), eonchidem că 


J(x) >f tu? =p ydi d (14) 


(După calcule elementare, se poate constata si că J (y) este mărginită pen- 
tru orice y.) Întrucît p(£) > 0, din (12) urmează cà M - 0. 

Trecind la ultima integrală din (11), se vede că din (9) obţinem 
mai intii 


"I 
I C qm) at, 9àp|- (+ N”), 

=b" = fin) şi 
(15) 


v =| Clas mad >o, a -& [iam ap z- 0. 


=Ü 


Dat fiind cá integrandul | A(£, ņn)| este o funcție pozitivă şi simetrică, 
față de dreapta E = a/2, avem pe rind (vezi fig. 10.9.3) : 


D^ pū b^ .ajg 
N' «d (les: — etap =a] | [ari art) dD = 
g üÜ LI] ü 


| nues — Wa = rap = 


2 N 
= 20 (Cin (n + VECES) — Dn (n + Ya — 9 T at = 
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= 2 Line + EEF $2) — In£ — In(j + V(a — E? d: $2) + 
+ In (a — £)]d£. 


Or, pentru £e ]0, aj2 | avem desigur Z* < (a — č)”, astfel că dife- 
renta dintre primul si al treilea termen din integrala de mai sus este nega- 
tivă. Urmează că 


a2 i | 
Ng af In £ d£ -aù In (a — £) d(a — £) = 
n 


ü 
= —2([£dn£ —D] + [ta — £) (in (a — 2 —1)5^) —2«1n2, (16) 
si, desigur, aceeași inegalitate pentru N”. Ultima integrală din (11) este 
deci în modul mai mică decit 4ca În 2, de unde 


b 


| | q(5, n) AlE 5) dD > —4ca1n2. (17) 
b" fm) 


Tinind acum seama in (6) de evaluările din (8), (12) si (17), căpătăm 
o(a) — v(x) —a(K — 4z1n2) -+ M. (18) 


Prin urmare, oricare ar îi legătura dintre a și =, această cantitate este 
pozitivă, si deci avem în definitiv 


v(a) > v(a^), (19) 


ceea ce contrazice relația (2.17) care cere ca penetraţia di cu bază 
plană, $i deci și potenţialul v(æ), să fie constante in 2 -+ 7 

Teorema este demonstrată. Raționamentul acesta este eu siguranță 
valabil pentru stante cu bază plană, solicitate central, dacă această bază 
e convexă, mărginită, si are cel puţin două axe de simetrie. Pimpotrivă, 


el nu e aplicabil pentru stanfe care pătrund in semispafiu, rotindu-se 
totodată. 


b) Alte rezultate 


Mai enuntám — fără demonstraţii, care sint destul de dificile — alte rezultate ale lui 
I. Zamfirescu (vezi L. Solomon şi I. Zamfirescu [1]) asupra aceleiași probleme. 


Mai Intli, teorema de mai sus poate fi precizată : soluția p(z) e mărginită in orice punet 
din 2. De aci, rezultă cit singularitățile presiunii sint obligatoriu situate pe 7. 
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Mai departe, să numim regulat un punct de pe 5^, în vecinătatea căruia ecuația fron- 
tierei poate fi scrisă sub formă parametrică prin intermediul a două funcţii de clasă C*. Un 
punct de pe S va fi numit a-unghiular, dacă 1n vecinătatea sa frontiera este compusă 
din două arce de clasă C*, care se intersectează aci sub un unghi egal cu 2x. Cu aceste defi- 
niții, se poate demonstra că: 

in vecinălalea oricărui pune! regulal de pe 2, presiunea linde la infinil peniru E — SE 
ca funcția 1jl/a(&. Z) unde d(E, 7) este distanța de la Ela ^; 

in vecinátalea oricărui punct «-unghiular pe LZ, presiunea este reprezenlabilà in coordo- 
nate polare sub forma 


Yixj—1 a E 1 A 
Mp. = e z| | cos — tg! — x — tg* — |? 20 
pip. c) B I te) e eiel (20) 


unde drept axă polară s-a ales bisecloarea unghiului 2x; c este o constantă; (a) este o 
anumită functie crescătoare. 

Această formuli este analogă cu unele rezultate anterioare ale lui L. Galin [4], $ 2.11, 
și V. Hvacev [4], valabile insă numai pentru pana elastică (domeniu unghiular infinit). 


$10. O SOLUŢIE APROXIMATIVĂ PENTRU ANUMITE STANTE 
CU BAZĂ PLANĂ MĂRGINITĂ CONVEXĂ NEELIPTICĂ 


Teoremele lui I. Zamiirescu arată că este imposibil să facem uz de 
soluții polinomiale pentru problema stanfei cu bază plană mărginită (vezi 
din nou pag. 655). Desigur, această problemă este considerabil mai com- 
plicatá, întrucit contactul initial într-un punct este înlocuit eu contactul 
pe o porţiune finită a planului-frontieră : cunoaşterea configurației lui 
Zi ne e de prea puţin folos dacă acest domeniu nu e eliptic. 


a) Presiunea sub ștanță si functia lui Prandtl 


Soluţia exactă pentru ştanţa cu bază plană eliptică a sugerat o cale 
pentru obținerea soluției pentru anumite stante cu bază plană ne-elipticá 
(L. Solomon [11]). Anume, expresia (4.21) a presiunii sub stanfa cu bază 
plană eliptică, gi expresia (5.15.8) a funcției lui Prandtl pentru torsiunea 
barei de secțiune eliptică, sînt legate prin relaţia 


p(z, y) = [P/2z Va? +0] [Via]: (1) 


Liniile de nivel ale funcţiei lui Prandtl sint dispuse similar eu liniile 
de egală presiune sub stantá (chiar neeliptică), si faptul cá funcţia lui 
Prandtl este nulă pe frontieră, corespunde faptului că presiunea tinde aci 
spre infinit, 
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Să căutăm atunci in general funcția p (x,y) sub forma 


p (2, y) = ela) Vizu) (3) 


unde c (w, y) este o funcție de corecție. Soluţia (2) va fi admisibilă dacă 
potențialul V(z,y,0) de densitate (2) păstrează o valoare constantă 
în Z + 7. Funcţia c (z, y) va trebui aleasă in aga fel încît să fie respectată 
formula (9.20), iar oscilatia funcției V(z, y, 0) să rezulte minimală, 

În cele ce urmează, vom expune rezultatele obținute pentru două 
domenii poligonale convexe regulate : triunghi echilateral („t“) şi pătrat 
(np). 

i Integralele singulare ce apar în cele ce urmează au fost calculate cu 
maşina electronică de calcul CIFA-101. Viteza mică de lucru a maşinii 
explică numărul redus de puncte pentru care s-au efectuat calculele, nu- 
mărul mie de termeni reţinut în seria (14) etc. 


b) Cazul triunghiului echilateral 


Să considerăm triunghiul din figura 5.15.1, avind lungimea laturii 2 /3a, înălțimea 3a, 
şi ale cărui laturi au ecuaţiile (5.15.34). Mai amintim cá 


D, = 33at, ly = 3 V3at = 377^ p. (3) 


Funcția lui Prandtl pentru acest domeniu are forma (5.15.35) : 
1 2 
f(x, 9) = (1/6a) (315g —y*) — = (z* 4- y*) + " at, (4) 


Dacă in soluția prezumatà (2) am alege c(r,y) = const., ca in (1), am obține un potential 
care tinde la infinit in lungul înălțimilor triunghiului, de la laturi spre virluri, Presiunea 
el V t) tinde deci prea repede spre infinit la virfuri (puncte de concurenţă a două drepte pe 
care f,(z,y) = 0). Notind cu d, distanțele de la un punct oarecare din £7, la viriul notat (j), 
este evident că produsul (d,d,d,)” —unde m este o constantă, întrucit poligonul este regulat 
= poate juca rolul unui factor de corecție. Aceasta a condus la a se alege funcția 





px, y) = a, DUP (dud, J l/f (x, y), (5) 


unde coeficientul a, se măsoară In kgf/em?, iar factorul constant DI? a fost introdus pentru ca 
expresia de natură pur geometrică care Inmulteste pe a, să fie nul-dimensională. 
Condiţia de echilibru (2.16) duce la relația 
P =g J, = q D?’ j, (6) 


unde pentru j, s-a obținut (luind a = 1) valoarea 


jos (| (2,4, 44 [lt] aD = 23,71. (7) 


zd 
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Cu aceasta, (5) devine 


p, y) = (P1) (dydyd;) 4 fM tuas, y). (8) 
Introducind această expresie în ecuaţia (2.17), căpătăm 
Ei = 8 (PH) m, (x y), (8) 
unde cantitatea 
wn, y) = jj 1 (d, d, 495 [VRE — EP + y m)l) aD (10) 
2, 


poate fi calculată in diferite puncte ale triunghiului. În notatiile din (2.13), pentru potenţialul 
de simplu strat de densitate p (r, y) avem evident pe S, 


V, (7, p, 0) = (CP 1j) us, Cr, y). (11) 


Soluţia (8) este acceptabilă, dacă mărimea iw,(r,g)pástreazà o valoare constantă în 
Z2,. Calculul a dat următoarele rezultate : 








x y | LAE 
ü 0,95 27,19 
0 0,50 2711 
0 0,00 27,05 
0 —1,00 27,19 
0 —1,90 27,03 
1,3 0,85 27,27 





Fig. 10.10.1 


În aceste 19 puncte, alese in aga fel incit să acopere oarecum uniform triunghiul, oscila- 
ţia funcţiei w(x, y) este mai mică decit 1% din valoarea ei. 
Pentru a determina presiunea în centrul de greutate al triunghiului, remarcăm câ pre- 


siunea medie este aci p, = P/3)/3, în timp ce din (4) si (8) obținem presiunea minimă 
p,(0,0) = 2/3 (Plj) astfel cà 


Pain = P,(0,0) = 0,45 pu (12) 


c) Cazul pătratului 


Să considerăm un pătrat de latură 2a, pentru care 








8 Eis 
D, = 4a*, los EE qi = - He. (13) 
Funcţia lui Prandtl corespunzătoare se obține din (5.15.69) pentru b= a, A, = 
= (2n + ir Ba: 
2a 9 (—1) hàr] 
pl, y) = xs SEE IN [e A, y. (14) 
n9 ^ (Qn 1y ch 3, a 
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Ca si în cazul triunghiului, este necesară introducerea unui factor de corecție de forma 
(dd,d,d,)". (Rolul acestui factor trebuie să scadă pe măsură ce numărul laturilor poligonului 
regulat creşte.) Vom lua 


PAT y) = a, DU. (d,d,d,d,)!? | Vt. y). (15) 
Condiţia de echilibru (2.16) duce în acest caz la relatia 
1/10 
Pad, = a DIY J, (16) 


unde pentru i» s-a obținut (In cazul a—1) valoarea 


j, = ) [ddad | V for, y)) AD = 14,13. (17) 
Pa 


Cu aceasta, (15) devine 
p, Gt, y) = (Pj) (dydydyd 5 | Vita, v)- (18) 
Introducind (18) tn (2.17), căpâtăm relația analogă cu (9) : 


8 = G(P[j ) w, (x, y), (19) 
unde integrala 


w (2, y) = ) ((didsds4,)/5 | în (Em) Ma — EP + (t —m]) db (20) 
g 
p 


poate fi calculată. În notatiile din (2.13), avem desigur 
V, (x, y, 0) = (Pj) w,(x, y). (21) 


Pentru funcția w, (x, y) s-au obţinut valorile din tabela de mai jos 








z | y tp (xy) 
0,0 0,0 19,12 
0,0 0,5 18,60 
0,0 0,9 19,30 
0,5 0,5 18,69 
0,9 0,9 19,87 


Fig. 10. 10.2 


În aceste 17 puncte, alese astfel incit să acopere oarecum uniform pătratul, ascilalia 
funcției w (x, y) este de cca. 6% din însăși valoarea ei, Rezultatul — mai puțin satistäcător — 
este influențat de dilicultátile de calcul efectiv: în timp ce f(x,y) este un polinom, f,(r, y) 
a trebuit să fie inlocuità cu suma primilor 5 termeni ai seriei (14), ceea ce duce la abateri 
sensibile pentru expresia il/t, (s, y) in vecinătatea frontierei; in afară de aceasta, Însăși 
tehnica folosită pentru a calcula integralele w (x,y) — mai puţin simple decit w(x, y) — a 
trebuit să fie mai puţin precisă, 
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Presiunea medie şi presiunea minimă sint aci 


1 SM zu 
pam P (0,0) = (415 / Vo,589) (P1), 


de unde urmează 
Pmin = Pp (00) = 0,48 Pae (22) 


Este instructivă compararea formulelor (12), (22) şi (4.22) : pentru un număr tot mai mare 
de laturi, rolul presiunilor infinite din colţuri e tot mai puțin important. 


d) Rigiditatea geometrică la penetratie 


Ar fi de reală utilitate să dispunem si în cazul stantei cu bază plană 
ne-eliptică de o cantitate de același tip cu rigiditatea geometrică la penetra- 
tie din § 8. În acest scop, să seriem (2.17) sub forma 


3 = [1 — o) Ve y, 0/2], (23) 


unde V(x, y, 0) este o constantă. Dacă aceasta din urmă depinde numai de 
domeniul £/ şi de sarcina P, și dacă ea e proporțională cu P (cum era cazul 
în (4.20)), se poate obţine din (23) o relaţie de același tip cu (8.5), notind 
pur şi simplu 


C, = 2xP]Vi(z,y, 0). (24) 


Această mărime se va numi rigiditate geometrică la penetratie pentru 
o ştanță cu bază plană mărginită oarecare. Dacă C, este cunoscută, depla- 
sarea sub stanţă (în absenţa rotației) rezultă imediat. (Pentru evaluarea, 
deplasărilor sub stante cu bază plană neeliptică, vezi L. Galin [3], [4], 
$ 2.10; V. Mossakovski [1], [2]; N. Borodacev [3], care face uz de rezulta- 
tele lui G. Polya si G. Szegó [1].) 


În ce priveşte exemplele de mai sus, putem face uz în cazul triunghiului de formulele (24), 
(11), (7) si de valoarea medie w(x, y) = 27,15 ce rezultă din tabloul de la pag. 662, Ca urmare, 


pentru triunghiul echilateral de arie D, = 3 ya cm?, obținem 
Ca = 2m (jun) 22 5,49 em. (25) 


În același mod, fáeind uz de formulele (24), (21), (17) şi de valoarea medie (x, y) == 
= 19,30 ce rezultă din tabloul de la pag. 663, obținem pentru pătratul de arie D, = 4 cm?, 


Cop = m (p/w) = 4,60 em. (26) 


Să amintim pe de altă parte formule de tip Saint Venant (8.23) pentru rigiditatea ged- 
metrică la penetratie pentru o ștanță cu bază plană eliptică, precum și faptul că această 
cantitate depinde numai într-o mică măsură de forma elipsei de contact, Aceasta sugerează 
incercarea de a utiliza (8.23) ca o formulă aprozimalivà pentru a determina pe C, pentru stante 
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cu bază plană neeliptică mărginită. Cu titlu de verificare, introducind (3) şi (13) în (8.23) (nici 
in cazul formulei (5.15.23) nu se poate face mai mult), obţinem 


C, —2,81-3-916 D, = 3,31 D, C, = 2,84-67 15 D, = 2,27 D, (27) 
şi prin urmare, pentru triunghiul si pătratul de mai sus (ariile lor sint diferite l), 
Ca = 5,27 em, C,, = 4954 cm. (28) 


Valorile din (28) — calculate cu ajutorul unei formule care asimilează domeniul de con- 
tact cu o elipsă de aceeaşi arie si același moment polar central de inerție — diferă numai cu 4%, 
respectiv cu 1%, de valorile (25), (26), obținute pe cu totul altă cale, cu ajutorul soluţiei aproxi- 
mative (2). 

Rigiditatea geometrică la penetratie calculată din (8.23) este mai mică decit cea din (25), 
respectiv (26). Ca si în problema torsiunii (vezi $ 5.15, pag. 260), aceasta se explică prin prezența 
virfurilor : in vecinătatea lor, presiunile cresc mai repede decit în vecinătatea punctelor regu- 
late ale frontierei. A utiliza (5.23), Înseamnă a neglija acest fapt, ceea ce dă pentru sarcina 
totală P (si deci şi pentru C.) valori aproximate prin lipsă. 


Toate aceste raționamente au numai un caracter aproximativ. 
Mai mult, este probabil că ele necesită corecții importante, sau devin 
chiar inutiliza bile pentru stanfe eu bază plană mărginită ne-convexă, 
dublu conexă ete. Cu toate acestea, posibilitatea de-a obține cu ușurință 
(pe cale teoretică sau chiar experimentală) funcţia lui Prandtl, si de aci 
si presiunea sub stantá, precum şi posibilitatea de a calcula penetraţia 
cu ajutorul unor formule atit de simple ca (23), (24) si (8.23), nu poate fi 
neglijată *). 


$ 11. DESPRE TENSIUNILE ÎN SEMISPATIU SUB STANTÁ 
PENTRU UN DOMENIU DE CONTACT ELIPTIC 


Este de cea mai mare însemnătate să se determine efectiv starea 
elastică a semi-spatiului solicitat, acum cind 2 si p (E, n) sînt cunoscute. 
Problema lui Neumann la care se ajunge, a fost studiată în $8 9.4 si 9.5 
Formulele lui Hertz (9.4.35) furnizează componentele deplasării, din care 
decurg cele ale tensiunii. Principala problemă de calcul constă deci în deter- 
minarea efectivă a potenţialilor Q, c. 

În practică, este necesar să se cunoască deplasările şi tensiunile pe 
planul-frontierá (in Z si în exteriorul său), precum şi în lungul axei Oz 
(mai ales pentru stanfa paraboloidală). Vom da numai unele indicaţii 
asupra rezultatelor, întrucît calculele corespunzătoare sînt prea fastidioase 
pentru a-şi găsi locul aci. 


5) Pentru verilicări experimsnlale recente, vezi R. Takano [1]; T. Tanli et al. [1]. 
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a) Stanfa cu bază plană eliptică 


În acest caz, tensiunile maxime apar pe frontiera domeniului de 
contact, unde p (E, 7) devine infinită. Deplasările pot fi calculate sub o 
formă ee cuprinde funcţii elementare, precum şi integrale eliptice ne-com- 
plete de prima speţă. Dimpotrivă, componentele tensiunii pot fi explici- 
tate numai prin intermediul unor funcţii elementare. (Vezi A. Lurie [4], 
$ 5,9.) Pentru k = 0, componentele deplasării se exprimă si ele numai 
prin funcţii elementare. 


Nu cunoaștem rezultate corespunzătoare cazului domeniului de contact plan mărginit 
necliptic. 


b) Stanja paraboloidalà 


Componentele deplasării se exprimă prin funcții elementare, și inte- 
grale eliptice neeomplete de prima și a dona speţă. (Vezi A. Lurie [4], 
$ 5.10). Componentele tensiunii (obţinute pentru prima oară de N. Beliaev 
[3], „Tensiunile locale. .."”, $ 9) pot fi deduse de aci prin operaţii de deri- 
vare. 

Studiul repartitiei tensiunilor pe Z duce la concluzia că punctele 
cele mai periclitate sint cele situate în centrul elipsei de contact (dacă 
k — 0,89), respectiv la capetele axei mari (dacă k < 0,89) (ibid., $812 —14). 

Axa Oz este axă principală. Componentele normale ale tensiunii 
tind foarte repede la zero pentru z — co. În vecinătatea imediată a dome- 
niului de contact, ele sint toate tensiuni de compresiune, si de aceea (vezi 
$4.3, pag. 134 si $ 9.4, pag. 600) ele pot atinge valori foarte mari, fără 
à se produce fisuri sau trecere in stare de deformatie plastică. 

Tensiunile tangentiale maximale descrese mai lent şi își atinge maxi- 
mul nu pe Z,ci la o anumită adincime z situată între 0,5 a gi 0,75 a. Ten- 
siunea tangentialá maximală are valori cuprinse între 0,304 a, gi 0,325 a. 
Criteriul de rezistenţă corespunzător are deci forma 


0,63 a, < o,. (1) 


Anterior lui N. Beliaev, rezultate similare pentru k — 0 au fost ob- 
ținute de către A. Dinnik [1]. În acest caz, tensiunile se exprimă numai 
prin funcţii elementare. Relaţia (1) rămîne valabilă. 


Reproducem aci graficul tensiunilor pentru cazul k — 0 (vezi A. Dinnik [1], cap. 2, fig. 3), 
și un grafic calculat cu ajutorul formulelor date de A. Lurie [4], $ 5.10, pentru cazul k = 0,9; 
y za 0,3. 

Pe ambele grafice figurează repartiția tensiunilor reduse (impürlite la a, = Oamax) în 
lungul axei Oz, ca funcţii de adincimea redusă z/a. (Această repartiție îşi păstrează dacă nu 
valorile, cel puțin caracterul, chiar dacă presiunile reale pe £7 sint inlocuite eu p = const. Acea- 
sla se vede ușor dacă se compară graficele de față cu cele date de H. Deresiewiez [5].) Este 


| | $ (da-i) pentru z «afi | 
ma 


gt 
| $ (d,-65)penru z > a[ I] 


— | 


Fig. 10.11.2 
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vizibil că valorile a, — si chiar si c, şi ga — pot fi considerabile: singura cantitate ce trebuie 
păstrată între limite convenabile, este Ty. 


Dacă 0,63 a, este mai mare decit s, pentru materialul considerat, virfurile de tensiune 
din graficele de mai sus sint inevitabil retezate. În fapt, materialul nu rezistă la astfel de sarcini 
In regim elastic, ci trece In starea de deformatie plastică. Prin aceasta, tensiunile sint redistri- 


buite în asa fel, incit straturi mai profunde ale materialului rezultă a fi mai puternic solicitate 
decit se vede din aceste pralice. (Vezi si $ 13, exemplul e.) 


$ 12. REDUCEREA PROBLEMEI CONTACTULUI LA PROBLEMA 
STANȚEI PARABOLOIDALE 


a) Corpuri în contact 


Să presupunem acum că două corpuri elastice, mărginite de suprafe- 
tele Fa Fa vin în contact într-un punct O. Să presupunem că acest punct 
este punct eliptic pentru ambele suprafeţe, si că normala si planul tangent 
la 9^, şi F, există în 0. Normalele sint deci opuse, iar planele tangente 
coincid. 

Vom raporta fiecare din cele două corpuri la cite un sistem de coor- 
donate propriu: Ozyy;z, 8i Ocr,9,2,. Axele z vor fi normalele interioare 
în O, iar axele v si y vor fi tangentele la liniile de curbură pe fiecare din 
suprafeţe. 


Dezvoltind in serii Taylor funcţiile z,(z,.4,) $i Z,(t4, Wa) care caracterizează cele două 
suprafeţe in vecinălatea lui O, si neglijind termenii de ordin superior, obținem în primă 
aproximaţie 


1 i+ aj | a D 
zy gw) = a [8* z (0, 0)/ 8x2] z3 + i [8*z, (0, 0)/097] yF, (1) 


şi o expresie similară pentru funcția z,(r,.g,). 


Să amintim încă relația care definește curbura 1/p a curbei obtinule prin sectionarea 
unei suprafete, cu un plan ce formează unghiul A cu normala la suprafatá în punctul considerat. 
Anume, considerind un sistem de coordonate curbilinii ortogonale u, v pe suprafaţă (a nu se 
confunda cu componentele deplasării !) si amintind notaţiile lui Monge 


p= zjOu, q=0z/do,  r—ü'zjOu*',  s—od'zjguon,  (—üG'zjOw!, (2) 
obţinem (vezi G. Vrânceanu [1]. vol. 2, $ 15.1, sau V. Smirnov [2], vol. 2, pct. 131 şi 132): 


cos A rdu? + 2s du dr + ido? 
(1 + p* + 4$) — = — a 
e (1 + p°) du? + 2pq du dv + (1 + q7) de? 





(3) 
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Considerind cazul unei secțiuni normale (A = 0, cos A = 1), tinind seama că în origine 
avem p = q = Ù, si luind pe rind du = 0 si du = 0, obținem din (3) 
ijp — r, ijp" ct, (4) 
unde am notat cu g' si p" razele de curbură principale în origine. 
Să presupunem că domeniul cercetat in jurul originii este suficient de restrins pentru 
ca suprafața S să rămină aci destul de apropiată pe planul ei tangent. În acest caz, putem 
lua drept coordonate carteziene in planul tangent, proiecţiile liniilor u = const, şi » = const. 


de pe F. Notind cu x, y liniile de coordonate astfel obținute, deducem din (2) şi (4) relaţiile 
(valabile numai în vecinătatea originii!) 


ijọ’ = ză, — lip" = Prig. (5) 
În primă aproximație, ecuația (1) a suprafeței S} se poate serie 


1 
2 


z E j 1 E r 
a = zile + yl (6) 
unde indicele (1) arată că este vorba de elemente relative la 5^, iar indicii 
() și (") indică direcţiile principale corespunzătoare. 

Pentru suprafața 5/, avem in mod asemănător 


1 ag f 1 u P , 
za — rei Wei. (7) 


De aci se vede că forma (5.1) a ecuației suprafeţei stanti parabuloi- 
dale este valabilă ca o primă aproximaţie pentru ştanţa de orice configu- 
ratie, în vecinătatea oricárui punct eliptic al frontierei sale (vezi G. Vrán- 
ceanu [1], vol. 1, $15). 

Întrucît originea este punct eliptic pe ambele suprafeţe, razele de 
curbură, principale ale fiecăreia din ele sint de acelaşi semn : 


pipi >0 papi >0. (8) 

Sint posibile două variante ale contactului. Dacă toate mărimile 

e sint pozitive, el se numeşte contact exterior (vezi fig. 10.12.1) ; dacă două 
din ele sînt pozitive şi două negative, el se numeşte contact interior (vezi 
fig. 10.12.2); cazul în care toate mărimile p sint negative nu are sens. 





Fig. 10.12.1 Fig. 10.12.2 
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În cazul contactului exterior avem 2, 7 0, 2, — 0 în vecinătatea 
originii. Dimpotrivă, în cel al contactului interior avem 2, >0, z, — 0, 
sau 2 <0, 2, >0. 

Analogia dintre expresiile (6), (7) şi (5.1) sugerează posibilitatea 
de a se folosi in problema contactului soluţia deja cunoscută a problemei 
stantei paraboloidale. Anume, în $ 5 distanța pe verticală dela un punct 
al suprafeţei stantei la acel punct de pe planul-frontieră al semispatiului 
cu care el coincide după deformaţie, era notată cu z. În problema contactu- 
lui, un rol analog va fi artibuit distanței pe verticală dintre acele două 
puncte de pe 7, şi F, care coincid după deformatie. Neglijind — ca şi în 
problema stantei — deplasările tangentiale pe Z, gi amintind că axele 
Oz, şi Oz, sint opuse, urmează că această distanţă — pe care o vom nota 
cu z — este egală eu 


1 i l a M 1 gros 1 Gp ON 
duc an = AJ tne tue er (9) 


Pentru a face uz de rezultatele din problema ştanţei, trebuie mai 
intii să găsim in planul tangent în O un nou sistem de axe, în care expresia 
distanţei z să se reducă la o sumă de pătrate. 


b) Schimbarea de coordonate 


Pi 
Să notăm cu 2« unghiul z,0z,, care caracterizează poziţia axelor 
Ozzy, faţă de axele Oriy, Acest unghi este desigur cunoscut, intrucit 
forma şi poziţia reciprocă a corpurilor de frontiere 9^, si ^, sint cunoscute. 
Să introducem un nou sistem de axe Owy, a căror poziţie este definită 
Fă m 


de unghiurile a, = 0x Și e, = Oa, legate desigur prin relaţia 
d — &, = 2a. (10) 


Schimbarea de coordonate se face după for- 
mu lele (valabile pentru j = 1,2) 
2; = E 0080, — Sin gj, (11) 
y, — m sina, +y Cosa. 
Introducind (11) in (9), obţinem ex- 
Fig. 10.12.3 presia 





e = Zajo + Zae + (G, sin 2a, + G, sin Za,) 2Y, (12) 


unde am folosit notafiile 
1/g' = (cos? æ) poi + (Binu) p? + (008242)/pa + (8105da) ps , 


i ; m (13) 
1/o" = (sin? a)/ei + (costa,)/pf + (sintas)/ of + (c08*24)] et, 
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si de cantităţile (cunoscute) 


2G, = 1]pi — llpi, 2Ga = ller — 1/2. (14) 
Să considerăm și curburile medii (cunoscute) în origine 
2H, = 1/pi + l/p?,  2H& — l/ps + Llpa. (15) 
Adunind termen cu termen relațiile (13), obținem evident 
i/o" + i|g" = 2(H, + Ha), (16) 


astfel că suma cantităților definite in (13) este cunoscută. 
Pentru diferența lor, avem din (13) si (14): 


l/p" — l/p' — 2G, cos 2a, + 26, 00822. (17) 


Ne rămine să alegem o, x, în așa fel încît (12) să se reducă la 


z= Dat]! do tle", (18) 
ceea ce se realizează impunind condiţia 
G, sin 2o, + 6, sin 2a, = 0. (19) 
Întrucât, pentru a satisface relația (10), este suficient să luăm 
e;— xp, a= a+ B, (20) 
unde B este necunoscut, relația (19) devine 
(G, + Ga) sin 28 cos 2a + (G, — Ga) sin 2a eos 28 = 0. (21) 


Această relație permite determinarea unghiului B, aşadar a unghiu- 
rilor a, de 8i deci si a coeficienţilor p', c" din (18). Pentru a obţine aceste 
din urmă valori sub o formă cît mai simplă, să revenim la relaţiile (16) si 
(17), în care să ţinem seama de (20). Căpătăm astfel 


lle + l/g" = 2(H, + H4), (22) 

1/ẹ" — 1/p' = 2 (Gi + Ga) eos 2« eos 28 —2(G, — G,) sin 2« sin 28, 
de unde urmeazá 
1/g' = H, + Ha — (6G, + Ga) cos2a eos 28 + (Gi — Ga) sin 2« sin 28, 
l/g" = H, + Ha + (Ga + Ga) cos 2a cos 28 — (G, — Ga) sin 2« sin 2B. 

Privind relaţia (21) și prima din relaţiile (23) ea un sistem de ecuații 
pentru necunoseutele sin 28, cos 28, putem scrie 
(G, — Ga) sin 2x sin 28 — (G, + Ga) eos 2a cos 28 = 1/p' — (H,--H;), 
(G, + G) eos 2a s&in2B -- (G, — G,)sin 2« cos 2B = O0. 


(23) 


(24) 
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Determinantul principal al acestui sistem este cantitatea cunoscută 
şi pozitivă 
A = Gr + G3 + 26G,G, eos 4a, (25) 
gi soluţia sistemului (24) se obţine sub forma 
sin 28 = + [(1/o' — Hi — Ha) (Gi — Gg) sin 2a]: A, (26) 
cos 28 = — [(1/p' — Hi — Hg) (G; + Ga) eos 2a] : ^. 


Ridieind la pătrat si adunind, regăsim evident valoarea A, ceea ce 
conduce în definitiv la egalitatea 


1/p' — H, — H, = 4 JA. (27) 
Relaţiile (16) si (27) dau acum valorile 
lp! =H +Ħ — JA, — ifp' — Hi +H, +VA, (28) 


unde am ales semnele în aşa fel incit o' > p” — 0, ceea ce corespunde 
unei anumite alegeri a axelor Oxy. 

Expresia (18) este acum determinată. 

Introducind (28) în (26), deducem 


sin 28 — — [(G, — G4) sin 2x]: Vă, cos 2B = [(G, + Ga) cos 24]: VA, 
(29) 


astfel că unghiul B, şi deci şi unghiurile e, aa sint de asemenea cunoscute. 

Faptul că trebuie întotdeauna să avem p' — 0, p" — 0 decurge din 
aceea că 2 este pozitiv. Aceasta nu rezultă din raționamentul care a condus 
la (28), întrucit nu am făcut uz aci de nici un fel de condiţii restrictive 
relative la valorile absolute și semnele razelor de curbură. Dar simpla 
examinare a figurii 10.12.2 arată că, în cazul contactului interior, aceste 
valori trebuie supuse anumitor relaţii pentru ca cele două corpuri să ră- 
mină exterioare unul celuilalt. După cum urmează din (28), pentru aceasta 
este necesar si suficient să avem 


— (Hy dM He VA «HS + Ha (30) 


Metoda de mai sus — mai simplă ea cea a lui Hertz — a fost propusă 
de A. Lurie [4], $5.11. O soluţie grafică a aceleiaşi probleme aparține lui 
D. Gazis [1]. 


OBSERVAȚIE, Se poate intimpla ca unele din cele patru mărimi p să tindă la infinit — aşadar 
ca punctul de contact să fie un punct parabolic. Raţionamentele de mai sus rămin valabile, gi 
toate aceste formule vor putea fi folosite chiar dacă unul (sau ambele) din corpuri are formă 
cilindrică, conică etc. in vecinătatea punctului de contact, La limită, ele isi păstrează sensul 
cind unul din corpuri se reduce la semispatiu. 
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c) Cazuri particulare 


1* Să presupunem că cele două sisteme de axe coincid : Oz,y, = Or,y, (de ex. : contactul 
a două suprafețe de rolatie, cu axele paralele ; liniile de curbură sint desigur curbele meridiane, 
$i paralelele pe cele două suprafeţe), Unghiul 2« din figura 10.12.3 este nul, iar (25) ia forma 


A = (G, + Ga. (31) 
Dacă Gi + G4 > 0, atunci V^ = G, + Ga, iar din (28) căpătăm 
il = Hit Ha. — (6G; Ga 1o” — Hi + Ha + (C + Ga), 
de unde, tinind seama de (14) si (15) : 
1/p' = 1]p, J-ijp;. 17" = llo] + ilp- (32) 
Pentru determinarea unghiurilor g,, &, avem mai intii din (29) 
sin 28 —0, cos 28 — (G, -- GO: ]/A — 1, (33) 
asife] că axele Ory rezultă a coincide cu cele initiale, deoarece 
p = umm — 0. (34) 
Dacă insă G, + Ga < 0, atunci avem VA = —(G, + Ga), si din (28) urmează : 
1p = H + Hat {Gi + Ga), iip" =H, EH, — (Gi + Ga), 
de unde, ținind seama de (14) si (15): 
ile'-—llgy --ilg; » lig" = ilp + Ups (35) 


Pentru a găsi unghiurile x,, x,, avem mai intii din (29) : 


sin 2B — 0, eos 2B = (Gi + Ga: Vå — — 1, (38) 
astfel că, utilizind si (20): 
B = am, = a = n[2, (37) 


ceea ce arată că axele Ory se capătă prin rotirea cu 90^ a axelor initiale. 


Condiţiile Gi + G, = 0, esențiale in clasificarea acestor cazuri, echivalează cu anumite 
relații între valorile p. Astiel, dacă G, + Ga > 0, din (14) urmează 


lp; — 1] pi + trp — Upa O, (38) 
ceea ce (vezi (32)) conduce la a scrie 


p « p. (39) 
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(Amintim cà ambele cantităţi sint pozitive.) Dimpotrivă, dacă G, + G4 < 0, expresia din (38) 
schimbă de semn ; or, tinind seama de (35), aceasta conduce la aceeași inegalilate (39).  Rotatia 
de axe efectuată in acest ultim caz are deci roslul de a face ca raza de curbură mai mare să 
corespundă axei Oz. Este vorba așadar de a convenţie de notație, si nu de un fapt mecanic, 


În condițiile de mai sus, contactul exterior este întotdeauna posibil. Contactul interior 
e posibil numai dacă avem (vezi (32), (35)) 


lle; + île3 > 0, tef dale, >0. (40) 


Dacă de pildă avem EM < Ü, pa <0, așadar suprafața Sf, realizează contactul in interi- 
orul suprafeței Sa, din (40) urmează 


ppc—pe P Eep (41) 


ceea ce este usor de inteles intuitiv (vezi fig. 10.12.2). 


2° Cele de mai sus rămin valabile dacă Sf, si 5^, sint suprafețe de rotaţie cu axele in 
cruce. Alegind drept axe Or,, Oy, tangentele la cercul paralel, respectiv la meridianul din 
0 pe F ; U = 1,2), trebuie să măm 2a = 90”, și relaţia (25) devine 


A = (o, - Gy. (42) 
Dacă G, — G4 — 0, atunci y^ = 6, — Gs, şi din (28), (14) si (15), obtinem 
ije' = pi ile > — lip =1/p] + ip. (43) 
Din (29) urmează 
sin 28 = — (G —G9):l/A-— —1,  cos2B=0, (44) 
astfel cá, tinind seama si de (20), avem 
B—3z4, =m, wu -ml2. (43) 
Dacă însă G, — Ga — 0, atunci V^ == = (Ga — Ga), şi (43) se inlocuieste prin 
llp'-1jpl + dips. 1p” = Lipi + Lpf -~ (46) 
Pentru a calcula unghiurile, din (29) deducem acum 
sin 28 = —(6,— G): A= 1, cos 28 — 0, (47) 
si deci, utilizind si (20): 
Bm, să, as. (48) 


3" Să presupunem că punciul O este un punet ombilical pe ambele supralete (vezi G. 
Vránceanu [1], vol, 2, $ 15.1), aşadar că 


+ Pi # ; 
Fi = Pp > Pr Pa = Ba == Fie (49) 
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Acesta este de pildă cazul unor corpuri de rotaţie in jurul normalei comune In 0. Poziţia reci- 
procă a axelor este indiferentă, şi putem alege 2x = 0. Din (14) si (25) deducem 

Pentru a obține soluția, trebuie să folosim direct (22), de unde 


1/g' = 1/p" = H, + Ha = dpi + Liga. (51) 


Poziția axelor Org este indiferentă, 


4* Formulele de mai sus rămin utilizabile pentru a studia contactul a două sfere. Pentru 
contactul exterior, rămine valabilă relația (51). Dacă contactul este interior — [ie de exemplu 
p. < 0 — trebuie să avem p, — — ga, lar (51) ia forma 


1fp' = île” = ilp — 1/1 pal- (52) 
9" Gonform observaţiei de la pag. 672, putem examina in acelaşi mod si cazuri in care 


unul din corpuri este un cilindru. Dacă Sf, si S, sint cilindri eu axele paralele, rationamen- 
tele din 4* rămin valabile: este suficient să luăm in (32) si (35) 


lei = ijp =0. (53) 
6° Fie că SP, este o steră de rază pp iar Sf, este un cilindru circular de rază pẹ Vom 
lua drept axe Oz, si Oy, — generatoarea, respectiv tangenta la cercul paralel in O. Axele Or,y, 
pot fi alese arbitrar, astiel că le vom face să coincidă cu Ota Formulele din 1* rămin vala- 
bile, şi avem mai intii 
Mo = gi = gas tpg —d/p.e —dígi—O. (54) 
În cazul contactului exterior, din (14) urmează 
Gi + Ga = 1/p, > 0, (55) 
astfel că din (32) obţinem 
ip = Apr tọ” = 1p, + Lpg. (56) 
În cazul contactului interior (steră de rază p, > 0 într-un tub cilindric de rază Pa < 0), 
condiția de posibilitate a contactului este p, < — pg, De data aceasta, (55) se Inlocuieste 
cu 
Gi -f Ga - 1/p, < D, (257) 


astfel că trebuie să utilizăm formulele (35), de unde urmează 


1/p' = te. + tpa = Lip, — îllpal, — iig" = Hpi- (58) 


După cum se vede, in ambele cazuri avem p’ > p" > 0. 
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$13. PROBLEMA CONTACTULUI ELASTIC FĂRĂ FRECARE 


a) Condiţia la limită. Ecuatia integrală a problemei 


Să considerăm acum cele douá corpuri de frontiere 7, si 5 ,rapor- 
tate la coordonatele Oxy, Și 02,y52,. Să presupunem că frontierele lor 
sint de clasă 01, aşadar forțele ce le fac să intre în contact sint pentru 
fiecare din ele echivalente cu cite o rezultantă dirijată după normala 
comună in punctul de contact initial. 

Domeniul de contact va fi notat eu £Z/; punctele de pe F4, respectiv 
F care în urma deformatiei coincid, vor fi notate cu æt gi x°, deplasările 
elastice corespunzătoare vor fi notate cu ul si w. 

Ca si în problema stantei, vom neglija valorile pe Z ale componen- 
telor w, $i u, ale deplasării, şi ne vom fixa atenţia asupra deplasării 
normale u, = w. Vom presupune că eventualele deplasări rigide ale celor 
două corpuri se reduc la nişte translatii — 3, şi — 8, paralele cu normala 
comună în O. Prin urmare, deplasările totale) ale punctelor æt si x* vor 
fi egale cu m, — 5, respectiv Ww, — Ba. 

Întrucît numai puncte aflate pe aceeaşi verticală intră in contact, 
abseisele și ordonatele punctelor a! si x? coincid. După deformafie, 
cotele lor devin 


Distanţa dintre punctele a! şi x? devine după deformatie 


— [ 


2 -L 7 ^1 + Eu =f- wi zz Ha m (84 —- 95). (2) 


* 
i i 


Să introducem notaţiile 
Z = 8i d Eg 8 = 9, F8. (3) 
(De altfel, determinarea separată a cantităților 3, şi 8, nu e nici posibilă, 
si nu are nici sens mecanic.) Cu aceasta, relaţia (2) se va scrie 
2* =g 4 wj t Ww — 3. (4) 
Dar intrueit in £ avem evident 2* = O0, din (4) obţinem 


Ww, lw. —5-—21n s, (5) 


ÎN 


5) Două corpuri deformabile, presate unul asupra celuilalt, suportă deplasări de an- 
samblu — egale cu o „translație la infinit”, adică in punctele cele mai îndepărtate — peste 
care se suprapune deplasarea elastică locală. Necesitatea de a considera astfel de translatii 
la infinit provine din faptul că soluţia lui Hertz (9.4.35) este regulată la infinit, așadar nu 
cuprinde nici un termen care să descrie o deplasare de ansamblu, 
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ceea ce este similar cu (2.17). Tinind acum seama de expresia (12.18) a 
distanţei z, obţinem în axele determinate in $ 12: 


1 n i ^ à 
w,--4,—8—-—2zJp— —3*lp îm. (6) 


2 3 


Sá privim acum cele două corpuri in contact ea fiind aproximate 
prin niste semispatii elastice — ceea ce este îngăduit în vecinătatea lui 2, 
dacă d(Z7) este mic faţă de razele de curbură. Fiecare din aceste semi- 
spaţii este supus unei sarcini normale necunoscule, repartizate pe un dome- 
niu de contact de asemenea necunoscut. Dar acest domeniu este acelast 
pentru ambele semispatii; sarcina va fi si ea aceeasi (în mărime si semn, 
intrucit axele Oz, si Oz, sint opuse). 

Se înțelege că acest punct de vedere nu neglijează forma si poziţia 
reciprocă reală a celor două corpuri : căci tocmai acești factori detinese 
membrul al doilea din condiţia la limită (6). 

Or, pentru un semispaţiu elastic, deducem din (2.10), (2.11) 


tina = LU — v) toC ml — EF (y — 14D. ( 


D 


=] 


) 


Intrueit constantele elastice ale celor două corpuri sint in general 
diferite, vom nota — ca si în (2.14) — 


0; — (1 — vyJ/2zp, 0, — (1 — vg)/2xus. (8) 
Întrucit avem 2,= Z,sigp(x,wy)- pc, y), din (7) urmează 
vL, - 9 DS DV EU aD, j=l, 2. (9 
a 
Introducind aceste expresii în (6), obţinem in definitiv 


1 , 1 H t "EE ENES YU REGERE REDIERE 
Sue -— pla e (0 Sa) y [p(5, nV (e — EP + (y—)1 aD 


2 
in 2, (10) 


ceea ce constituie ecuaţia integrală a problemei, deplin similară cn (5.2). 


b) Stanfa echivalentă si semispațiul echivalent 


Soluţia problemei de contact se obţine deci din cea a problemei 
stantei paraboloidale, prin simpla înlocuire a coeficientului 0 cu suma 
9, + 9o; și prin introducerea în ecuaţia integrală a problemei, a coeficien- 
tilor e, p din $ 12. 
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Altfel spus, problema contactului elastic este identică cu problema 
penetrației unei stante paraboloidale de configurație caracterizată prin 
mărimile (12.28) (stanja echivalentă), într-un semispatiu elastic definit 
prin intermediul constantelor (8) (semispafiul echivalent). 

Notind cu H curbura medie in origine a stanfei echivalente, deducem 
din (12.16) relaţia 


H eH, Ha. (11) 
Pentru coeficientul ei de rotunjire ^, căpătăm din (12.28) 
h= elg! —1— 2 VANH + VA). (12) 


In fine, din (10) se vede că materialul semispatiului echivalent este 
caraeterizat de coeficientul 


0 = 9, + ba (13) 


Problema are sens numai dacă H —0 si 0 «h^ «1 (admitind si 
cazul limită h —0). Desigur, aceasta trebuie asigurat prin natura cor- 
purilor în contact, 


Introducind (6.3) in (12.14), câpătâm mai tintti 
G, — [0 —h)/(12-h)] Hu Ga= [(G—h9K 2E h3)] Ha. (14) 
Introducind mai departe aceste expresii In (12.25), obţinem 


A LT A pp a 7h) (Ih) Uh e. 





1 | (cos 4x) H,H, + (15) 
(1 4- h) (1 4- h (14-4) (tha 
astfel, întrucit avem hj, ha E [0,1], conchidem evident cà 
05 VÀ gH. (16) 


Din (12) urmează acum 5i h E [0,1]. Desigur, stanfa echivalentă este cu atit mal turtită, 
cu cit VA este mai apropiat de H. Pentru ca h să depăşească o valoare dată hy, trebuie să 
avem 


V AIH s (Uh Iho), (17) 


(vezi (12)), ceea ce se poate verifica în fiecare problemă concretă, în funcţie de valorile H . p , 
p. " p și x cunoscute. 


Cu aceasta, rezultatele din $$ 5—8 $i 11 se transpun acum cuvint 
cu cuvînt pentru problema contactului a două corpuri elastice. 

Formulele (5.32) şi (5.42)—(5.44) pentru mărimile a,, a, b, 3 rămin 
valabile. Rămine valabilă si relaţia (7.9) care permite determinarea rapor- 
tului b/a, precum și toate formulele (7.12) —(7.21). Cele spuse in $8 7 şi 8 
relativ la rolul redus al excentricitátii elipsei de contact, conduc la a afir- 
ma acum că soluţia problemei contactului a donă corpuri elastice depinde 
de proprietățile mecanice ale celor două corpuri — exprimate prin inter- 
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mediul cantităţii 0 din (13) —, de sarcina totală P, și de suma eurburilor 
medii ale celor două corpuri — exprimată prin intermediul cantităţii H 
din (11). Dimpotrivă, ea este practice independentă de coeficienții de rotun- 
jire (sau de curburile gaussiene) si de poziţia reciprocă a celor două corpuri, 
exprimate prin intermediul coeficientului de rotunjire h al stantei echi- 
valente, detinit in (12) — atita timp cât acesta nu este prea mic. 

Configurația liecárui corp în parte (si in particular si forma dome- 
niului de contact) se manifestă prin intermediul expresiei p(É,n), care 
păstrează forma (5.5). 

Dacă unul din corpuri este rigid, mărimea 0, corespunzătoare lui 
este nulă (vezi (8) HORUM: d = oo). Dacă unul din corpuri este un semi- 
spaţiu, atunci avem H, . 

Caleulele efeetuate e PA determinarea deplasárilor si tensiunilor 
in eazul semispatiului elastic solicitat de o stantá paraboloidalá isi păstrează 
valabilitatea in vecinătatea imediată a domeniului de contact — sin- 
gura porțiune a corpului care ne interesează, dat fiind că tenomenul 
(vezi $ 11) are un caracter puternic localizat. În particular, rămin vala- 
bile cele spuse privitor la poziţia $i solicitarea punctelor celor mai peri- 
clitate. 


c) Exemplu: contactul dintre roată si sind 


Să considerăm schematic problema contactului roții de locomotivă de frontieră £P, cu 
sina de frontieră S,- 

Fie cà raza roții (roată alergătoare) este de 60 em, jar raza de curbură a suprafelei 
sinei — de 30 cm. Ambele corpuri sint executate din oțel carbon avind constantele E 222,15. 105 
kgfj/cm* si «= 0,3. 

Desigur, avem de utilizat formulele din $ 12, e, exemplul 2°. Avem mai intii 


líp; = (1/30) em~}, — 1/pgy — 0,  1/g; — (1/60) cem-!, lie” — 0, (18) 
astfel cà din (12.14), (12.15) urmează 


Hi = = 6, = (1/60) cm”! 





(19) 

Ha = — Ga = (1/20) em-!, 

Din (11) si (12.42) obținem acum 

H = (1/40 "L 
o (1/40) cm (20) 
|A = — (G, — Ga) = (1/120) em-*, 
$i mai departe, din (12.28) sau (12.46): 
Ija = (1/60) emo, ije" = (1/30) em- 1, (21) Fig. 10.13.1 


Din (12) — sau direct din definiția (6.2) — avem de asemenea 


h= 1/2. (22) 
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Valorile H = (1/40) em-1 si h = 1/2 caracterizează stanfa echivalentă. Mai departe, din 
(5) rezultă 


0, = 0, = (1— y) nu = (1— v3) fr E = 1347: 10— 7? cm?/kaf, (23) 
$i deci din (123) cápátám pentru caracterizarea semispatiului echivalent, 
0 = 2694-10-19 cm?/kgt, (24) 


Soluţia ecuaţiilor lui Hertz se obţine folosind tabloul de la pag. 6414, de unde pentru 
h = f(k) = 1/2 căpătăm 


k = 0,776, GE) 
Valorile K(k) si E(k) se obțin din tabelele de integrale eliptice complete (vezi $ 4, 
pag. 632; nu este recomandabili o precizie exagerată, date fiind ipotezele simplificatoare 
pe care se bazează teoria contactului). Obtinem 
140,776) = 1,971, E(0,776) — 1,288. (26) 
Din formulele (5.421—(5.41) si (5.32) avem pe rind 


a = 0,0374 P! em, b — 0,0236 Pl/3 em, D= rab = 0,002773. PU? cm, 


(21) 
$ = 0,0000213 P*3/ em, — g, — 541 PU? kgflem?, 
Presiunea pe domeniul de contact este deci cunoscutà sub forma 
pE, m) = 541 Pila |1 — Efa* — 2/02 kgfJem?, (28) 


unde d, b au valorile din (27), iar P se măsoară în kgf. 


Cantitátile din (27) pot fi obţinute si cu ajutorul formulelor aproximative din $ 7— 
cu toate că avem k & 0,8. Din (7.9) deducem mai intii 


bla = h*/* = 0,63, (29) 
astfel că din (7.18) si (7.21) urmează 
5 = 0,0000216 P*/* cm, d, = 553 DU* kgf. (30) 


Coeficientul a, se poate obține si din (7.43), folosind valoarea 8 din (30) : 
a, = 521 PU kgt, (31) 


Formulele (7.41) si (7.42) şi aceeaşi valoare pentru 8 dau atunci 


ab = 0,000916 PYF cm*. (32) 


Din (29) si (32) deducem acum 


a = 0,038 PU? cm, b = 0,024 PY? em, (33) 
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După cum se vede, erorile comise datorită utilizării formulelor aproximative sini de or- 
dinul a cel mult 2—3%, aşadar mult mai mici decit cele ce trebuie să provină din diferitele 
presupuneri simplificatoare ce stau la baza teoriei contactului. 


Luind P = 7800 kgf (de unde PP = 19,83), obținem din (27): 
70,742 em, 5—0,168 em, D=1,09 em?, 8—0,0084 em, a,—10.730 kgf/cm*. (34) 


Dimensiunile liniare ale domeniului de contact sint deci cu adevărat mici fată de razele 
de curbură. De asemenea, penetratia este suficient de mică pentru ca să fie Ingăduită seri- 
erca condiţiilor la limită pe suprafața nedeformatà a corpurilor in contact. 


Presiunea maximă din (34) este cu mult peste limita de plasticitate a ofelurilor uzuale. 
Pentru aprecierea rezistenței şinei şi a roții trebuie folosită formula (11.1). Faptul că diie- 
renja c4 — o4 atinge 6 500 kgf/cm* la o adincime de 2—4 mm, arată că deformarea plastică 
este inevitabilă. 


OBSERVATIE. Problema — de mare importanță practică — a contaclului dintre roală și 
şină, a fost de repetate ori examinată : N. Beliaev [3]; H. Poritsky [1] (cu rezultate apro- 
piate de cele ale lui Beliaev); Z. Rudakov [1]; G. Filonenko [1] (cu o evaluare aproxima- 
tivă a efectelor dinamice, care rezultă a fi considerabile). 


d) Exemplu: bula elastică pe un semispatiu rigid 


Să considerăm o bulă de oţel de frontieră £/, aşezată pe un semispațiu rigid de fronti- 
eră Sf; contactul are loc sub acțiunea greutăţii proprii a bulei. Pentru acelaşi material ca 
in exemplul €, avem deci 


6, = 1347-1010 em*/kgf, — 0,—0. (35) 
Luind pentru greutatea specifici a oțelului valoarea de 7,8-10-? kgf/cm?, obținem 
P -32,7.107? R? kgf, (36) 
raza A à bulei fiind exprimată în centimetri. Mai departe, avem 
H = 1R, HQ-0, HAIR, hl, k=0, (37) 
și deci din (5.42), (5.44) si (5.32) urmează 
a = b = 2,18-10- * R3 em, 8 = 4,761079 R em, a, — 3310. RI? kgfjem*. — (38) 
Dimensiunile liniare ale domeniului S5 cresc mai repede decit raza bulei, astfel că pentru 
valori mari ale lui R, teoria contactului elastic nu mai poate fi aplicată. Raportul a/R are 
valoarea 1/100 pentru R= 1m (aşadar P c 33 t), si scade pină la 1/10 pentru Rœ 1 km. 


Cazurile realizabile in practică sint deci cu siguranță cuprinse în domeniul de valabilitate al 
teoriei contactului elastic. De altfel, pentru R > 40 cm, avem deja a, — 11 000 kgf/ecm?, 


[er] 
i 
Le 
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$14. DESPRE ALTE METODE SI PROBLEME 


Yom da aci unele indicatii privitoare la problema stantei pentru configuralii diferite de 
cele considerate in $8 4 $i o, pentru anumite cazuri particulare de astfel de configurații, 
precum şi pentru alie proprietăţi mecanice ale suprafetelor În conlact. 

Raţionamentele de pină aci sint formal valabile oricare ar fi valorile constantelor o, 
p". Dar cazul unor constante g', p” foarte miei cer un studiu aparte ; punctul de contact initial 
are caracterul unui „virt”, dimensiunile lui Z nu sint mici față de ga”, şi problema se apropie 
de cea a unei slante conice. Această din urmă problemă a fost rezolvată de A. Love [3] si 
— prin alle metode — de A. Lurie [4]. $ 5.7, si I. Sneddon [1], $ 10.52. 

Fie acum că una din constantele p’, p” este foarte mare. Intrucit avem c" < p’, din ta- 
bloul de la pag. 644 urmează k = 1, şi deci b « a. Prin urmate, nici in acest caz domeniul de 
contact nu va avea dimensiuni mici in raport cu razele de curbură, Pentru 1/g—-0, actiunea 
stantei echivalează în primă aproximație cu cea a unui cilindru parabolic, de curbă direc- 
toare 


1 
Z = — yg". 1) 
: ( 


Acest cilindru întră în contact cu semispatiul în lungul unei generatoare. Domeniul de 
contact este alungit si îngust, iar lungimea sa nu poate fi determinată, Astfel de stante au 
fost studiate de A, Dinnik [1] si N. Beliaev [3]. Punctele cele mai solicitate se găsesc la 
adincimea z = 0,78 b (cu tensiuni tangentiale ce variază foarte puţin între 0,7 — 1,1 £), 
unde 2b este lăţimea domeniului de contact, (Hezultatul este similar celui de la pag. 656 pentru 
domenii de contact eliptice ; aceasta se vede ușor dacă inlocuim acolo pe a prin b/f1.—k?.) 
Presiunea maximă esle a, = ZPJ/z b (unde Peste sarcina pe unitatea de lungime pe linia de con- 
tact inițial), iar tensiunea tangenţiulă maximală este aproximativ egală cu 0,32 ap Criteriul 
de rezistenţă are deci aceeasi formă ca în (11.1). 

Gontaciul cilindrilor este studiat ca problema plană de câtre L. Galin [4], capitolul 1 
(cu o analiză detaliată a lucrărilor privitoare la această chestiune); S. Mihlin [1]; $8 68— 71; 
N. Mushelisvili [5], capilolul 6; I. Staerman [1], capitolul 2 (continuat de B, Homalis [2]), 
si [2]. Menţionăm aci dificultatea de a se delermina deplasările şi penetratia &. Această difi- 
eultate poate fi pusă in legătură cu observaţiile din $ 7.10 asupra soluţiei lui Kelvin si Somi- 
ian, Pentru determinarea lui 5, vezi de exemplu LS.HRabinoviei [i]; Tsu Tao Loo [1]. 
Pentru anumite chestiuni speciale, vezi M. Dluguci [1], capitolul 4; A. Kalandia [2]. [3] ; 
I S. Babinoviei [2]; B. Romalis [1]. 

Condiţia 1/ e == Q nu echivalează însă cu (1). Într-adevăr, problema poate fi studiată 
retinindu-se în Z = o(ă, Y) termeni de ordin superior. (Termeni de ordin impar nu pot 
apare: in acest caz stanța n-ar [i exlerioarà semispaliului.) 

Dacă ambele cantități a”, p” sint foarte mari, sintem condusi la problema contactului 
de ordin superior : distanța dintre ştanţă si semispatiu este un infinit mie de ordin de mărime 
superior ordinului 2. Ecuația (5.4) se înlocuiește cu o ecuație in care in membrul al doilea 
apar termeni de grad 4. Această problemă a fost abordată de I. Slaerman [1], $ 4.3 (fără 
determinarea stării elastice in semispaliu) ; vezi si H. Deresiewicz [6]. 

Problema contactului poate fi mai uşor studiată pentru o stantà de rotație, A, Lurie 
[4], $8 3.1—5.7, rezolvă complet problema sgtantei cu bază circulară plană, problema contac- 
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tului de ordin 2 si superior, si problema ştanţei conice. De remarcat că odată cu creşterea or- 
dinului contactului, punctul de presiune maximă se deplasează către periferia discului de contact. 
Aceleași probleme au fost tratate de câtre I. Sneddon [1], § 10.52, prin intermediul unor anu- 
mite ecuatii integrale duale si al transformării lui Mellin. Vezi încă lucrarea inițială a lui V. 
Abramov [1]. Dintre lucrările mal recente, vezi E, Deutsch [7]; I. Sneddcn [4]; I. Ufliand 
I2), părțile ITI si IV. 

În ultimul deceniu, problema de contact a fost intens studiată de către V. Dovnorovici 
[1] (stante definite de funcţii polinomiale, aplicații ale metodei lui Ritz); K. Egorov [1], 
V. Gubenko [2]— [4], V. Gubenko şi V. Mosakovskii [1] (domeniu de contact in formă de 
coroană circulară); V. Gubenko [1] (tehnica diferentierii fractionare; vezi şi N. Bostovtev 
[5])) ; V. Mosakavskii si V. Gubenko [1] (echivalentà intre problemele plane si cele pentru stanta 
cu bază plană cireulará) ; M. Leonov [1], [2] $i G. Popov [1], [2] (domeniu de contact circular); 
L. Payne [1] (simetrie axială); N. Rostoviev [1]— [1] (probleme plane și axial simetrice), 
Uncle din aceste rezultate se referă la cazul sarcinii ercentrice, 

O atentie sporită se acordă problemei contactului cu frecare (tensiuni normale sí tangen- 
tiale in ££ ). Dacă legea de frecare este cea a lui Coulomb, se vede uşor că in ZZ trebule să existe 
porţiuni in care punctele celor două suprafețe sint antrenate impreună în deformalie, și por- 
țiuni In care suprafeţele alunecă una pe cealaltă., Determinarea liniei de separație Intre aceste 
porțiuni pune probleme extrem de dificile, Cu referire la acest cere de idei, menționăm mai Inlii 
lucrarea de pionierat a lui E. Reissner şi H, Sagocci [1]; a se vedea apoi C. Cattaneo. [1], 
[2]; H. Deresiewiez [1], [2]; E. Deutsch [8]; L. Goodman [1]; V. Gubenko [4]; M. Hetenyi 
și P. MacDonald [1]; I. Kizina si D. Grilitkii [1]; J. Lubkin [1|]; R. Mindlin [3]; R. Mindlin 
şi H. Deresiewiez [1]; V. Mosakovskii [3], [7]; V. Mosakovskii si N. Fotieva [1]; V. Mosa- 
kovskH et al[1]; M. Pacelii [1], [2]; A. de Pater [1]; N. Rostovtev [3] ; J. Smith şi Chang 
Ken Lin [1]; L Ufliand [1]; P. Vermeulen $i K. Johnson [1]; W. Wernitz [1]. Menţionăm 
în mod special aplicațiile metodelor operajionale, aparținind lui R. Muki [2], I. Sneddon [3], 
I. Ufliand [2] (cap. 7—12). 

Printre problemele referitoare la unele corpuri de configuratie specială, vezi V. Alexan- 
drov [1]; B. Abramian et al. [1]; N. Arutiunian si B. Abramian [2]. 

Pentru cazul corpurilor neomogene, a se vedea cu titlu de exemplu V. Mosakovskii [6]. 

Lucrári ea cele ale lui N. Kilcevskii [1], [5] și E. Kostiuk [1] prezintă metode de studiu 
bazate pe utilizarea calculatoarelor electronice, 


Printre cercetările cu caracter experimental, vezi de exemplu L, Dobrovolskii şi V. Ko- 
pitov [1], [2]; W. Goldsmith și P. Lyman [1]; ^. Orlov si S, Pineghin [1]. 

Problemele de contact referitoare la stratul elastic sint abordate do către V. Alexandrov 
[1], [2]; V. Alexandrov si V. Babesko [1]; L. Keer [1], [2]: I. Ulliand [2]. Vezi încă si 
B. Korenev [3] (aplicații la problema plăcilor pe fundatie elastică) si D. Serman [8], $ 3.3. 

Pentru problema dinamică a contactului — oscilații întreţinute sau nu — si pentru pro- 
blema șocului corpurilor elastice, vezi N. Borodacev [1], [2], [4]; A. Dinnik [1] (cap. 4,5 
şi 9); W. Goldsmith [1]; N. Kilcevskii [1]; 1. Metelitin [1]; M. Misicu [4]: V. Zakorko si 
N. Rostovtev [1]. 

Problema contactului pentru corpuri care nu sinl elastice este studiată într-un mare număr 
de lucrări. Cităm aci, cu titlu de exemplu, G, Graham [1] (corpuri visco-elaslice) ; N.Kilcevs- 


kii și V. Boiko [1] (zone plastice); M. Predeleanu [1] (fluaj); R. Shield şi D. Drucker [1] 
(sarcini-limiLà). 


ANEXĂ 


Vom aminti aci — in genere fără demonstraţii — anumite elemente 
de analiză şi de teoria funcțiilor complexe. Unele rezultate (în particular 
cele utilizate eu titlu de exemplu in eap. 5 si 6) vor fi expuse în detaliu. 
Altele vor fi numai schitate, pentru a sugera cel puţin temeiul anumitor 
calcule și raționamente, 

Adesea vom da enunfurile în condiţii mai restrictive, urmărind nu 
rigoarea formulării (pentru teorii al căror loc nu e să fie studiat aci), ci 
sesizarea fenomenului matematic. 

Ca bibliografie generală pentru $8 4—11 recomandăm : L. Ahlfors 
[1]; A. Markusevici [1]; I. Privalov [2]; V. Smirnov [2], volumul 3, 
partea 2; S. Stoilov [1]; G. Valiron [1], capitolele 13—15. Un bogat 
material asupra teoriei funcţiilor complexe cu aplicații la problemele 
mecanicii este dat de C. Iacob [5], capitolele 1—3, şi M. Lavrentiev gi 
V. Sabat [1]. 


$ 1. FUNCŢII DE O VARIABILĂ 
a) Clase de functii 


Date fiind două numere reale a « b, mullimea numerelor r cu proprietatea a sr x 6 
poartă numele de interval închis (sau segment) si se notează [a b]. Mulțimea numerelor r cu pro- 
prietatea a < r < b se numește interval deschis şi se notează ]a, b[. 

Notaţia r & [a, b] inseamnă „r aparține intervalului [a, 5]*. 


O funcție (reală sau complexă) f(r) se numește continuă in re [a, b] 
dacă pentru orice e > 0 există un număr 5(£, v) astfel incit 


fir) — firo] < e pentru |r — ral < (s, vj) (1) 
(așadar, dacă diferența f(r) — f(ry) tinde la zero odată eu r — ry). 





Dacă limitele din membrul al doilea există, atunci se notează 


firg--0) = lim f(r} fita, -ü= lim fir). (2) 


FT. FF, TR FF, 
Conditia necesară şi suficientă pentru ca f(r) să fie continuă In r,c [a, b] este ca limitele 
din (2) să existe, să fie finite, egale, si egale cu f(ry) : 


f(rg— 0) = f(rg + 0) = frg). (3) 
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Orice punct in care funcţia fir) nu este continuă, se numeşte punc! de discontinuitate. 
Un punct în care limitele din (2) există, sint finite, dar nu verifică (3), se numește punel de dis- 
continuilale de prima speță. 


Dacă f(r) este continuă în toate punctele intervalului [a, b], ea se 
zice a fi continuă pe [a, b]. (Tot astfel, pe Ja, b[.) Mulțimea funcțiilor 
continue pe [a, b] poartă numele de clasa C^[a, b] (sau pe scurt clasa C^, 
dacă intervalul se subintelege). 


Dacă numărul 8 din (1) este independenl de ry, funcţia este uniform eontínud în [a, b]. 
Orice funcţie uniform continuă este şi continuă. (RBeciproca este valabilă numai pentru funcţii 
continue intr-un interval închis si mărginit.) 


Dacă există un număr à(z) astfel că pentru orice sistem finit de intervale [a b,] disjuncte 
(fără puncte comune) din [a, b] avem 


Y I fia.) — f(b)| < e pentru Y la, —b |< (o), (4) 


=] i=j 


atunci funetia f(r) esLe absolut continuă, Orice funeţie absolut continuă este si uniform continuă 
(nu şi reciproc !). 


Noţiunile de continuitate uniformă $i absolută nu precizează natura 
dependenței dintre mărimile s gi 5, adică dintre valorile r — r şi valorile 
fir) — f(r,). Cel mai simplu tip de legătură intre acestea este dat de condi- 


ţia ca să existe un număr u — 0, astfel încît pentru oricare ri, re [a, b], 
raportul 


fir) — fr! : Ir — fal“ (5) 
sii fie mărginit. Dacă (5) este mărginit pentru un anumit u, el rámine 
mărginit pentru orice v < u. Pornind de aci, se spune că f(r) satisface 
în [a, b] condiția lui Hölter!) (sau este hólderiand) de exponent u, dacă 
există două constante u — 0, H — 0, asa ca 

fir — fing) « Hm " pentru 75, 2E [a, b] (6) 


(adică f(r,) — f(r) tinde spre zero cel puțin tot atit de repede ca | ry — ral"). 





Dacă această condiţie este satislăcută pentru ra arbitrar, dar r, fir, se spune că f(r) este 
hólderianá ín punctul r; (relativ la [a b]). 

u este cel mai mare exponent, iar /7, cea mai mici constantă pentru care condiţia (6) 
este satisfăcută. Rolul esențial îl joacă aci u, de existenţa căreia depinde faptul dacă raportul 


(5) este mârginit sau nu ; valoarea acestei margini poate fi modificată prin inmultirea funcţiei cu 
o constantă. 


Orice funcție hâlderiană este continuă : pentru 3 « (2/H)'*, condiţia 
(1) rezultă îndeplinită. Este deci firesc ca clasa funcţiilor hólderiene să 





1) Întrucit pentru p = 1 această condiţie a [ost iniţial considerată de către R. Lip- 
schilz, ea este ades numită condiția lui Lipschilz de ordin p. 
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fie notată C7. (Valoarea u — 0 trebuie exclusă, intrueit in acest caz (6) 
atrage după sine numai mărginivea functiei.) Reciproca nu este adevărată, 


Funcţia f(r) se numeşte derivabilă dacă raportul 
f SET If tul (7) 
are o limită finită pentru r — ry. Această limită se notează f(r). 


Dacă fir) este derivabilă si cu derivată mărginită (in particular, continuă) pefe, b], din teo- 
rema creșterilor finite rezultă că ea aparţine clasei Cf, Există însă luneţii in C! care nu sint totuși 
derivabile : acesta este de pildă cazul funcţiei f(r) = |r] în orice interval ce contine originea, 

Functiile din clasa C1 posedă însă o proprietate importantă: ele sint absolut continue, 
(Reciproca nu este adevărată.) O funcție derivabilă eu derivată mărginită (in particular: continuă) 
este deci absolut continuă. 

Dacă p > 1, din (6) i că f'(r) = 0, aşadar fir) = const. Eliminind acest caz banal, 
se ia intoideauna 0 — ua 


in definitiv, condiţia lui Holder poate fi privită ca o proprietate 
intermediară între cea de continuitate gi cea de deriv abilitate (cu prima, 
derivată continuă). 


Funcțiile pentru care f'(r)eC9[a, b] se numesc netede, 
În general, se notează cu Cala, b] (sau C5, dacă intervalul se sub- 
intelege) clasa funcțiilor de p ori derivabile si pentru care f'?(r) e C? [e b]. 


Tinind seama de cele de mai sus, avem evident 
PATEE GCO pentru Ü c v ps 1l, 


unde C^** -- C^, si CP -0° pentru orice v> 0. (Semnul pO” — incluziune — arată că 
termenul din membrul intti este o parte a celui din membrul al doilea.) 

Dacă f(r) este detinită în [a, b] si acest interval poate fi împărțit intr-un număr finit de 
subintervale in care f(r) aparţine unei anumite clase CZ. vom spune că fir) aparţine clasei Cj 
pe porțiuni. Vom avea astfel de-a face cu functii continue pe porțiuni. netede pe porțiuni etc. 


O functie se numeşte eu variatie mărginită pe [a, b] dacă, considerind 


o diviziune d oarecare : a =fo Ya o... CP TR Ls Sr >=ba 
intervalului [a, b], şi formind suma 


fier — Fa (8) 





bi 


mulțimea valorilor v pentru toate diviziunile posibile ale lui [a, b] este 
mărginită. În acest caz, există o margine superioară strictă, care ge nu- 
meste variație totală a funcției. Clasa acestor funcții se notează V [a, b], 
sau pe seurt V. 
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Functiile eu variaţie mârginită posedă proprietăți importante. Astiel, orice functie cu 
varialie mărginită este diferența a două functii monoton crescătoare, De aci se deduce că orice 
functie cu variație mărginită este continuă, abstractie fácind cel mult de o mulțime cel mult 
numerabilà de puncte de discontinultate de prima speță, 


Există functii continue (si chiar derivabile) care nu sint cu variație mărginită, 


Funcţiile absolut continua (In particular deci, funcțiile de clasă C7) sint insă cu variaţie 
mărginită. (Reciproca nu este adevărată) 


Prin urmare, orice rezultate pentru f & V rămân valabile pentru functiile 
absolut continue; mai particular, pentru feU; mai particular încă, pentru 
functiile derivabile eu derivata mărginită; mai particular în fine, pen- 
tru fetl 


De asemenea, ele sint valabile pentru functiile ce salisiac condițiile lui Dirichlet : Tunctii 
continue (afară de un număr finit de discontinuități de prima speță) si al căror interval de defi- 
niție poate fi împărțit într-un număr finit de subintervale în care functia este monotonă, (O 
lunctie monotonă pe porțiuni este evident cu variație mărginită.) Mai particular, ele rămin vala- 
bile pentru functiile continue (afară de un număr finit de discontinuități de prima speţă) cu un 
număr finit de maxime si minime In intervalul de definiţie. 

Pe viilor, cind un rezultat va fi formulat pentru [E V, nu vom mai sublinia toate aceste 
categorii de funeţii pentru care el rămine în particular valabil. 

Definiţiile de mai sus pot fi convenabil exlinse 5i asupra funcliilor de mail multe varia- 
bile. (Vezi de ex. M. Nicolescu el al. [1], vol. 1, eap. 8.) 


b) Integrale 


Trecind la proprietăţile integrale ale funcţiilor, precizăm că în gene- 
ral, vom face uz de integrala în sensul lui Riemann. 


Să considerăm toate diviziunile posibile d ale unui interval [a, b] 
8i să considerăm norma v(d) = max (r, — 7r, ,) a acestei diviziuni. O 
funcție f(r) se numește integrabilă pe [a, b], dacă există un număr F cu 
proprietatea ca pentru orice e >0, să existe Ă(s) > 0, astfel ca pentru 
orice diviziune de normă v(d) — à(«) și pentru orice puncte o, € [r, 4, v, ], 
Să avem 


[T= Y Pedro < e. (9) 
iai | 
Numărul 1 se numeşte integrala definită a funcției f(r) de la a la b: 
n 
= | fir) d». (10) 


O funcție al cărei modul este integrabil, se numeşte absolut integrabilă pe [a,b]. Orice func- 
tie integrabilă pe un interval mărginit este totodată mărginită si absolut integrabilă, Reciproca 
nu este adevărată, 
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Condiţii suficiente de integrabilitate sint: f(r)e V [a,b] sau 
f(r)eC?[a, b] pe porțiuni (cel mult cu discontinuități de speța intiia). 

Ca funcție de limita sa superioară, integrala definità este o funcție 
continuă si cu variaţie mărginită. În punetele de continuitate ale lui f(7), 
avem 


Ax ( fir) dr = f(r). (11) 
d: 


Polt 


Dacă intervalul de integrare este infinit, sau dacă fir) nu este mărginită, avem de-a face 
cu integrale improprii, a căror valoare — in anumite imprejurári — poate fi definită prin procese 
de trecere la limită convenabila. 


Pentru chestiunile amintite in acest paragraf, vezi M. Nicolescu ct al. [1]; G. Yaliron 
[1], $8 3.26—3.31; 8$ 3.35—3.38; $8 4.42—4.47; 88 4.54— 4.58 ; capitolul 5; M, Zamansky 
Ji]; capitolele 7, 10 si 13. 


$2. DISTRIBUTII DE O VARIABILĂ 


Să începem prin a aminti noțiunea de funefionalá : o lege de corespondenţă de Ia o mulțime 
de funcții (domeniul ei de definiție), la a mulţime de numere — reale sau complexe — (codomeniul, 
sau domeniul valorilor funetionalei). 


O funcțională ;y se numeşte omogenă si adilivă, dacă pentru orice pereche de functii fj, fa 
şi orice pereche de numere ih, a, aven 


8 (a, + Cola) = 0, B S) + ds e$ Ga. (1) 
(desigur, dacă ambii membri din (1) au sens). 


Mai departe, & se numește continuă dacă pentru orice sir de funcţii din domeniul ei de 
definiţie f. (r) ce tind către Fir), avem 


lim (f) = (f) = Sim). (2) 
(Evident, aceasta implică în prealabil definirea noţiunii de limită.) 
O funcțională omogenă, aditivă si continuă, se numeşte funcțională liniară. 


Douä funcționale sint egale, dacă posedă acelaşi domeniu de definiție si au acelaşi efect 
asupra tuturor funcţiilor din el. 


Pentru orice pereche de funcții reale integrabile f, g definite în 
]— eo,co[, se poate considera numărul, numit produsul lor scalar: 


i 
^ 


<f, g> = | f(r) g(r) dr (3) 


(limitele de integrare infinite vor fi subinţelese). Pentru g(r) dat, relația (3) 
pune in corespondenţă oricărei funcții f(r) numărul < f, g>. Be verifică 
ngor că aceasta este o funetionalà liniară. 
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Asemenea cu (3), se poate considera si funcţia, numită produsul de 
eonvolufie al lui f(r) cu gir): 


h(r) = fir) x gr) = | fle) gr — p) de. (4) 


Este evident că convolutia este o operaţie comutativà si asociativă, 

Aceste noţiuni conduc là generalizări importante, dacă plecăm nu 
de la integralele din (3), (4), ci direct de la ideea de funcţională. 

Pentru aceasta, să considerăm functionala care pune in corespon- 
dentà fiecărei funcții o(r), valoarea ci în originea r —0: 


e(r) — (0). (3) 


Se verifică usor că această funcţională este liniară. Dacă ea ar 
putea fi scrisă sub forma (3), ar trebui să existe o funcție 3(r) asa incit 


< $, p > si) è (r) o(r) dr = p(0). (6) 


Or, se poate demonstra că nu există nici o functie integrabilă S(r) 
care să verifice (6), astfel că această relaţie poate fi gindită numai ca o 
transcriere formală a relaţiei (5). 

Să considerăm acum mulțimea 3 a functiilor indefinit derivabile si 
identic nule în afara unui anumit interval finit (eventual altul pentru 
fiecare din ele). Acestea se numesc funcții fundamentale; funetionalele 
liniare definite in X se numese distribuții (sau func[ii generalizate), iar 
mulțimea lor se notează W”. 

Prin urmare, (5) defineşte o distribuţie, care nu poate fi redusă la o. 
funcție propriu zisă; eu se numeşte funcția delta — cu toate cà în fapt 
nu este o funcţie. 


Funcţia 8(r) poate fi introdusă si eu ajutorul unor funelii de tip delia 8 (r), care sint 
absolut integrabile si verifică — pentru orice numere reale a, b — relaţiile 


d 1 daci 0 & ]a, bf, 
lim | LL RERO Fa kanal (7). 


R= a 0 dacã O & Ja, tj 


Limila oricărui astfel de sir de funcţii este tocmai 8(r), care poate fi deci privită ca fiind 
(euristic) definită de proprietăţile (in fond contradictorii) 


é(r) —0 pentru r0; $(0) = o; [20 dr — 1. (8). 


Prin urmare, functia 8(r) definită de (5) este tocmai funcția delia a lui Dirac, de uz frec-. 
vent In fizica teoretică, 
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Dacă vom interpreta funcțiile „obisnuite” ca descriind acţiunea 
unor factori mecanici sau fizici repartizaţi, (8) poate fi înțeleasă în schimb 
ca descrierea unei acțiuni concentrate, aplicate în originea O. Întrucât 
nu există nici o funcție integrabilă cu proprietăţile (6) sau (8), aceasta poate 
fi privit numai ea un drum euristie, eonducind la descrierea acţiunilor 
concentrate, prin distribuții, 

Mai departe, dacă o functie g(r) descrie efectul in r al unei anumite 
acțiuni in origine, si dacă f(r) este un factor de proportionalitate, care 
evaluează intensitatea acţiunii g — este vizibil că produsul de convolutie 
esie apt să descrie superpoziția de astfel de acţiuni, fiecare cu intensitatea 
ei, dacă etectul depinde numai de distanţa r — p. 


Cu ajutorul relațiilor (5), (6), putem considera şi funcția 5(r — p), care pentru orice o & EN 
posedă proprietatea 
« Bir — 2), etr) > = gg). (9) 
ceea ce se poale serie si sub forma 
8X 9- q. (10) 
Pentru orice f, gadi avem uşor (intrucit derivatele există) 


m 


el'.g--lig = pro ar= <tr> (11) 
— 





Aceasta permite să se definească derivarea într-un sens generalizat, 
chiar dacă f, g nu mai sînt funcţii fundamentale. În particular, pentru 
orice o eX avem: 

afp = ajig z (12) 


astfel că derivata de orice ordin a oricărei distribuții fe X" (inelusiv, 
de pildă, a funcției 3) are sens. 


Se poale arăta că operaţia de derivare este o operație continuă în sh” (si chiar şi in mul- 
timi mai largi de distribuții). De exemplu, pentru funetia lui Heaviside (care nu aparține lui 3) : 


í ( pentru r « 0, 


H(r) = (13) 


| pentru rl, 
se găseşte uşor 
[HCH] = sir). (14) 


Regulile obişnuite de derivare (pentru sume, produse etc.) rámin valabile, De exemplu 
se obţine uşor 


[r H(r)]' =r ëm + H (n. 
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tar 
De 


Dar intrucit avem 


| 0 pentru r — 0, 
rH(r)z-. 
r pentru r — 0, 


rezultă imediat [rH(r)]' = H(r), astfel cà egalitatea de mai sus dä 
r &(r) = 0. (15) 
Acelaşi rezultat se poale obţine remarcind cá 
< ră), str) > = < 300, re) > = legea = 9, (16) 


așadar cà eltelul „,funcţiei” r S(r) asupra oricărei funcţii fundamentale este acelaşi cu efectul 
iunctionalei zero”, care face să corespundă oricărei functii fundamentale, numărul zero. 


Pentru trei funcţii, f, y, pe, dacă punem ÅA =fxg (vezi (1)) 
avem 


<h g > =) p0) ar = Vert ee md de] pt) dr = 


=| (SC g9 eU + p) do aR, (11) 
ceea ce sugerează să se definească convolutia a două distribuții prin inter- 
mediul à două operaţii succesive : 

ef*g,92--xg(E)-«f(p,o(& + p)>>. (18) 
Convoluţia fxg în ð’ este de asemenea comutativă si asociativă, 
Pentru eonvolutia ôf, unde f e X', avem succesiv 

< xf, p> = < f(E), < ŝ(¢) e(t Fe) 22 = «fü eh) >, 


astfel că distribuţia 5*j are acelaşi efect asupra oricărei functii din 
di, ca si functia f, și deci 


O*f = f. (19). 
in mod similar, avem 
<è x], p> = < f(E) 8)? {p pR +p) >> = IUR), « 5(e) 
— p (B +p) >> = < fE) -p (5) > = <f (Eh) v >, 
ceea ce înseamnă că 


Bg fus (20). 
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Notind cu © un operator diferențial liniar cu coeficienți constanți, 
deducem din (20) 
Sàxf-—T. (21) 
Să ealeulüm acum produsul scalar 
«ü*g],v--cf*g—9l-—«g(D,-f(p,—9(R--p))-—-— 
= « JR), < F(p) p (E +p) >>= f mnp. 


Tinind seama și de comutativitate, aceasta conduce la egalitatea 


(*9 —fx*gfxy. (22) 
Această relație poate fi evident generalizată sub ferma 
DHF xg) =Df xg =f Dy. (23) 


Relațiile (22) pot fi privite ca fiind de acelaşi tip cu formulele de 
derivare in raport eu un parametru sub semnul integralä. 


Cele de mai sus pot fi extinse pentru funchi de mai multe variabile. Astfel, S(x, y) este 
tunetionala care acționează după formula 


= 8 (x;y) qe.) > cm (ù, ü). (24) 


O definiție euristică a acestei functionale poate fi dată asemănător cu cea din (8); ea 
poate fi de asemenea înțeleasă ca descriind o anumilă acţiune concentrată in plan printr-un 
proces de trecere la limită pentru șiruri de funcţii de tip della de două variabile, asemenea cu (7). 

Pentru un studiu detaliat al teoriei distributiilor, vezi L. Schwartz [1]. [2] (mai ales 
cap. 2 şi 3); L Ghelfand şi G. Silov [1] (pentru primele noţiuni, în special vol. 1, eap. 1 şi 3). 
Pentru o introducere euristică simplă, vezi I. Sneddon [1], $ 1.4. Funcţia à este amănunţit 
studiată (inclusiv indicaţii cu caracter istoric) de B. van der Pol si H. Bremmer [1]. capitolul 5. 
Pentru unele aplicaţii importante, vezi H. Carslaw și J. Jaeger [1]. capitolul 11. Vezi de ase- 
menta R. Courant [1], capitolul 6, anexă; R. Cristescu şi Gh. Marinescu [1]; A. Erdelyi [1]. 


83. DOMENII SI FUNCŢII DE PUNCT ÎN PLAN 


Pentru majoritatea noţiunilor fundamentale privind mulțimile de 
punete din plan, a se vedea de exemplu N. Luzin [1]; M. Nicolescu et 
al. [1], volumul 2, capitolele 7 si 16; G. Valiron [1], $8 1.15—1.16; 
M. Zamansky [1], capitolele 8— 12. 


a) Mulţimi de puncto. Domenii in c, 


Amintim aci simbolurile de apartenență e , de incluziune C, de reuni- 
une sau sumă U (sau +), de mulțime vidă O, de complementară DIR a 
unei mulțimi ȘI, 
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Dacă pentru x, y€ este definită o distanță p(x, y), atunci SIL se 
numeste spațiu metric. Exemplul cel mai comun este cel al spațiului 
euclidian (sau aritmetice) cu m dimensiuni d, alcătuit din mulţimea 
tuturor sistemelor ordonate de m numere reale: i = (Ti, Bay, Ca) 
Pentru m = 1, 2, 3, avem de-a face cu dreapta reală, cu planul, res- 
pectiv eu spaţiul euclidian tridimensional. Distanţa este definită aci de 


plz, y) = |æ — y| = |5 (r, — 9). (1) 
i=l 


Se numeşte bulă (deschisă, respectiv Inchisá) cu centrul în a si de rază r, mulţimea B (e,r) 
a punelalor æ care satisfac condiția p(x, a) — r, respectiv p (x, a) x; r. O bulă în 4, se numește 
disc (sau «lise circular). 

Un punel am se numeşte limită a unui sir de puncte æ dacă lim p (£ p; a) = 0 pentru 
n —> c0. Aceasta se notează ar, = lim Œ sau Încă an, — Tp- 

Un sir ar, pentru care lim g(z,,:r.)-— 0 peniru rm, m — c, se numeşte fundamental, 
Un sir care posedă o limità se numeste conrergent. 

Mai departe, presupunem cunoscute noțiunile de vecinálale, de punet inferior, de punel 
de acumulare, punel frontieră, de frontierd fr S, a unel mulţimi AL ; de mulțime deschisă, închisă, 
perfectă, densă în altà mulțime sau În ca Însăși — care se construiesc toate pornind de la noțiunea 
de bulă. 

O mulțime se numește mărginită dacă există o bulă care o contine, 

O mulţime se numeşte compactă dacă orice submulțime infinilà a ci contine un sir funda- 
mental. În (2, , orice mulțime mărginită este compactă (teorema lui Weierstrass şi Bolzano). 


O mulţime MÈ se numeşte coneză, dacă nu erisid două mulţimi deschise G, si Ga astfel 
incit 


MESNS. MAGHHA., MNG, qginépnoltn6-90. 


Intuitiv, aceasta revine la a spune că ca nu este alcăluilă din două „„bucăţi” separate. 
O mulțime deschisă 5i conexă se numește domeniu. 
O mulţime perfectă si conexă se numeşte continuu, 


În cele ce urmează, ne vom märgini la a considera mulțimi de punete 
in &,. Completat cu punctul de la infinit (exterior oricărui disc), el se 
numeşte planul închis. 

Vom avea frecvent de-a face cu domenii, precum si cu mulțimi 
mărginite şi închise, care vor fi numite pe scurt compacte. 

Vom nota adesea cu Æ% domeniile in 4, si cu 7 frontierele lor. 
(Notaţiile corespunzătoare în 2, vor fi 7” și £^.) Dacă 2 este mărginit, 
atunci Z 4- 2 este un compact. 

Intrucit vom intilni frecvent domenii de tipul bulei, precizám că fron- 
tiera unei bule se va nota eu 5: in é ea se numeşte sferă, iar în Ea, 
cere. Dacă raza bulei (sau sferei) este egală eu 1, (bula unitate, sau 
sfera unitate), vom folosi notaţiile B, (sau 5,). În 4,, pentru a evita 
eventualele confuzii, se vor folosi notatiile menționate mai jos, la pag. 695. 
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Uneori, se va folosi denumirea de dise gi pentru domenii altfel defi- 
nite — dar atunci vor trebui date precizări suplimentare (de ex., disc 
eliptic pentru domeniul a cărui frontieră este o elips). 


Amintim aci leorema lui Borel si Lebesgue: dacă un compact din Es (chiar din e) esle 
conţinut în reuniunea unei familii infinite de mulţimi deschise, alunci exislă o subfamilie finilă 
a acestei familii, a cărei reuniune o conţine de asemenea. 

Considerind functi de punet f continue definite in (^, şi cu valori tot în ġa se poate de- 
monstra că imaginea unui compact SIL (adică mulţimea punctelor f(x), pentru æ e SN) este de 
asemenea un compact ; imaginea unei mulţimi conexe este conexă ;o functie continuă pe un 
compact este uniform continuă, 


Un domeniu ðt se numeste simplu conex dacă complementara sa 
CN faţă de planul închis este eonexá. (Astfel, un dise este un domeniu 
simplu-conex ; în schimb, mulțimea deschisă a punctelor pentru care 
plx, a) >r nu are această proprietate, deoarece complementara sa este 
alcătuită din discul inchis, plus punctul de la infinit. (Vezi și mai departe 
pag. 697 gi pag. 743.) 

Un domeniu se numeşte multiplu conez, gi anume m-conex, dacă GoL 
este alcătuită din m componente disjuncte. Astfel, interiorul unei coroane 
circulare este un domeniu dublu conex. 


b) Curbe-frontierd. Domenii simplu conexe 
si multiplu conexe 


Domeniile plane cu care vom avea de-a face vor îi caracterizate 
prin frontierele lor, care vor fi întotdeauna nişte curbe în sensul lui C. 
Jordan. Pentru a le defini pe acestea din urmă, să considerăm planul 
raportat la un sistem de coordonate carteziene ortogonale d, da și să 
considerăm funcţiile 


tul, La ar), r € [a b]. (2) 


Dacă funcțiile (2) sint uniforme (unei valori date r ii corespunde o 
singură valoare cz, şi o singură valoare x4) 8i continue, atunci mulțimea 
punctelor (z,, Xa) parcurse în sensul definit de sensul de creştere al lui r 
poartă numele de curbă jordaniană, sau, dacă confuzia nu este posibilă, 
curbă. Pentru a evita apariţia de eventuale puncte multiple pe frontieră, 
se consideră curbe jordaniene simple, aşadar curbe pentru care egalitáfile 
mr) =ar") și ar) = ar”) pentru s’, r” e Ja, bl atrag r =r". 
Dacă concluzia de mai sus rámine valabilă pentru r', r” e [a, b], curba se 
numeşte deschisă. Dacă pe lingă egalitatea »' =r” e posibilă și egalitatea 
r =q, t” =b, ea se numeste închisă. 

Condiţia ca curba să fie simplă revine la a spune că funcţiile (2) 
stabilesc o corespondenţă biunivocă şi bicontinud între punctele segmentului 
[a, b] şi punctele curbei. 
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Un ansamblu de curbe jordaniene simple care nu se intersectează 
va purta numele de linie jordaniand simplă (sau, pe scurt, linie). Pe 
viitor vom considera numai domenii definite prin frontiera lor, o linie 
jordaniană simplă, 

Orice curbă jordaniană simplă închisă 5^ imparte planul în două 
domenii disjuncte, ea însăși constituind frontiera lor comună : unul din 
aceste domenii este mărginit şi simplu conex, iar celălalt este nemărginit 
şi dublu conex. 

Vom nota cu indicele ,,4-" domenii mărginite, si eu ,,——" domenii 
nemărginite. 

Un domeniu mărginit a cărui frontieră este o curbă simplă închisă 
jordaniană se va nota eu 21; domeniul nemărginit exterior acestei 
curbe se va nota Z ; curba însăși se va nota 7; uneori, îi vom atribui 
şi indicele suplimentar ,,,". Este evident că 2 =0(Z + z). 

Un domeniu à cărui frontierà < este compusă dintr-o curbă simplă 
închisă Z, si m curbe simple inchise £^, 27^,,..., 7, interioare curbei Ze 
şi exterioare una în raport cu cealaltă, se va nota cu tot £*. Este vizibil 


m 
e 2? = Za [|] [n 2; 
jml 
Dacă Z,este în întregime aruncată la infinit, astfel că Z^ este com- 
pusă numai din curbele interioare Z^, Za, ..., 2, plus punctul de la 
Tr 
infinit, domeniul se va nota cu 2". Avem desigur 2^ = N 2;. 
îm] 
fj şi A sint de același Lip eu ZZ, respectiv Zig (un domeniu mărginit, fără sau cu 
goluri, respectiv planul nemărginit cu unul sau mai multe goluri). Dar in general (cind 
Pf Pa), A nu este complementara lui £Zi* + F. 


V 
^s 


Fig. A.3.2 





Dacă confuzia nu este posibilă, vom nota pe Z+ sau 2” simplu 
prin ££. Uneori, vom folosi caractere grecesti oblice sau ruseşti: J7, JI 
ete, Subliniem că, pentru discul unitate, vom folosi întotdeauna (vezi 
de ex. 88 7, 5, 0, 11) notația +, iar pentru planul eu un orificiu circular 
de rază 1, notatia J[^. Frontiera comună a acestor domenii (cercul 
unitate) se va nota y. 
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Aceleaşi notații vor fi folosite uneori si pentru domenii de tip Z+ sau 
££^ — caz în care frontiera lor va fi notată eu Jf. 'Tinind seama de con- 
text, nu există, rise de confuzie. (Vezi de ex. $ 6, unde notatiile /1*, H7 
apar în ambele aceceptiuni.) 


ORBSERVATIE. Notaţiile sint alese în așa fel incit corpul elastic să poală ocupa domenii 
de oricare din aceste tipuri : Zi, £g, £2 *, 52^. În schimb, nu are sens să considerám um 
T 
corp definit de exemplu de reuniunea |) £7;'. 
jal 
Dacă trebuie să punem in evidenţă interiorul sau exteriorul corpului, vom serie £5 r 
respectiv £/*. Dacă F= Fy putem avea Zi — Ag, dar si £//— ZZ. si deci D= 2, 
respectiv £^ = £25. Dacă frontiera nu se reduce la Fy interiorul va fi Zt sau f£? , iar 
exteriorul va îi Q (52 * + F), respectiv (27 + 5). 
Dacă confuzia nu este posibilă (în special, dacă 7 se reduce la 57,) vom folosi numai 
indicii +, =. 

Dacă 5€ este compusă din curbe inchise, orice punct frontieră poale fi unit cu orice punct 
exterior sau interior printr-o curbă jordaniană care nu are puncte comune cu frontiera, excep- 
tind punctul initial considerat. Astfel de puncte se numesc accesibile, si proprietatea de mai sus 
este echivalentă cu afirmaţia că orice punct-frontieră al unui domeniu mărginit de o astfel de linie 
jordanianá este accesibil atit din interior, cit si din exterior. 

Orice curbă jordaniană interioară unui domeniu și care uneşte două puncte frontieră ale 
acestuia, se numeşte tüielurd. Un domeniu mărginit de o linie jordaniană este simplu conex, dacă 
si numai daci orice tăictură îl transformă într-o multime neconexá. Tol astfel, un domeniu este 
m-conex dacă şi numai dacă există o tăielură care îl transiormă într-un domeniu (m— 1)—conex. 


Un domeniu Z* cu m componente interioare ale frontierei este 
(m -+ 1)-conex : unind fiecare 7, cu Zo, se obţine un domeniu mărginit; 
si simplu conex £^. Aceeași afirmaţie este valabilă pentru domeniul £^ 
cu aceleaşi m componente interioare ale frontierei în acest caz, compo- 
nentele , trebuie unite cu punctul de la infinit la care s-a redus Fy- 
Domeniul astfel obţinut se notează #7. 





Fig. A.3.3 


a 
^ 
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Desigur, dacă punctul de la infinit nu este un punct-frontierá, ci un punet interior pentru 
domeniul infinil considerat, ordinul de conexiune descreste cu o unitate (vezi de ex. pag. 694). 


subliniem cà punctele ce aparțin tăieturilor trebuie privite ca ansamblul a două puncte, 
&eamcetrie confundate, dar situate pe borduri (margini) diferite ale tăieturii ; o tăietură nu poate fi 
traversată. Bordurile ei se pot nota cu + (de ex., în asa fel incit Sf să fie parcurs in sensul trizo- 
mometric cînd trecem de la bordul — la bordul -- ). 

Pentru a intelege intuitiv semnificaţia practicării de tăicturi, vezi figurile A.3.3. şi 4.3.4. 
Vezi şi mal departe figurile A.5.2 si ABJ. 

Uneori se admit în alcătuirea lui £P si curbe w deschise : acestea pot corespunde cazului- 
limită cind un orificiu interior se reduce la o fisură interioară a corpului. Cazul unei curbe £7, 
deschise şi cu capetele aruncale la infinit corespunde unor domenii nemárginite de tipul semipla- 
mulni, cu sau fără orificii. 


cj Elemente geometrice fundamentale 


Pentru orice domeniu mărginit £/, se poate defini diametrul sáu 
d(2) =sup p(x, y), pentru zd, ye Z. (3) 


Pentru a indica faptul că domeniul Z se reduce là un punct (de 
ex. in urma unui proces de deformare continuă), vom putea serie d(Z/) —- 0. 

Nu insistám aci asupra definirii in general a ariei domeniilor plane, 
întrucit chestiunea este mult mai delicată decit pare la prima vedere. 

Amintim numai că, dacă funcţiile (2) ce definesc frontiera sint cu 
variație mărginită, atunci 2 posedă o arie. Mai mult, se poate demonstra 
că o curbă este rectificabilă (adică pe ea are sens noţiunea de lungime a 
arcului de curbă), dacă si numai dacă funcțiile (2) sint cu variaţie märgi- 
nită. În acest caz, locul parametrului r îl poate lua lungimea arcului, 
care va fi notată cu s. 

Curbele definite de funcții (2) de clasă C^, p > 1, precum şi de funcții 
de clasă Cf, sint cu certitudine rectifieabile. Pe viitor, vom considera 
numai domenii mărginite de linii jordaniene rectificabile. 

Pentru aria domeniului mărginit 2 * vom avea prin definiţie 


D = V aD. (4) 


eh 


(Elementul de arie dz,dz, in €, se va nota cu dD.) 
Pentru eoordonatele zj, z$ ale centrului sáu de greutate avem 


a? =D] z,dD, a —D | 2, dD. 


gre £n 


aem 
ea 
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Pentru momentele de inerție in axe oarecare, vom folosi notatiile 


"m -W X3dD, fə -W s dD, Jes -W a? dD. (6) 

ge 2 S4 
Momentul polar de inerție (momentul in raport cu originea) va fi 
Jo = Iu + Ji (7) 


În cazul particular al unor axe centrale (2? = 25 = 0), vom nota momentele cu lip lag 
la 1g. În axe oarecare, avem evident 


ls zr ÎI (xs — a a D, Ls E ) (2, = Ty dn, 


Zr gi 
him ^ (1r, — 3 (zr, — ath UD). (8) 
A+ 


Utilizindu-se formulele (4) — (6), obtinem teorema lui Steiner 


Ju = hit DU, Jos = lat Dix] Je = lis + D xpo; (9) 
ceea ce evidenţiază caracterul minimal al momentelor centrale lh lass lo 
În axe centrale principale de inerție (unic determinate pentru un domeniu dal) avem 
l = 0. (Pentru poziția lor, vezi mai jos $ 7, pag. 739.) Momentele centrale principale de 
nerlie se vor nota l}, | a, astfel cà in axe paralele cu acestea avem 
Ja = at Dat a + DU, Ja =D ria (10) 
Pentru ca toate aceste integrale să aibă sens, este suficient ca do- 
meniul Z* să fie măsurabil Jordan 2), deci ca curbele frontieră să fie 
definite de funcții (2) de clasă CNV. 
Dacă funcţiile (2) sint de clasă C! si derivatele lor nu se anulează (pentru aceeaşi valoare 


a lui r), curba se numeşte neledă, 
Întrucit ecuaţia normalei la a curbă plană este 


[z, — 2,60] : c (0) — [4 — 30: zar), 


rezultă că o curbă netedă are peste tot o normală (şi deci si o tangentă) ce variază continuu eu r 
— ceea ce explică denumirea. 


Evident, o astfel de curbă este rectificabilă, iar lungimea arcului 
de curbă e dată de 


s— s =È Viz ior - Dor) Par. (1) 


—— 





Oum —— o MÁ 


*) Ceea ce Inseamná că frontiera sa are arie nuli, 
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Pe viitor, vom alege întotdeauna drept parametru r pentru astfel 
de curbe, chiar lungimea areului de curbă s. 


Dacă curba considerată este jordaniană, închisă, cu derivate fi (8), s (s) continue, şi 
dacă ri (o + 0) = x; (b — 0), zx, (a + 0) = xz; (b — 0), ea se va numi curbă netedă inchisă, 

Un ansamblu finit de curbe jordaniene netede deschise cu capete comune două cite două 
$i care nu se intersectează reciproc, se numește curbă netedă pe porțiuni. O astfel de curbă poate 
fi desehisă sau inchisă, Ea are deci un număr finit de puncte de discontinuitate pentru direcţia 
tangentei (puncte unghiulare). 

Un ansamblu finit de curbe netede pe porțiuni care nu se intersectează reciproc se numește 
dinie netedă pe porliunt. 


Vom nota eu s versorul tangentei, si cu n versorul normalei la curbă, 
dlirijaţi in asa fel incit axele (m, s) să He orientate la fel ea axele (2, 
+) (asadar cu sensul trigonometric de la n spre s). Dacă curba conside- 
rată este inchisă, vom alege in genere pentru n direcția normalei este- 
vioare ; în acest caz, sensul crescător al valorilor lui s coincide cu sensul 
direct trigonometrie, Atunci cind curba este o componentă interioară a 
frontierei unui corp elastice, necesitatea de a alege drept normală, normala 
extertoară corpului, obligă de a lua pentru n normala interioară la curbă. 
Sensul de parcurs pe curbă va fi in acest caz cel retrograd. 


as 
Notind eu mi, na cosinuşii directori ai normalei m, si cu 0 unghiul 
de la direcția axei Oz, la direcţia m, (aceasta este un caz particular al 
nota(iei ce va fi introduse in fig. A.7.3 pentru o rotaţie oarecare a axe- 
lor), avem formulele 


pa A 
xi (8) = cos (Ss) = — cos (n,z,) = — na = — sin 0, 
, - ^ (12) 
lls) = cos (8,03) == cos (nr) = n, = cos 8. 


Presupunerea cà curbele-frontierá sint netede pe por- 
tiuni nu este totuşi indestulüloare : chiar pentru a defini 
raza de curbură, trebuie să facem uz de formula 


R = (ap Aaa PE (aaa =a N (13) 


Dacă dorim ca curbura 1/R să varieze continuu cel 
puţin pe porțiuni, trebuie ca funcţiile (2) să fie de clasă cel 
puțin C? pe porțiuni. 


În general, se pot considera curbe de clasă 
Ci, definite de funcții (2) de clasă CZ. Dacă 
aceste funcții sint desfăsurabile în serii după 
puterile parametrului, curba se numeşte analitică. Este ușor de înţeles ce 
înseamnă curbă (respectiv linie) de clasă CA pe porțiuni, analitică pe 
porțiuni ete. În particular, curbele jordaniene sint curbe de clasă C°, 
cele netede sint ds clasă Ct, cele cu curbură continuă — de clasă C? etc. 
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Cel mai adesea este suficient să ne limilăm la așa-numitele curbe Liapunov, care satisfac 
următoarele condiții : 

a) sint netede pe porţiuni ; 

b) există un număr d astfel incit dreptele paralele cu normala la curbă intr-un punet æ 
intersectează cel mult odată acea porțiune a curbei care e siluală în interiorul cercului 5 (3; d); 

c) există o constantă M > 0 si o constantă U — p x 1, aslfel incit pentru normalele +, 
Ng în două puncle ae, Xy avem 


= 
(n, nj) s H |a — ay |". (14) 


În aceste relaţii, numerele d, H, u nu sinl funcţii de punct. 

Condiţia a) arată că curbele Liapunov au tangentă ce variază continuu pe porțiuni. Con- 
difia b) poate îi interpretată ca o condiție suficientă pentru a putea scrie ecuațiile (2) sub forma 
Xa == [(z). Condiţia e) este o condiţie de mărginire unitormă a variaţiei direcției normalei 
(sau  tangentei). 

Întrucit curbura este definită prin formula 


~ 
1/R = d(s,z,)/ds, (15) 


se vede că conditia (14) este apropiată de conditia ca curba să fie de clasă C7, În fapt, se poate 
demonstra că dacă curba este cu curbură continuă, condiţiile lui Liapunov sint salislăcute, 
Curbele Liapunov pot fi deci privite ca intermediare între curbele de clasă C! si C*, 


d) Funcții de punct în plan 


Vom avea de repetate ori de-a face cu functii de punet (reale sau complexe) definite in 
anumite domenii sau pe anumite linii din plan, 

Pentru functiile de punet din plan, se pot da generalizări ale noțiunilor din $ 1. Dar in 
ce priveşte functiile de punct pe anumite linii rectifieabile, este mai simplu ca acestea să fie pri- 
vite ca funcţii de lungimea arcului de curbă pe fiecare componentă a liniilor considerale. Evi- 
dent, astfel de funcţii pot aparţine diferitelor clase CP. 


În particular, prezintă deosebit interes funcţiile ce satisfae condiția 
ft) — f(9)| « Ho — ay". (16) 
Dacă æ, zr,€ SN, funcţia f se zice că este hólderiand pe Sk. 





Dacă ÎN este o linie, condiția (16) Lrebuie să fie separat verificală pe fiecare din curbele 
ce intră in alcătuirea acesteia. Pe o curbă netedă, f (3) poate fi privilă ca functie de s. 

Apropierea dintre formulele (14) şi (16) este vizibilă. 

Menţionăm încă faptul că pe o curbă Liapunov, cosinuşii directori r,ns $i cosinusul unghiu- 
lui 9 format de normala într-un punct æ cu direcția din ar în all punct Xy. sint funcţii hólderiene. 

Printr-un oarecare abuz de notație, dacă o curbă este de clasă C^, (sau V) în raport cu un 
parametru definit pe o allă curbă, lie ea S, vom scrie că ea este de clasă CE (57) (sau V(.^)). 

Pentru detalii asupra clasificării funcțiilor si curbelor, vezi C. Miranda [1]. $1; F. Gahov 
[1], $ 1.2; N. Mushelisvili [4], capitolul 1 si Anexa 1; L Vekua [1], $5 1.1 si 1.2. 

Unele din aceste proprietăţi (de ex. cele relative la curbele Liapunovy) pot fi generalizate 
si la cazul suprafefelor din fa, 
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În cele ce urmează, vom folosi frecvent formule de legătură între 
valorile unor funcţii in Z, şi valorile lor pe Z. De fiecare dată în aceste 
formule vor interveni valorilela limită ale funcţiilor, în sensul definit în 
(1.1.6) —(1.1.8) — cu modificárile cuvenite de notații: Z si £, în loe de 
J^ si F. Dacă Z^ este o curbă simplă închisă, avem deci 


J* (X) = lim (a) pentru pe Zt; eee, aT) 
f (Gm) —1lim f(x) pentru te 27, $»— Xe, 


(dacă aceste limite existi!) În cazul unei frontiere cu mai multe componente, indicii +, — 
trebuie înlocuiţi prin i, e (vezi pag. 696). Dacă în alcătuirea frontierei intră curbe deschise, 
pentru acestea se poale defini (tinind seama de sensul de parcurs) o vecinătate „„dreaplă” si 
una „stingă a fiecărui puncl care nu esle un capăl, si deci se pot considera si aci valori la limită 
de tip (13). 


e) Formule integrale 


Cea mai frecvent utilizată formulă integrală — fácind uz de valori 
in domeniu, si de valori la limită ale anumitor funcţii — va fi formula 
lui Riemann-Ostrogradskii (vezi de ex. M. Nicolescu et al. [1], vol. 2, 
cap. 9) 


z [Pi (23,25) n4 + Po (2,25) hal de -W (P, 4 + Paa) dD, (18) 


e 


unde am notat cu €? frontiera domeniului (simplu conex sau multiplu 
conex) 1! Ca. 


Această formulă este valabilă dacă && este o curbă netedă pe porțiuni, iar funcţiile 
P, P, au derivate parțiale de primul ordin mărginite si integrabile (in particular, continue) 
în Sf +. Pentru detalii asupra cadrului de valabilitate al acestei formule (si în general al formu- 
lelor stokiene) vezi O. Kelog [1], $ 4.12; K. Krickeberg |1]: M. Nicolescu et al. [1], volu- 
mul 2, capitolele 9 si 19; S. Stoilov [1], volumul 2, $ 1.2; vezi de asemenea |. Ghelfand si 
G. Silov [1], $ 3.1, pet. 1. 


Tinind seama de (12), pulem pune (18) si sub forma 


d P dag — P dr = y (Pia + Pas) AD. (19). 
le 
ott 


Dacă sf * este multiplu conex, sensul de parcurs este cel direct pe componenta 
exterioară a lui *&, si cel retrograd pe componentele interioare, 
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& 4. FUNCŢII DE PUNCT CA FUNCŢII DE DOUĂ 
VARIABILE COMPLEXE CONJUGATE 


a) Variabile 3, 3 


Toale formulele din capilolele 5 si 6 presupun că avem de-a face eu planul raportat la 
“coordonate carteziene ortogonale z,,x,, așadar planul in care s-a stabilit o corespondenţă biunivocá 
între punete si perechile ordonate de numere reale (7, Ta) Alaşiud fiecărui punct numărul 
complex 3 = T, + Í r, (punctul de la infinit se natează 4), rezultă cà orice functie de punct 
G (2. ta poate fi privită ca funetie de variabila complexă 3. 

Proprietăţile acestei funcții nu apar însă ca o generalizare firească a celor ale funcției ini- 
tiale. În afară de aceasta, dacă — așa cum este frecvent cazul — functia G(r,, ta) este dată 
prin intermediul unei „formule”, care permite construirea valorii G(x,, Tẹ) prin operații precizate 
asupra numerelor ty, Ta — această formulă nu poate fi în general transcrisă numai cu ajutorul 
variabilei 3. 


Introducind însă $i operaţia de conjugare, si considerind variabilele 
complexe conjugate 
& — 9, ta g = — d, (1) 


obținere evident 
1 TM | 
d = Reg = u la th T. 1m ——-(8— 38. (2) 


Prin urmare, este convenabil ca orice funcție (reală sau complexă) 
de punct G(X x.) să fie pusă sub forma 


G (tp 2$) xs GQ, 3), (3) 


unde membrul al doilea poate fi întotdeauna efectiv scris cu ajutorul unei 
formule, dacă membrul întii posedă această proprietate. 


(Remarcăm că, printr-un anumit abuz de notație, vom păstra simbolul functional G, 
independent de faptul că avem de-a face cu variabilele x, x4 sau 3,4.) 
Desigur, à este in fapt o functie (chiar functie continuă) dea. Aceasta nu este insă o funcție 
derivabilă, intrucit raportul 
õa — 8x,— iv, — 1 — (81/81) E (8x,/8x,) 
p c se ES MEN Lu M DM sre MEUSE e ERE S, | Ap ln, E aa Pa x 


= = (4) 
GA 8x, hidra 1 -p (r/r) 1+ (ralit) 


nu posedă o limită unic determinată pentru 83 — 0. 
Tocmai aceasta explică motivul pentru care nu este convenabil a privi functia G ca functie 
de o singură variabilă complexă 3. 


Dacă pentru un 3 dat, valoarea funcţiei G (3, 3) este deplin determi- 
natà (aşadar, dacă G depinde de punet, şi nu şi de drumul pe care acest 
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punct a fost atins), funcţia se numeşte uniformă. Dacă pentru 3 se a” 
avem G(a', 3) ÆG", 3"), funcția se numeste univalentă. 

Așadar, pentru o funcție uniformă, unui punct 3 ii corespunde cel 
mult o valoare G (3, 3) ; pentru o funcție univalentá, unei valori G îi cores- 
punde cel mult un punet 3 in asa fel încit G =G (3,5). 


b) Operatori diferentiali 


| Să privim formulele (1) ea definind o schimbare de variabile indepen- 
dente. Folosind pentru derivatele parțiale în raport cu à, 4 notația adop- 
tată in $ 1.1, pag. 33, avem deci 


Ga => (a — ia), Gi (Gi + i8), (5) 
sau incá 
G- =0, + Gu, Ga —i(G,, — G 1). (6) 


De aci obţinem uşor mai departe 
1 1 1 . 
Gui ae (8,1 + G. 22) -— A AG, Gu ai 4 (Gai = G, za 7— 2i Ge), (7) 
(unde A este operatorul lui Laplace în 2 variabile). 


Avind În vedere utilizarea coordonatelor polare 


à = R exp (iy), (8) 


se stabilesc și formulele 


Ga = [exp (50] Ga + [exp (— 501 Gi , (9) 
Gy = iR (lexp (5)] Ga — [exp( — 11 Ga), 
sau încă 
; 1 . -1d 
Ga =- lexp (~ b] IG — iR! Gu] "en 


(Expresia derivalei in raport cu 3 obținindu-se — ca si in (5) dealtfel — prin trecerca In mem- 
brul al doilea la cantilatea conjugată.) 
Din (7) si (10) căpătăm incă pentru operatorul lui Laplace 


AG — Gy d Gs = 46447 Gg + R Ga ROG: (11) 
Pentru orice functie complexă de clasă C! 


FG, 2) £2 F6,8) > fy GS, y) Hif G4. my) (12) 
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unde f,. f; sint reale, obținem din (5) formulele 


1 
fa x 2 Idra T la a) + i (faa T fis. 


(13) 
1 
[i e la — fa dua tr fi. 


În particular, avem evident (compară cu (4)) 
j=, (14) 


-ceea ce subliniază caracterul exterior al operaţiei de conjugare, şi permite să considerăm formal 
variabilele 3. à ca variabile independente din punctul de vedere al proprietăților diferențiale. 


Subliniem faptul că toate operaţiile care isi au originea în (1)—(6) au un caracter formal : 
3 şi â nu sint variabile independente, „derivatele din (5) nu sint în fapt derivate (limite de ra- 
poarte de creşteri elementare) etc, Totusi, acest mod a rationa este extrem de util, si el poate fi 
riguros fundamentat. (Vezi L. Ahlfors [1]. $ 2.1, pag. 41—42). Totodată, el poate fi privit ca 
un drum euristic ce conduce la anumite rezultate, întotdeauna cu putință de verificat à-poste- 
viori. 

„A integra in raporl eu 3" — înseamnă a găsi o funelie a cărei derivată — în sensul din (5) — 
4n raport cu să fie funcția dală. În calcularea acestor integrale nu e deci vorba nici odată de 
drumuri de integrare, de condiţii la limită etc. Din (14) se vede limpede de ce este îngăduit să 
tratăm aci pe à și 3 ca variabile independente, din punctul de vedere al proprietăţilor legate de 
operațiile de derivare. Anumite precautiuni sint desigur necesare (vezi de ex. N. Mushelisvili 
[5]. 8 2.2) — dar raționamente ca de exemplu cele din (5.2) — (5.4) sint intotdeauna permise; jar 
formula lui Pompeiu (vezi mai fos, pag. 710) permite să inlăturăm orice dubiu, chiar si in cazul 
unor funcţii care nu sint functii analitice de a singură variabilă complexă, 


Pentru a găsi extremele funcţiei G (fi; x), trebuie să cănLlăm soluţiile sistemului 
G > Ga — D, (15) 
și să verificàm dacă in punctele corespunzăloare avem 
(Gig) — G1 Gag < 0. (16) 


În acest caz, avem un maximum sau un minimum, după cum G sau — cera ce este fte- 
p RS 
daşi lucru — G aa) este negativ sau pozitiv. 
Tinind seama de (5) —(10), putem inlocui (15) prin ecuaţia 


Ga cU, (17) 


sau încă, dacă este convenabil să facem uz de coordonale polare i 


Gs — IRIG, =0, (18) 
Inirucil avem 
LEA is)? t Gai G ga = 4 IG, a G i == (Gl bee 
= RU HG agy — Rn G y)? — G pr (Gus t RG pl (19) 


le aci deducem ușor conditiile ce înlocuiesc condiția (16). 
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În tine, intrucit avem 
G u = - [exp (— 21] (G ar — R^" Ga. — R" G yo) — 2i (R" G my — RO "Gl 
deducem usor 


1 
G,—76GgGjiit26,;— 3 (Gan — R G p — R? G yy) cos 2X. — 


1 
— (R^! G py — R^* G) sin 2y + 3 (Gan + R7! Gg + R G gy) (a0) 


ceea ce permite să determinäm natura extremului In variabile complexe sau polare. 


Aceste criterii Isi pierd valabilitatea pe frontiera domeniului ; de aceea este necesar să se 
considere și valoarea la limită a derivatei normale G „|æ, şi să se caute şi extremele derivatei 
tangenţiale pe frontieră G |æ. 


Dacă 3 se deplasează pe o curbă & de clasă Ci, din (1)5i (3.12) 
urmează 


à (s) = xi (s) + iza (8) = — na + in, = i (cos $ + isin 9), 
adicá 
4 (85) = iexp(i9), exp (i9) = — îs (s). (21) 


Prin urmare, pentru versorii s, n definiti in (3.12), putem îolosi 
notaliile complexe (acestea nu sint egalitáti !) 


S = (zi, a9) — 3'(85), m = (a, — wi) = — iy (8); (22) 
(înmulţirea cu — i corespunde, evident, rotirii de 90^ in sens retrograd). 
Tinind seama de (5), avem pentru orice funcţie complexă f, + i f, : 
f, 8G) = = fari + faz + (faze — fax, 
de unde, utilizind şi (3.12) : 
Î., 345) = Eths Tibe, (23) 


si analog 


; 1 ! 
f, (5 = 3 de = İ fah (24) 
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Pentru o functie complexà oarecare deducem de aci 


1,800 E £389. f,— IV — faa GL (25) 
Dacă f este reală, atunci (24) decurge din (23) prin conjugare, iar (25) conduce la 


[a = 2Re[f,à(9], f,-—21mIf,3' (3). (26) 


c) Integrala definită. Condiţii de uniformitate 


Integrala curbilinie 


P 
I (33) =| f (3 3) d& + g (5, 8) dà (27) 
Pe 
— unde f, g sînt funcții complexe uniforme — se poate calcula prin sepa- 
rarea părților reală şi imaginară ; aceasta conduce la a calcula două inte- 
grale curbilinii reale pe curbe care merg din punctul P, în punctul (fix 
sau variabil) P. În general, astfel de integrale nu sînt uniforme. 

Ca funcţie de limita sa superioară, integrala (27) este o funcție deri- 
vabilă : 

il =h £479. (28) 


Pentru a stabili condiţiile in care (27) este o functie uniformă, trebuie 
să utilizăm analogul complex al formulei lui Riemann-Ostrogradski (3.19), 
care poartă numele de formula complexă a lui Stokes (L. Milne-Thomson 
[3], 8$ 3.25) : 


d fü 9d +g (88) A8 = zi — go aD, (29) 
ar =! 

AT 
unde €* este frontiera domeniului mărginit 7” (eventual multiplu conex). 


Această formulă se demonstrează uşor, tinind scama de relaţiile (13), separind partea reală 
de cea imaginară, şi utilizind (3.19). În particular, din (29) urmează 


ned fag = = 2 m || fx aD, m d fas = 2 Re (Í f an. (30) 
| E € 


ot AT 


Să admitem acum că I (4, 3) din (27) este uniformă in 2, De aci 
urmează evident 


$ ar od =0 (31) 
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pe orice curbă închisă situată in J. Comparind relațiile (29) şi (31), 
rezultă că în orice porţiune /* C 2, trebuie să avem 


i (f; — 9a) AD = 0. (32) 
» 


Or, dacă o funcție continuă este diferită de zero intr-un punct, 
există un domeniu de măsură (arie) nenulá în care ea igi păstrează semnul. 
Prin urmare, din (32) urmează condiția necesară de uniformitate : 


fi =9, in. (33) 


Fie acum, dimpotrivă, condiția (33) satisfácutá. Din (33) si (29) rezultă deci cà (31) 
este verificată pe frontiera £ a oricărui domeniu CA. 

Să presupunem mai intii că £7 este simplu conex. Atunci orice curbă simplă inchisă e$ 
conținută în ZZ definește un domeniu simplu conex +, pe frontiera căruia este verificată 
relaţia (31). Prin urmare, integrala 1 (3, 3) calculată pe orice curbă din 2, nu depinde de 
curbă, ci numai de capetele sale, și (33) rezultă a fi totodată o condiție suficientă de unl- 
formitate a integralei (27). 


Să presupunem in fine că 22 este multiplu conex, În acest caz, există curbe simple 
închise £?' continute In. ZZ, care definesc domenii a+ multiplu conexe : de exemplu, o curbă 
(7 care contine in interior o componentă X. Intrucit (29) este valabilă pe frontiera lui 
a^, urmează (ținind seama de sensul opus de parcurs pe g7 si £g, $i presupunind că 
funcțiile f, g sint prelungibile pe £ hi 


| LE vai d | dà + g dj. (34) 
g gj 


Intruelt nu există nici un motiv pentru ca această din urmă integrală să fie nulă, 
inseamnă că integrala pe e poale fi diferită de zero, si deci valorile integralei 1 (4, 3) pe 
două curbe deschise ce formează Împreună o curbă €F" care confine in interiorul ei o compo- 
nentü PP „a frontierei, pot ti diferite. 


Prin urmare, (33) este condiţia necesară si suficientă de uniformitate 
a integralei (27) numai în cazul unui domeniu simplu conex. În cazul unui 
domeniu multiplu conex, ea rámine numai ca condiție necesară de uni- 
formitate. 


Să considerăm acum — mai general — o funcție de punct (3, 3) cu proprietăți care vor 
permite apoi să cuprindem şi cazul integralei (27) în £2 multiplu conex drept caz particular. 
Pentru variația unei functii o intre punctele A, B din 2, vom folosi notația 


[94 = P Ga- ja) — € (84^ gah (35) 
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Desigur, orice curbă închisă €?' poate fi privită ca parcursă pornind dintr-un punct 


al ei P^ si sosind în punctul P^, punctele P^ şi P+ fiind confundate geometric, Variația 
funcției m se va serie 


[Plg P+ T b Gp. ip) t. 9 (b... dp). (36) 


Dacă această variație nu depinde de P, vom scrie mai simplu 


Ploae P+ - [91g F (37) 


subinfelegind că «?' e parcursă în sens direct, 
Condiţia de uniformitate a funcţiei o într-o porțiune 2 C. £7 se serie deci 


[9l a. = 0 (38) 


pentru orice curbă închisă £' din £7'. 


Să demonstrăm că : dacă o funcție de punct 5 (3, 3), este continuă In Si -- £F, uniformă 
în orice porţiune simplu conexă a lui £Z, si satisface pentru orice puncte P, Q ce pot fi privite 
ca apartinind unei tăieturi, condiția 


[9197 = Ie, (39) 
atunci variaţia ei pe orice curbă închisă 4&9 din £7 depinde numai de variația ei pe compo- 
nentele interioare ale frontierei, cuprinse în 4$", 


Într-adevăr, să atribuim rolul curbei 7 la două curbe simple inchise Pj, 5^7 care nu 
se intersectează, sint conținute în ZZ, si cuprind în interior numai componenta Z^, a frontierei. 





Fig. A.4.1a Fig. A.4.1 b 


Fie & , 9 curbă care separă din £Z un domeniu dublu conex care contine ambele curbe P; A 
Ti. Fie a, b, o tăietură care transformă acest domeniu într-un domeniu simplu conex, În 
fine, fie P și Q punctele de intersecție ale acestei tăieturi cu ^^ și S7. 

Întrucit curba Q^ 7; Q* P* ";P- Q^ este situată într-o porțiune simplu conexă din 
£f, urmează că variaţia funcției ọ în lungul ei este nulă. (Curba 47 este parcursă în sens 


direct, iar S5 în sens retrograd.) Avem prin urmare, tinind seama de (39) si de sensul de 
parcurs : 


ele: pr = Plog; at 
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Punctele P, Q fiind oarecare, rezultă evident că variațiile funcţiei 9 nu depind de alegerea 
lor ; intrucit funcţia o este continuă In ZZ + S£, avem în definitiv 


lale’ - [9] 7 - lg, (40) 


Rezultatul rimine valabil dacă %7" are puncte duble. El se poate generaliza la curbe în- 
chise care conţin 1n interior mai multe componente interioare ale frontierei; în acest caz avem 


m 
[e (3 le. - Y R, Ile, (41) 
j=l 
unde n, este diferența dintre numărul de drumuri inchise parcurse pe **' in sens direct In jurul 
lui S, şi numărul celor parcurse în sens retrograd. 
i figura A.4.2 am considerat din nou domeniul din figura A.3.1, si o curbă inchisă 
E?” = P PP, Aceasta poate fi descompusă In suma curbei închise P,aefhij PimnoP,, situată 


in intregime in domeniul simplu conex zt, şi a anumitor curbe inchise care contin fiecare 
cite o singură componentă interioară a frontierei. Taàieturile de pe figura A.3.3, sint identice 





Fig. A.4.2 


cu cele de pe figura A.4.2; ele sint trasate în asa fel incit să traverseze numai aceste curbe 
inchise, şi nici o porțiune a curbei date a cărei traversare poate fi evitată, 
Prin urmare, în acest exemplu avem 


Putem studia acum aspectul integralei (27) pe orice curbă din 2 *. Într-adevăr, dacă 
condiția (33) este satisfăcută, aceasta este o functie uniformă în orice porțiune simplu conexă 
din 2”. Intrucit funcţiile f şi g sint uniforme, ea satisface si condiţia (39). Prin urmare, i se 
pot aplica cele spuse despre funcţia (4, à). 
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Pe orice curbă inchisă ' avem evident 


lil: 4 [ dj + 9 dj. (42) 
a 


In particular, vom nota 
1 l 
I, = — Hedley = — f dà + 9 dà. (43) 
ri | mjg, 


Intrucit am presupus cà f si g sint uniforme, integralele (43) sint niste constante, numite 
constantele ciclice?) sau perioadele integralei 1 (3.3). 

Evident, orice curbă deschisă 4? mergind din P, in P poate fi completată cu o curbă 
deschisă , mergind din P în Py, formind astfel o curbă închisă «*'. Alegind pentru &£, o curbă 
simplă deschisă (care nu contine deci in interior nici o componentă interioară a frontierei), 
(ăcind uz de formula (41) si tinind seama de sensul de parcurs, obținem 


fi 


[Hle g, 7 Y, ns Ug, 


de unde 
TN MM ON 
| ra adj = | fat od) + Vin c Ady + gdis 
PVP P, P Bel J z, 
ceea ce se va scrie mai pe scurt 
T 
I 3) — f. D 256 Vn, £L, (44) 
j=i 


unde integrala /, (3, 4) poate fi calculată pe orice curbă &, între P, si P, care nu iese din at, 
aşadar nu lraversează tăieturile. 


În exemplul din figura A.4.2., integrala 7, poate fi calculată de pildă pe curba PyonmlP. 
Avem deci 
I (8. 3) = dH 3) + ani (— 27, + I, — I 
Din (44) rezultă deci : condiția necesară si suficientă pentru ca inte- 


grala (27) să fie o funcție uniformă în domeniul multiplu conex 2*, este 
ca să fie satisfăcută condiţia (33), si ca perioadele 7, din (13) să fie nule. 


d) Formula lui D. Pompeiu [1], | 2] 


Să considerăm o curbă simplă închisă € in 2 si să presupunem că ea nu cuprinde In inte- 
rior nici o componentă a frontierei. Domeniul simplu conex mărginit de 7? se va nota cu «X ^. Sá 
notăm cu Z = X, -+ i X, un punct curent în ZZ si să considerăm functia 


g ZZ: Ds m (45) 





1) Uneori, acest nume este atribuit constantelor Amily. 
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pentru un punct oarecare, însă Tix, 3 € .of X C £2, f tiind o funcție uniformà f (3. 3) e CA Zr) 
(1 c (2 4 ). 

Trasind un cere Y’ definit de| Z — 3| = e, si o táleturá de la "la &, putem aplica formula 
(29) functiei (45). Obtinem evident 


| ZZ) az i MZZ) anzi | T en dX, X,. (46) 
Jg ox — 3 NE DR az Ecc 
be 


Trecind la coordonate polare Z = 3 + zexp(i0) pe Yh obţinem cu ajutorul primei teoreme 
a medie] 


, e [n [îi kre, 
lim | r2 dz = lim PL LIE Ei exp (iĝ) d9 = Z2rzif (3. 35, 
LU JM Z£E—b$. £-—Ü lg e exp (i8) 


astfel că (46) conduce Ia formula lui Pompeiu 


1 F ' a 
[ PEZ. 1 ( PIEZ) A, dA. (48) 


f (3. à) == rm A wu 
20i | g £— 3 T d Z Z-—4 


ei 


in telul acesta se obțin valorile funcției f în o£ * dacă se cunosc valorile sale pe € , şi valorile 
derivatei sale în „7 ". Prin urmare, formula lui Pompeiu dă soluția ecuaţiei f, = F, dacă F şi va- 
loarea Ja limită a Iui f sint cunoscute, 

Formula rămine adevărată dacă 7 este frontiera unui domeniu multiplu conex continut 
in £7 — şi, în particular, dacă F — F sigt = £7 — cu conditia ca formula complexă a lui 
Stokes (29) să-si păstreze valabilitatea. 


Trecind in (48) la cantități complex conjugate si notind apoi funcţia f din nou eu f, 
obținem si 


1 n. 1 Of(íz.7 dX,dX 
f(z.z) is - WV f. 7) docu (49) 


fü d-——40 2 E 
2m le z—3 T üz zc. 
ott 
Studiul amănunţit al formulei de tip Pompeiu (cadru de valabilitate, operatori 
diferentiali si integrali asociați ete.) tine de teoria funcțiilor analitice generalizate, Pentru detalii, 
vezi I Vekua [1], capitolul 1. 


$ 5. FUNCŢII ANALITICE DE O VARIABILĂ COMPLEXĂ 


Un deosebit interes il prezintă studiul functiilor care din punct de 
vedere analitice sint functii de o singură variabilă complexă : 


ff. (1) 
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a) Funcţii uniforme. Serii. Singularitáfi 


Vom considera deocamdată numai funcţii uniforme de 4. Definiţiile 
funcțiilor continue, hólderiene, cu variație mărginită, sint similare celor 
din domeniul real. 

Dacă funcția considerată este diferentiabilé ca funcție de a, £a 
(sau, ceea ce e același lucru, de 3, 3), atunci (1) echivalează cu 


fu — 0. (2) 
În acest caz, f(a) posedă o derivată unică 
ff. (3) 


care nu depinde de direcţia după care e atins punctul 3. O astfel de funcţie 
se numeşte monogenă sau olomorfá (într-un punct, respectiv un domeniu). 

Tinind seama de (4.5), obținem din (2) condiţiile necesare pe care 
le verifică partea reală si partea imaginară a oricărei functii monogene 
f = fi Fifa: ecuaţiile lui Cauchy- Riemann 


ha v fan fiz ES faa . (4) 


Verificarea ecuațiilor (4) nu este suficientă pentru a asigura monogeneitatea. Dacă 
însă f, și f, sint diferentiabile (sau chiar numai continue) atunci funcția f = f, + i f, pentru care 
ecuațiile (4) sint verificate, rezultă a fi monogenă (vezi de ex. I. Privalov [2], § 2.4). 

Din ecuaţiile (4) urmează că funcţiile fj, f, satisfac ecuaţia lui Laplace, Astfel de funcții 
se numesc armonice conjugale, 

Orice funcţie armonică poate [i privită ca parte reală (sau imaginară) a unei funcții de 
o variabilă complexă, de clasă cel puțin C*. (Vom vedea că este suficient ca funcția să fie pre- 
supusă de clasă Cl.) Acest fapt explică strinsa legătură dintre teoria funcțiilor de o variabilă 
complexă şi studiul ecuaţiei lui Laplace sau al unor ecuaţii inrudite (ecuația lui Poisson, ecua- 
ţia biarmonică). Pentru o expunere consecventă a acestui punct de vedere In integrarea ecuației 
lui Laplace, vezi de exemplu C. Iacob [5], capitolul 1; S. Stoilov [1], volumul 2, $$ 1.1—1.8; 
capitolul 2. 

Condiţia (2) se cere satisfăcută pe orice drum parcurs de punctul 5 în acel domeniu in 
care f are forma (1). Aceasta înseamnă că ecuaţiile (2) sau (4) se înţeleg ca fiind satisfăcute în 
toate punctele interioare, dar nu in puncte frontieră ale domeniului de definiție, Acest fapt obligă 
la a considera numai domenii (mulțimi deschise și conexe) ca mulțimi de definiție pentru functi- 
ile ce ne vor interesa. Dacă anumite proprietăți vor fi valabile si pe frontieră, aceasta se va spe- 
cifica aparte. 

Făcind uz de (4.5), ecuaţiile (4) se pot pune si sub forma 


ha ih fha = — ikir (5) 


Din (4.24) deducem ca condiție echivalentă cu (2), condiția 


[,, 7A: (6) 
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verificată pentru orice curbă din interiorul domeniului de definiție. In acest caz, din (4.23) ob- 
ținem pentru f = f(3): 
fa O = f, A, (7) 


Ecuația (6) conduce la generalizarea formală a ecuaţiilor (4) : 


fn = fm fus = — Rae (8) 


În cele ce urmează ne vom ocupa mat Intli de funcţii olomorfe definite in domenii £7, mär- 
ginite de linii .Z cu componente închise, 


Dacă f(4) este olomorfáin Z, atunci pentru orice curbă netedă pe 
porțiuni & (inchisă sau deschisă) cuprinsă in Z, poate fi definită integrala 


( f (è) dà, (9) 
-7 


a cărei valoare depinde in general atit de funcția f (3), cit și de curba «€. 
Un rezultat fundamental îl constituie teorema lui Cauchy : dacă f (3) este 
olomorfü in Z, atunci avem 


b f(g)da 0, (10) 
Je 


unde & este frontiera oricărui domeniu (eventual multiplu conex) af * C A. 
Teorema rámine valabilă si pe Z, dacă f(3) e C^( ££ + 2). Dacă sf? este multiplu conex, 
(10) se Infelege ca sumă a integralelor luate pe toate componentele lui S (in sens direct pe Ze, 
si în sens retrograd pe Pi = 1, 4, s. I). 
Dacă £7 este simplu conex, din (10) urmează că integrala (9) nu depinde de drumul (des- 
chis) €, ci numai de f (3) si de capetele acestui drum. În acest caz, funcţia 
r 
t) = | fG) a (1) 
T 
privită ca funcție de limita superioară de integrare este de asemenea olomorfü 1n £7, intrucit 
ea este uniformă și monogenă, derivata ei fiind 


gi) = fG) (12, 


Orice funcţie g (3) ee verifică relația (12) se numește o primiliod a lui f (3). Integrala deti- 
nitá (11) este una din primitivele lui f (3), $i calculul cu primitive poate fi folosit in domeniul com- 
plex, ca și în cel real. 

Tinind seama de cele spuse relativ la integrala (4.27), din (4.43), (4.44) avem pentru f (4) 
olomoriă intr-un domeniu multiplu conex : 


| fü) d = TG) d} + 2zi Y, n, I, (13) 
€ T, j—1 


unde 


fi 
bace Pai (14) 
ari | z, 
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Curba “7, are aceleaşi capete si acelaşi sens cu 9S", si nu traversează nici una din tăieturile ce 


transformă domeniul Z intr-un domeniu simplu conex a : Funetia | f(3) dà este deci uniformă. 
e, 
Asupra naturii funcţiei (13) vom reveni in (60). 


Teorema lui Cauchy (10) conduce la formula lui Cauchy : dacă fla) 
este olomorfá in 2, atunci pe orice curbă închisă & interioară lui £ 
avem 

1 
eh L5 


27i ]gt—g 





dt, pet, wirt, teg. (15) 


Formula rămine valabilă pentru un ansamblu de curbe închise, situate in interiorul iui £2, si 
definind un domeniu A+ C B. Ea rámine valabilă si pe ZZ, dacă [(3) e D + P). 

Prin derivare, căpătăm din (15) 
n! ff) 


fg) = — —di; $4€e5, leg. (16) 
axi | (t—37*! 





Orice funcţie olomorfá in 27 are deci derivate de orice ordin in ZZ, si tmpártirea funcțiilor in clase 
C? 15i pierde sensul. Despre existența şi comportarea derivatelor (16) pe 5? nu se poate spune 
nimic a-priori. 


În vecinătatea oricărui punct 3, aparţinind domeniului ei de olo- 
morfie, funcția f(3) poate fi scrisă sub forma unei dezvoltări în serie 
Taylor : 


fü = y f. (17) 
fi = 
unde 


(m (a | 
Fed lo 1 [ Püjb—qupe|dts te, mw. (8) 
n1 Ani | g 


Un punct în care (17) nu este valabilă se numeşte punet singular 
(de caracter uniform — intrueit f(3) este uniformă). 

Reciproc, considerind serii de forma (17), unde coeficienţii sint nişte 
numere complexe oarecare, se poate demonstra : 

a) prima teoremă a lui Abel: dacă seria (1T) este convergentă în 3,, 
ea este absolut convergentă în interiorul cercului S(35, |31 — 341); 

b) teorema lui Cauchy-Hadamard : seria (17) este absolut convergentă 
în interiorul cercului S(a,, E?) (numit eere de convergentă) unde *) 


" 
1/R* = lim If]; (19) 
Tl a3 
*) Dată fiind o mulţime de numere reale gp, se notează lim a, acela dintre punctele de 
acumulare ale mulțimii situat cel mai la dreapta pe axa reali. 
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în exteriorul acestui cere, seria este divergentă ; despre convergența ei 
pe însuși cercul considerat, nu se poate spune nimic a priori. 


Convergenta seriei (17) este uniformă in orice compact interior cercului de convergență. 

În interiorul cercului de convergenţă, suma seriei (17) este o funcţie olomoriă, jar seria 
(17) rezultă a fi chiar seria Taylor a acestei funcţii. În felul acesta, se stabileşte în fond identita- 
tea între definiţia olomorfiei după Cauchy (cu ajutorul noţiunii de monogeneitate) si definiţia 

Există deri o corespondenţă biunivocă între functiile olomorfe și seriile Taylor corespun- 
züloare lor: aceasta este teorema de unicitate pentru seriile Taylor (fără echivalent in domeniul 
real). 

Din convergenta uniformă a seriei (17) rezultă că derivata de orice ordin a sumei sale 
poate fi obtinula prin derivare termin cu termen. Raza de convergentă a seriilor astfel obținute 
este deci tot RU (ceea ce rezultă şi direct din (19)). 

Din (18) urmează, în interiorul cercului de convergenţă : 


| fal s MRR", n0, unde M(R) = maxlf(3),13— del = R. (20) 

În particuler, pentru R < RO avem evident M(R) « M, şi deci 
IŢI MIR" pentru R « RU, (21) 
Coincidenta între dezvoltările în serii Taylor (convergente) si func- 


tiile olomorte într-un cere conduce la considerarea seriilor Laurent : 


+ sa 
jo = v fo (22) 
H=- 
Partea corespunzătoare indicilor n > 0 poartă numele de parte regulată ; 
cea corespunzătoare indicilor n < 0, de parte principală a seriei. 


Partea regulată este o serie Taylor, convergentá în interiorul cercului 5 (3,, R°). Prin 
intermediul unei inversiuni Z = 1/(3 — $54). partea principală din (22) devine partea regulată a 
unei functii de Z, nule în origine: 


i an 
Y fai = M IZ (23) 
fl Mi | 


Notind eu 1/R! raza de convergență a seriei in Z obținute, avem din (18) : 





E 
R = lim Ifat (24) 


Prin urmare, partea principală a dezvoltării (22) converge absolut si uniform in orice 
punct ] Z ] = LRI, asadar in exteriorul cercului $ (34, RI). 


Orice serie Laurent este deci absolut convergentă în interiorul unei 
coroane circulare, gi uniform convergentă în orice compact interior coroanei 
considerate. Valoarea AK! depinde numai de coeficienții părții principale, 
iar =’, numai de coeficienții părții regulate a funcţiei. Pentru ca dezvoltarea 
să aibă sens, trebuie desigur să avem K! < RO, 
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În această coroană, suma f(3) a seriei (22) este olomorfá, si avem 


2-4 RO= ao) dt; teen 20, 1,42,..., (25) 
2ni Jg 


ceea ce generalizează (18); €? este o curbă simplă închisă din interiorul 
coroanei, şi care confine in interior cercul de rază Kl. 


În cazul particular in care f(3) este olomorfá în interiorul unui cere 
cu centrul în 3,, avem f, = 0 pentru n < 0 (vezi (10)). 

Făcind uz de o translație si o omotetie, vom scrie adesea (22) 
sub forma 


Ue $ fe, (26) 
unde 
is i? f (e) o- ds, (27) 
Ai y 


unde am notat cu y cercul-unitate, eu c — exp (i0) un punct curent de 
pe y, cut un punct curent din plan. (Aceasta presupune cá f (Y) e pre- 
lungibilă pe y.) 


Dacă seria (26) se reduce la partea ei regulată, funcţia este olomoriă în interiorul unui cere 
cu centrul in origine, inclusiv în origine. Dacă f = 0 pentru n > m — 0 (si desigur si pentru 
n = 0), functia se reduce la un polinom de grad m. Relaţiile (18) arată legătura dintre anularea 
coeficienţilor f, de la un anumit indice in sus, și proprietatea funcţiei de a fi un polinom (deci, de 
a avea derivate nule de la un anumit ordin în sus). În acest caz, chestiunea de convergenţă nu se 
pune, suma are sens pentru orice punct la distanţă finită (dar nu şi în punctul de la infinit !) si 
deci avem RO = co. 

Dacă funcția nu este un polinom, dar totuşi avem RO = co, ea se numeşte funcție întreagă 
(exemple elementare: exp C, sin Y). 

Dacă seria (26) se reduce la partea sa principală, funcţia este olomorfá in exteriorul unui 
cere cu centrul in origine, inclusiv în punctul de la infinit. Dacă f.,-—U pentru n>m>9, 
funcția se reduce la un polinom în 1/7, si suma are sens în orice punct din plan, cu excepția ori- 
ginii : avem deci R! = 0. O funcție a cărei parte principală este un polinom de grad m în 1/6 
se zice că are un pol de ordin m in origine (sau în general In punctul 44, corespunzător originii 
în transformarea despre care am vorbit mai sus). Întrucit atașăm termenul constant la partea 
regulată a funcţiei, rezultă că punctul de la infinit poate fi eventual un pol de ordin zero (pentru 
alte puncte, utilizarea acestei noţiuni nu are sens). O astfel de functie este deci olomorfá într-o 
coroană circulară de raze R! = 0 si RO, ceea ce nu trebuie confundat cu proprietatea de olomorfie 
in cercul de rază RD, 

O funcție care nu are alte singularităţi In afară de poli se numeşte meromorfă. Orice fung- 
tie meromortă poate fi pusă sub forma raportului a două funcții întregi. Într-un domeniu mär- 
ginit, o funcție meromorfà poale avea numai un număr finit de poli. 

Dacă partea principală din (26) are o infinitate de termeni, originea (sau punctul 3, care-i 
corespunde) se numeşte punci singular esențial! (de caracter uniform) al functiei considerate. 
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O deosebită importanţă o are reziduul funcției f(3) in ġe: 


Ja "34 Tia) da. (28) 
TI |g 


Dacă € contine in interior mai mulți poli (dar nu si alte singulari- 
táti), integrala (28) rezultă egală cu suma reziduurilor respective. Această 
teoremă — care poartă numele de teorema reziduurilor — permite caleu- 
larea simplă a anumitor integrale curbilinii. 

Dacă 3, este un pol de ordin p, putem scrie 


fa) = (3 — â0)” 9), g(3o) Æ 0, (29) 
şi atunci pentru reziduul in 3, obținem valoarea 
J-a = Up — DI g”). (30) 


Nu insistim aci asupra teoremelor clasice relative la funcţiile olomorfe sau meromorfe. 
Pentru informații, vezi oricare din tratatele indicate la pag. 684. 


b) Funcții multiforme 


Vom aminti acum unele proprietăți esenţiale ale funcțiilor multi- 
forme, pornind de la două funcții elementare. 
Fie mai intii funcția 


à = 0, p întreg, p>2. (31) 
Această funcție este uniformă, dar nu şi univalentá ; notind 
= R exp (ix), C = p exp (i), (32) 
si tinind seama cá 
exp (27i) = cos 2x + isin 2x = 1, (33) 
constatăm că celor p puncte distincte 
t= e exp[i(0 67). banh Ben osi, (34) 


le corespunde un acelaşi punct 3 = p” exp (ip0). 

Funcția (31) devine insá univalentá dacă restringem domeniul ei 
de definiție la un domeniu care să nu conțină puncte (34) distincte, de 
pildă la un sector 

k (2x]p) < 8 < (k + 1) (2x/p). (35) 

Să considerăm acum funcția 


¿= C", p întreg, p>2, (36) 
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care este (abstracţie fáemd de notație) inversa funetiei (31). Această funcţie 
este univalentă, dar nu si uniformă. Într-adevăr, întrucît pentru orice k 
intreg avem 


č = p exp (ið) = p exp [i(8 + 2kx)], (31) 
din (36) rezuità mai departe 
Ee SH Am] . x 
a = Vp emi um. Eo cp A. odi (38) 





asadar p punete distincte în planul 3. 

Prin urmate dacă punctul 5 descrie o curbă închisă JI care nu trece prin origine si nu o 
cuprinde in interior, atunci drept imagine a lui Jin planul 3 se obtin p curbe inchise distincte 
Æ , rotite unele față de altele de unghiuri 2z/p şi care în transformarea € = 3" au toate aceeași 
imagine JI. Într-un domeniu in care nu există curbe închise care conţin în interior originea, 
functia (38) se zice că are p ramuri uniforme (deci olomorfe). Pentru a le deosebi intre ele, este 
suficient să precizăm valoarea 39.; ce corespunde unui anumit punct g» 

Dacă însă curba JA contine originea în interior, imaginea sa este o curbă deschisă, si 
e necesară parcurgerea lui JZ de p ori pentru ca punctul-imagine să revină în planul 3 la 
poziția inițială. Ramurile funcţiei nu mai sint deci separate, si prin variaţia lui Ọ se trece 
continuu de pe o ramură a funcţiei pe alta. 

Efectuind o tăietură de la .7 la origine, se obțin din nou p ramuri distincte, continui 
si uniforme, ale funcţiei în domeniul modificat. Dar pe cele două borduri ale tăieturii funcția 
ia valori (are determinári) diferite, care trebuie precizate stabilind ramura pe care ne aflánr 
(așadar, prin continuitate), 

Să luăm drept exemplu cazul p = 3: 


8 i rus (39) 


Din (38) avem deci 


m Ü 2x 
A m DNE as le exp (ae) k=0,1,2. (40) 
3 


Luind drept curbă JI cereul-unitate y din planul £, obţinem imaginile din figurile 
A.5.1 sau A.5.2, după cum considerăm domeniul/[* (discul unitate), sau acelaşi domeniu tăiat 
în lungul semiaxei Ë} negative, aşadar după segmentul [— 1, 0]. În aceste figuri, am însemnat 
cu indici (*), C), ("") punctele-imagine ce corespund primei, celei de a doua şi celei de a treia 
parcurgeri a cercului Y in același sens. În figura A.5.2, segmentul [— 1, 0] are trei imagini 
(duble) posibile. Întrucit pe semi-axa E, negativă avem 0 = m, putem nota aci 


[= —T=T exp (im), OxT ŞI, | Q1) 
astfel că din (40) deducem (folosind formula lui Euler (9.6)) 


3 T- 
a3 VT a ia), 


rl -.- VF, (42) 


d 
ara - i3» 
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Fig, A.5.1 





Fig. A.5.2 


Pentru a separa ramurile funcţiei, să considerăm de pildă punctul č = 1, căruia ti 
corespund imaginile do: = 1, îg:1 = — (1/2) (1 — 13) şi 0: = — (1/2) (1 + 1V3) (adică 
punctele a', a", a" din fig. A.5.2). Ramura corespunzătoare lui k= 0 dă atunci valorile 


d 
(12) Ta 4-1]/3) pe bordul superior, 
UP uer (43) 


E 
au2)l/T a —î 3) pe bordut inferior. 


a 8 
Ramura k = 1 dă valorile — |/T pe bordul superior, respectiv (1/2) |T (1 + i |/3) pe cel 


L] 3 
inferior. În fine, ramura k = 2 dă valorile (1/2 T (1 — 1/3), respectiv — |/T pe bordurile 
considerate, 


Alegind p = 2, obţinem funcţia cu donă ramuri (vezi fig. 4.5.3) 


à n qua, (44) 
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Din (41) urmează pentru ramura k = 0 


1» iT pe bordul superior, 
en = (45) 


— i VT pe bordul inferior. 


A doua ramură k = 1 dă aceleași valori, cu semnele 
schimbate. 


În figurile A.5.2 si A.5.3, imaginile cercului y tăiat 
după segmentul [— 1, 0], prin intermediul ramurilor k = 0 
Fig. A.5.3 ale funcţiilor (39), respectiv (44), sint trasate îngroșat. 





Funcția exponențială 
à exp 5 (46) 


este, ca gi funcția (31), uniformă. Dat fiind că avem exp (ri) = 1, ea 
e periodică gi deci nu poate fi univalentá. În orice bandă 


2kx < Im { < (2k + 1), (47) 


ea devine însă univalentá. Spre deosebire de cazul funcţiei (31), pentru 
funcția (46) numărul benzilor de univalență nu este finit. 
Inversa funcției exponentiale este funcția logaritmică, 


3 = in, 
care e univalentá, dar nu si uniformă. 


Dacă T$ parcurge o curbă închisă J] ce nu contine în interior originea și nu trece prin 
ea, drept imagine a eiin planul j putem lua oricare dintre curbele închise £^, deplasate 
unele față de celelalte cu Zzi; evident, numărul acestor curbe nu este finit. Dacă însă J7 
contine in interior originea, atunci imaginea sa este o curbă deschisă ; la parcurgerea repe- 
tată a lui JJ, punctul 3 descrie un drum continuu alcătuit din curbe deschise cu capete 
comune, deplasate unele față de celelalte cu Ari, 

Folosind notația (4.37), avem pentru orice curbă € care înconjură o singură dată 
originea în sens direct : 


Int] zm. (49) 

În domenii în care nu există curbe închise care contin în interior originea, funcția 
logaritmică — spre deosebire de funcţia (36) — admite o infinitate de ramuri distincte, Intructt 
à = exp (Ing), 3"? — exp [(ln)/p], (50) 


scriind relația (49) în planul à conchidem că [j!?]g = exp (2xi/p), ceea ce explică motivul 
pentru care funcţia 3!/? — spre deosebire de cea logaritmică — este periodică. 

Pentru ambele funcţii, originea e un punct singular de caracter imulliform. Astfel de 
puncte se numesc puncte de ramificare. 
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Să arătăm cu acest prilej in ce fel formula (49) ne ajută să determinăm natura funcției 
I.3) din (4.27). Anume, după o translație de axe, deducem evident 


lin (3 — adle = mida $e, (51) 


F, putind fi inlocuit cu orice curbă inchisă & care conţine in interior (ocolind-o o singură 
dată) componenta Z^, a frontierei domeniului multiplu conex £7, si numai pe ea. 
(Remarcăm aci că funcţia logaritmică satisface condiţiile (4.37) şi (4.39). Există funcţii: 
multiforme elementare care nu le satisfac, ca de pildă 3? sau 4 In 3.) 
Pentru funcția 


a(3) = PE mna- ie, (52). 
1 


j= 
unde T j sint constantele (4.43), avem deci 
[a()] p. = fri I, (53) 


de unde urmează că funcția Ia (34) = (3,3) — a(3) are perioadele nule. Așadar, putem scrie 


un 
D= Y, tin G — 8) fo +3), (54) 
i=l 
unde l,(3,3) este o funcție uniformă în domeniul multiplu conex F. 
Alegerea funcţiei (52) nu este unică. În primul rind, ea depinde de alegerea puncte- 
lor 3, în Zi. Mai departe, in loc de (51) putem scrie 


[In (à — dle, = —2xi..  &e;, (55). 
astfel că din (51) și (55) urmează 
2 n 
Ii" E lw la -2n8., dej. (56). 
2 à "m à, d. | 
Cu aceasta, sintem condusi, in loc de (52), la funcţia 
2 (48) — V, 1, Tp (57} 
$4 8 -— ài 
ceea ce dá — în loc de (54) — reprezentarea 
57-8 
16. ie Lv Iin —— + fy (9j. (58) 
2 gi 8 —à; 


Formula (54) separă termenul multiform din I(3.3) sub forma unei funcţii de o sin- 
gură variabilă 3. Formula (58) pune in evidenţă partea imaginară, multiformá, a funcției 
logaritmice, $i o elimină cu totul pe cea reală, uniformă : 

à — 8, 
à— 8, 
Odată cu modificarea termenilor logaritmici, se modifică desigur si funcţia Iy ($ $); 


dar caracterul ei de funcţie uniformă rămine intact. 
Aceste formule ne vor fi utile în două cazuri. 


In 





= 2i arg($ — à,). (59). 
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Mai întii, din (54) urmează pentru f(43) olomorfá in 2 


ti 
g(à) -| Ka dă = b» y; In (à — 8 + gold), (60) 
j=l 
unde gQ(3) este uniformă, deci olomorfà in A, iar 
Ld (8) d (61) 
fm ; 
mo ] g! à) dà 


Pe de altă parte, de formula (58) este comod să facem uz pentru a determina funcția 
armonică f, conjugată cu o funcție armonică dată fj. Anume, din (5) avem 





h&a) -his 4 tid = — f hao = hgt (62) 
Dacă derivatele lui f, sint uniforme, (62) este de tipul integralei (4.27), şi atunci 
x Le ru) dn „PE 
fs.) ^ — Y, R In —— + fa) (63) 
2 jml — 34 


unde f} (3.4) este o funcţie uniformă, si unde constantele 
i 1 

E miei cen] lu 03 — 1,4 8 (64) 

2m |, 1,4 Li 
sint pur imaginare. Din (59) deducem acum că atit termenii logaritmici clt si funetia unitormă 

[3 (3, 3) au valori reale. 

Dacă derivatele funcției f, sint multiforme, poate fi convenabil să separüm mai intli 
partea lor multiformà $i să determinăm direct componenta corespunzătoare a conjugatei. 


Exemplele simple ale funetlilor (31), (46) pun In evidenţă legătura dintre proprietățile 
de uniformitate si univalentá. Singura funcție univalentă în tot planul este funcția omograficá 
(vezi $ 8, exemplul a): 


a = (at + biit + d). (65) 
De aci se vede că funcţii multiforme pot apare prin inversarea unor funetii uniforme, 


care nu sint univalente in domeniile lor de definiţie, 
În general, să considerám funcția uniformă 


à^f(D-h--hG—56rfi—u-Óc... (66) 


Dacă f, = f'(5,) Æ 0, atunci există un disc cu centrul în C, si de rază mai mică decit 
raza de convergență A, în care funcţia f(Z) este univalentă. In domeniul-imagine al acestui 
disc, funcţia Z = f-t (3) este deci uniformi şi olomortă. 

Dacă însă f'(5,) = 0, un astfel de disc nu există si funcţia inversă nu este desfügurabilà 
In serie Taylor. În schimb, dacă prima derivată nenulá în & este f/?(5,) 4:0, p>2, atunci se 
obține seria 


69 t Y uüa-a) (67) 
LES 
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Acest raționament. sugerează a se considera mai general serii de 
puteri fractionare, numite serii Lagrange : 


Fa) = * £L -- 89". (68) 


Este evident că sumele unor astfel de serii sint funcții multiforme, 
de acelaşi tip cu funcţia elementară (36). (Notăm că, chiar dacă avem 
f(C) sk 0, inversa seriei (66) este — în exteriorul discului despre care am 
vorbit mai sus — de asemenea multitormă, ) 

Punctul 3, poartă numele de punct critic (sau de ramificare) de ordin 
p. Dacă termenii cu puteri fractionare sint în număr finit, el se numește 
punet eritie algebric. În caz contrar el se numeşte punet critic transcendent. 

Separarea ramurilor uniforme ale funcţiei multiforme (68) se face — 
in principiu — la fel ca în cazul funcţiei elementare (36), asadar prin 
determinarea domeniului de univalenţă al funcției inverse. 


Notüm că pentru a calcula derivata unci funcții multiforme, trebuie să precizăm intot- 
deauna ramura uniformă la care ne referim (vezi pag. 712). 


c) Prelungire analitică 


Să considerăm o funcție fe(3), olomorfá într-un domeniu Ø de fron- 
tieră 7. (Indicele „zero™ arată aci faptul că funcția este olomorfá, deci 
uniformă.) Domeniul Z si funcția fa(4) privite împreună poartă numele 
de element (22, fo} Un punet-frontierá se numeşte regulat, dacă există 
un dise eu centrul în acest punet şi avind raza nenulá, dise în care 
funcția fe(3) să fie desfásurabilá in serie Taylor (convergentă). 

n felul acesta, prin punctele regulate se realizează prelungirea functiei 
fol) în afara domeniului ei initial de definiție £7; astfel apare ideea de 
funcție definitá de mai multe elemente tayloriene, convergente în discuri 
ce se acoperă partial. 


Punctele-Irontieră care nu sint regulate se-numesc puncte singulare. Prin repetarea ope- 
ratiei de prelungire, sintem conduși (in general, după un lant infinit de operaţii) la a considera 
ansamblul elementelor tayloriene obținute prin toate operaţiile de prelungire posibile, și mulți- 
mea obținută prin reunirea tuturor discurilor de convergență ale acestor elemente. Această 
mulțime poartă numele de domeniu de definiție complet (weierstrassian) al funcției considerate, 
iar funcția (3) astfel definită, de funcție analitică completă (1n sensul lui Weierstrass). Domeniul 
de definiţie complet este prin construcție o mulțime deschisă, a cărei frentierà e alcătuită nu- 
mai din puncte singulare, 


Funcția f(3) la care am fost conduși pornind de la f4(4) este in 
general multiformă. Într-adevăr, după un lant de operaţii putem reveni 
în discul de convergență al unui element; taylorian — dar fără garanţia 
de a reveni ia același element. În felul acesta, procesul de prelungire 
analitică al unei funcții olomorfe poate conduce la funcții multiforme. 
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Funcțiile uniforme care se pot obține in cursul procesului de prelungire 
poartă numele de ramuri ale funcției multiforme. 

Un caz important în care prelungirea analitică se face însă cu păs- 
trarea uniformitátii este dat de teorema monodromiei : dacă funcția olo- 
morfá fo(3) poate ti prelungită analitic în lungul oricărei curbe jordaniene 
dintr-un domeniu simplu-conex Z, atunci funcția analitică f(a) definită 
în 2 prin acest proces este uniformá, deci olomoriă, 


Pracesul prelungirii analitice poate fi simplificat dacă se face uz şi de elementele Laurent 
si Lagrange. (În vecinătatea unui punct critic sau a unui pol, este necesară o infinitate de ele- 
mente tayloriene — pe care le putem inlocui cu un singur element Lagrange sau Laurent.) Mul- 
timea tuturor elementelor obţinute in procesul de prelungire poartă numele de funcție analitică 
completă (riemanniană), iar domeniul ei de definiție, domeniu de definiție complet (riemannian), 
Acesta se deosebeste de domeniul weierstrassian prin aceea cà conține punctele singulare ca 
puncte interioare, 


Există rezultate care afirmă posibilitatea prelungirii analitice si 
permit construirea efectivă a funcţiei prelungite. 

Astfel, fie cá frontiera /7/ a unui domeniu /[ in care este definită 
funcţia f(C) conţine un are de cere T” (in particular : un segment de dreap- 
tá). Luind originea in centrul cercului de rază E căruia îi aparține arcul 
Jl', vom spune că două puncte sint simetrice față de T” dacă ele au ace- 
laşi argument şi produsul afixelor lor este egal cu R?; în acest sens, 
punctele č, R2/£ sint simetrice. Dacă arcul se reduce la un segment de 
dreaptă, alegind această dreaptă drept axă reală, vom spune că punctele 
i, € sînt simetrice. 

Folosind aceşti termeni, se poate demonstra principiul simetriei 
(Riemann-Sehwarz): fie dată funcția f(t) meromorfá în domeniul JJ a 
cărui frontieră JJ contine un arc de cere JI”, pe care funcția f(T) este pre- 
lungibilă prin continuitate, si fie că imaginea 7" a arcului JI prin inter- 
mediul transformării 4 —](£) este de asemenea un are de cere. Atunci 
funcția f,(2) definită ca luînd în puncte simetrice cu 5 față de, valori 
simetrice cu 3 = fC) fată de Z', este prelungirea analitică (de asemenea 
meromorfá) a funcției f(£) in domeniul astfel extins. 

Acest principiu stabileşte deci o legătură simplă între ideea de pre- 
lungire prin continuitate pe o curbá-frontierá circulară şi cea de prelungire 
analitică dincolo de această curbă, dind totodată valorile functiei astfel 
prelungite. 


El poate fi generalizat sub forma principiului lui Schwarz : dacă funcția f(C), meromorfá 
in domeniul M a cărui frontieră JI contine un arc analitic JI”, este prelungibilă prin continui- 
tate pe JI”, si dacă imaginea 57 a acestui arc este de asemenea un arc analitic —atunci funcţia 
dată poate fi prelungită analitic dincolo de JI”, 

Principiul lui Schwarz e mai general decit principiul simetriei, dar el nu permite construi- 
rea atit de simplă a funcției prelungite. 
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d) Teoreme de unicitate 


O funcție de punct este definită dacă se dá o mulțime de puncte, 
şi o lege după care fiecărui punct i se pune în corespondență un punct 
(sau un număr) determinat. În anumite împrejurări, este suficient; ca aceas- 
tă lege să fie stabilită pentru o categorie mai restrinsă de elemente, pentru 
ca ea să rezulte totuşi deplin caracterizată pe o mulțime mai euprin- 
zătoare. 


Astfel, pentru determinarea unui polinom de grad p, este suficient să cunoaștem valoarea 
sa în p + 1 puncte; valori date arbitrar în alte puncte sint fie inutile, fie nu ,,concordàá'' cu cele 
p 4-1 valori deja date; de aci rezultă că două polinoame de grad p ale căror valori coincid In 
p + 1 puncte, sint identice. 


Funcţiile olomorfe se bucură de o proprietate analogă. Într-adevăr, fie dată o mulţime 
de puncte Ç, care posedă un singur punct de acumulare Ta» şi o lege care pune în corespondență 
fiecărui Y, un număr complex 34. Dacă există o funcție olomorfá 3 = f(5) definită de aceste 
date, şi dacă ea este definită şi In Ņ, atunci ea trebuie căutată sub forma 


O= Y, f& — C^, (69) 


na) 


unde coeficienții f, trebuie determinati din condițiile 


f) = d (70) 


Pentru aceasta, este necesar ca funcția căutată să fie mai intii continuă în e, așadar 
să existe limita 


fifa) = lim A) = lim 3, — fs, (71) 
k+ k = œ 


ceea ce determină coeficientul f,. Mal departe, este necesar să existe derivatele de orice ordin 
în &, ceea ce conduce la valorile 


p—1 
E- Y fte -u 


fs 
pl — kw (&, — C" 


Asadar, dacă limitele ce apar In aceste formule există (ceea ce depinde In definitiv de șirurile 
C d.) atunci toţi coeficienții f. pot fi determinati si [unctia f(X) poate fi scrisă sub forma (69), 


Seria din (69) este convergentă, dacă pentru raza ei de convergență avem RI > 0, Dacă 
$i aceaslă proprietate (care depinde de coeficienții f așadar tot de numerele 5,, 3,) este satis- 
făcută, atunci funcția f(5) este construită si are o valoare deplin determinată în orice punct din 
interiorul cercului 5 (55, R°). (Valori 3, în puncte 5, care au drept punct de acumulare 7, un punct 
singular, nu pot conduce la construcția dorită. Rezultatul R? = 0 va arăta aceasta.) 

Prelungirea analitică a acestei funcţii se poate face acum pe calea obișnuită, şi în acest 
fel darea șirurilor Y, 3, se dovedește suficientă pentru a defini funcția analitică completă, in do- 
meniul ei complet de existență, 





=f (72) 
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Construcția de mai sus arată că nu orice şiruri de valori 3, în puncte 
C, determină o funetie olomorfá. lar dacă ele o determină, atunci darea 
valorilor ei în alte puncte (de pildă, chiar pe o mulţime ce posedă numai 
două puncte de acumulare) este fie superfluá, fie contradictorie. 

Din cele de mai sus decurge teorema de unicitate (interioară): două, 
funetii olomorfe care coincid pe o mulţime de puncte ce posedă un punet 
de acumulare în domeniul lor de olomorfie, coincid. În particular, două 
funcții olomorfe ce coincid pe un subdomeniu al domeniului de olomorfie, 
sau pe un arc de curbă interior acestui domeniu, sau pe un are-frontierá 
care conține un punct regulat, coincid. 

De aci rezultă că nu ne putem da arbitrar valorile unei funcţii 
olomorie pe o astfel de curbă; în particular, nu orice funcție de punci pe 
0 curbă poale fi pricită ca valoare pe acea curbă a unei funcții olomorfe 
(compara de ex. eu problema lui Dirichlet pentru ecuatia lui Laplace). 


Rationamentcele de mai sus sint legate de faptul cá punctul 7, apare în definitiva fi punet 
interior domeniului de olomorfie. Se poate cerceta chestiunea teoremelor de unicitate (si deci 
a datelor strict necesare pentru a defini o funcţie olomorfà, și mai general o funcţie analitică) 
chiar pentru puncte-trontieră ale domeniului complet de definitie. Pentru astiel de teoreme 
(studiate initial de N. Luzin şi I. Privalov [1]), vezi G. Goluzin [1], capitolul 10; A. Marku- 
sevici [1]; 8 3.6; I. Privalov [1]. [2], $ 12.4. Aci vom remarca numai că, dacă dezvoltarea din 
(69) nu este posibilă, rămine de cercetat posibilitatea ca C, să nu fie punct de acumulare al mul- 
țimii punctelor date (de ex., £, = 0 pentru puncte date pe y). Proprietăţile pretinse în acest caz 
sint mult mai putin severe. Totusi, si aci trebuie spus că nu orice functie dată pe un arc de curbă 
oarecare poate fi privită ca valoare la limită a unei funetii olomorfe într-un domeniu a cărui 
frontieră contine arcul in chestiune. De exemplu, condiţia ca o funcţie de punct pe cercul-uni- 
tate f (c) să fie cu variație mărginită este de natură să asigure acordul” între valorile atribuite 
funcției pe y. aşa fel ca datele să nu fie contradictorii. Pentru a ne asigura însă cà fis) este 
chiar valoarea la limită a unei funcții olomorfe 1n discul unitate, e încă nevoie de alle conditii 
suplimentare. 

De această chestiune ne vor ocupa în $ 510, 11, 


$ 6. REPREZENTAREA CONFORMĂ 


În studiul aspectelor geometrice ale teoriei, pe primul plan stau 
următoarele probleme, puse încă de Riemann : dată fiind o funcţie F(Y} 
definită într-un domeniu ,7 din planul č, care sint proprietăţile geome- 
trice ale domeniului-imagine? Dat fiind un domeniu ££ în planul a (cu 
eventuale suprapuneri), există oare o funcție f(£) asa fel ca Z să fie imagi- 
nea, prin intermediul transformării definite de această funcție, a unui 
domeniu 4] din planul C? 


Vom aminti în legătură cu aceste probleme unele rezultate teoretice si formule de calcul. 
Ca material bibliografic general, indicüm : C. Caratheodory [1], volumul 2, partea VT, capito- 
lele 2 şi 3; C, Iacob [5], $$ 2.8—2.25; A. Markusevici [1], $$ 5.1 şi 5.2; L Privalov [2], Ẹ 
2.5 si capitolul 12; S. Stoilov [1], volumul 1, capitolul 5; G. Valiron [1], capitolul 15. Printre 
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lucrările special consacrate problemei reprezentării conforme, vezi R. Courant si M. Schiffer 
[1]; P. Fileiakov [1]; D. Gaier [1]; G. Julia [1], [2]; W. Koppenfels si F. Stallman[1] ; 
L. Lichtenstein [1]; Z. Nehari [1]. Numeroase formule utile in calculul efectiv sint date de 
H. Kober [1]. 


a) Teoreme fundamentale 


Fie dat un domeniu mărginit J de frontieră J7/ în planul variabilei 
č = E, + ič, şi o funcție o(Z) definită in J. Dacă această funcție este 
uniformă, atunci ea pune în corespondență univocă fiecărui punct Le A], 
un punct din planul variabilei complexe 3 = z, + iza: 


à — (5), (1) 


şi face deci ea domeniului // să-i corespundă o mulțime de puncte Z/ din 
planul à. Dacă funcția (Ñ) este şi wunivalentd, atunci pentru fiecare punct- 
-imagine 3 există un singur punet-obieet $2: corespondența este atunci 
biunivocă, 


Fie acum că functia eL) este olomorfă în /T şi — provizoriu — fie şi ea'(2) 5 0 în JT. În 
acest caz, se demonstrează că mulțimea £/ este mărginilă, conexă şi deschisă — aşadar imaginea 
SĂ a domeniului JT este de asemenea un domeniu, Funcţia =w (p care realizează translormarea 
inversă este și ea olomoriă in 2 si derivata ei este de asemenea diferită de zero. Imaginea unui 
cerc infinit mic din JT este tot un cerc infinit mic in 22, iar unghiul dintre două elemente liniare 
din /[ coincide în mărime $i sens cu unghiul elementelor-imagine din £7. Mărimea | c '(Z)| este 


modulul dilatării liniare, iar arg o'(5) este unghiul de rotire al imaginii din £7 faţă de elementul- 
obiect din JT. 


O astfel de transformare poartă numele de reprezentare conformă 
a domeniului // pe Z. Întrucit (Y) este olomorfá, ea este desfüsurabilà 
în serie Taylor în vecinătatea oricărui punct te]; aceeași afirmație 
este valabilă pentru «^!(3) in 2. 


Dacă într-un punct oarecare am avea c'(7)=0, funcţia —« * (3) ar avea un punct critic 
in punctul corespunzător (vezi § 5, pag. 722 — 723) ceca ce contrazice ipoteza de univalentà. 
Prin urmare, condiţia c'(C) Æ 0 in /[ nu mai trebuie formulată aparte. 

Se poate demonstra că condiția necesară şi suficientă pentru ca funcția c(5) să realizeze 
o reprezentare conformă a domeniului M, este ca ca să fie olomorfü şi univalentă în M. (Dacă 
condiția de univalență nu este satistăcută, funcția realizează totuşi reprezentarea conformă 
într-o vecinătate suficient de mică a fiecărui punct în care o'(£) Æ 0.) Punctele ln. care avem 
«a'([) = 0, se numesc puncte de ramificare ale reprezentării. Astfel de puncte pot fi situate 
numai pe frontiera lui M. 

Pentru funcţia (5), despre care va fi adesea vorba, rămine deci valabil tot ceea ce s-a 
spus In $ 5 despre funcțiile olomorfe $i univalente. 


Problema centrală a teoriei reprezentării contorme constă în a 
determina funcțiile care realizează reprezentarea conformă a unui domeniu 
dat /[ pe alt domeniu dat Z. Rezultatul fundamental în această direcţie 
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este constituit de teorema lui Riemann: date fiind două domenii simplu- 
conexe oarecari /] şi 2, ale căror frontiere constau din cel puţin cîte două 
puncte, și date fiind punctele [e J, 3, € 2 (dar altfel arbitrare) si numá- 
rul real arbitrar a — există o funcție şi numai una 3 = c(t), care repre- 
zintă conform domeniul /[. pe domeniul 2, în asa fel încît z0=oco(), 
&g =arg (9). 

Pentru demonstrație, vezi de ex. G. Goluzin [1]; cap. 2; C. Iacob[5], $2.24; M. La- 
vrentiev şi B. Şabat [1], cap. 2, pet. 28; A. Markuşevici [1], $ 5.3; S. Stoilov [1], vol. 1, cap. 
5; G. Valiron [1], $ 15.215. 

În practică e desigur suficient să cunoaștem funcţiile care reprezintă conform discul uni- 
tate pe fiecare din domeniile simplu conexe considerate. 

În cazul unui domeniu mărginit multiplu conex 2, avind drept componente ale frontierei 
curbele j, care contin fiecare cel puţin două puncte, teorema lui Riemann poate fi convenabil 
generalizată. Astfel de domenii pot fi reprezentate conform pe domenii multiplu-conexe canonice 
de diferite tipuri : plan cu tăieturi în arce de cere concentrice (F. Schottky, 1897) ; plan cu tâie- 
turi rectilinii paralele (D. Hilbert, 1904) ; disc cu m orificii circulare interioare (P. Koebe, 1910; 
1920). Pentru detalii, vezi de exemplu R. Courant şi M. Schiffer [1], capitolul 5; D, Gaier 
[1], capitolul 5; G. Goluzin [1], capitolul 5; G. Julia [2]; M. Keldig [1], [2]; M. Keldls si 
M. Lavrentiev [1]; Z. Nehari [1], capitolul 7. 

În particular, pot fi reprezentate conform unul pe celălalt numai domenii de același ordin 
de conexiune. Această condiţie este necesară, dar nu și suficientă : cu excepția domeniilor simplu 
conexe, două domenii de același ordin de conexiune nu pot fi în general reprezentate conform 
unul pe celălalt. Astfel, două coroane circulare pot fi reprezentate conform una pe cealaltă dacă și 
numai dacă raportul razelor lor este același. 

Dacă J este nemürginit, există un punet în /T (sí numai unul) în care o7) are un pol, 
și anume un pol simplu. (Dacă polul n-ar fi unic, punctul de la infinit în £7 ar fi imagine a mai 
multor punete distincte ; dacă polul n-ar fi simplu, funcţia 4 — e» '(3) ar avea un punet critic 
algebric la infinit ; in ambele cazuri, reprezentarea n-ar mai fi univalentà.) 

Prin urmare, dacă 7] este mărginit si 27 este nemărginit, vom avea 


j = oÑ = ol — 0) + est), (2) 
cu cop($) olomorfá. Dacă domeniile sint nemărginite și punctele de la infinit se corespund, avem 
(cu digi [) alomortă in M, inclusiv la infinit) : 


à = (E) = eS + est). (3) 


Pentru unele exemple elementare de reprezentări conforme, vezi de exemplu M, Lavren- 
tiev şi N. Şabat [1], $2.2. ; L Privalov [2], 5 3.3. 


b) Corespondenta frontierelor 


Orice problemá la limitá in care se face uz de reprezentarea conformá 
pe un domeniu eanonie in care soluţia poate fi mai uşor găsită, obligă la 
considerarea valorilor la limilă ale funcţiilor cu care operăm. Este deci 
necesară cunoaşterea proprietăţilor la limită ale funcţiilor care realizează 
reprezentarea conformă, aşadar studiul lor nu numai în domeniul de defi- 
nitii, ei gi pe frontiera acestuia. 
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Există o strinsă legătură între aspectul frontierei domeniului £7 si proprietățile la limită 
ale funetiei e(t). 

Astfel, să presupunem că funcția o7) reprezintă conform domeniul canonic H+ de fron- 
tieră JI (avind o componentă exterioară J — și m componente circulare interioare JT, JI, ...JT. ), 
pe domeniul multiplu-conex £7, de frontierá 2 (compusă dintr-o componentă exterioară Sy 
şi m componente interioare Z^, 5, ... Fp) 

Cu ajutorul principiului prelungirii analitice, H. A. Schwarz a demonstrat (pentru do- 
menii simplu conexe) că, dacă frontiera £^ e analitică, funcția eL) poate fi prelungită prin 
continuitate pe y, şi este de clasă C^ în HË + y. 

Problema comportării funcţiei w(5) pentru o frontieră neanalilică a fost pusă de P. Pain- 
levé, W. Osgood [1] a presupus în 1900 si a demonstrat în 1913 (vezi W. Osgood si E. Taylor 
[1] că pentru continuitatea funcției c (5) în J^ +», este suficient ca să fie o curbă jordaniană 
simplă. Acelaşi rezultat a fost obţinut simultan şi de C. Caratheodory (vezi [1]). 


Se poate demonstra (vezi de ex. A. Markuşevici [1], $ 5.3) că o condiţie necesară si 
suficientă pentru ca c(t) e C^(T* + y), este ca Z să [ie o curbă jordaniană simplă. 


Rezultatul rămine valabil în cazul unui domeniu multiplu conex, 
gi poate fi formulat precum urmează, sub numele de teorema coresponden- 
lei frontierelor : o condiţie necesară si suficientă pentru ea e(t) e C*(T* -I-J7) 
este ca Z să fie formată din curbe jordaniene simple; curbele £z; P 
imaginea curbelor J, prin intermediul transformării (č) prelungite 
pe „i,;, corespondenţa, dintre Z^, şi JJ; fiind biunivocă şi bicontinuă. Funcția 
a(t) prelungită pe J rezultă a fi cu variaţie mărginită. 


Mai general încă, se poate demonstra că dacă .£" e CT ) unde 0 «e y < 1 (vezi $ 3, 
pag. 700), atunci e(t) e C^ (HF + JT). 

Rezultate de acest tip au fost extinse de câtre S. Warschawski [1] la cazul frontierelor 
posedind puncte unghiulare. Anume, se poate arăta că dacă Ze CUI ) pe porțiuni, atunci in 
vecinătatea oricărui punet 7 & JI avem 


walt) = lT) + (;— Pool, T), wti = (— Tuo (C, (4) 


unde tyit, T) Æ 0, or, 7) 50,0 — x 2. 


Dacă « = 1, functia oĊ) rezultă a fi derivabilă şi cu derivata nenulă in c; ea este deci 
desfásurabilà in serie Taylor in 7, care este astfel un punet regulat. Dacă însă x > 1, avem 
a (T) = 0; iar dacă x < 1, atunci funcția nu este derivabilă in Tr. Prin urmare, pentru æ: 1, 
funcția o(5) nu poate fi prelungită analitic prin punctul 7 în afara lui H" — desi ea poate fi pre- 
lungită prin continuitate in 7. 

Considerind punctul t e corespunzător lui 7, rezultă că tangenta la stinga şi tangenta 
la dreapta la curba ZZ; în t formează un unghi intern egal cu ex, Prin urmare, pentru «7&1, punc- 
tului 7 îi corespunde pe ZZ un punct i unghiular, în care se unesc, sub un unghi diferit de x, două 
arce netede distincte, Acesta este de pildă cazul funcţiilor (1+ 7)? şi (1 + C) s, definite în discul 
unitate : vecinătăţii (evident netede) a punctului č = — 1 pe v, îi corespund două arce netede 
(in fapt, chiar analitice) ce se unesc sub un unghi egal cu 27, respectiv 7/2 (vezi mai departe $ 8, 
exemplele e şi d). 


Din (4) rezultă că pe fiecare porțiune netedă din ££, funcția w'(5) poate îi prelungită prin 
continuitate în afara lui /T*, si cá avem «'(1) -f- 0. 
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Prezintă deosebit interes practic cazurile in care valoarea la limită 
«'(7) poate fi obţinută nu prin prelungire prin continuitate din A”, ci prin 
chiar derivarea funefiei-limità w(t) în raport cu punctul te.. Chesti- 
unea a fost examinată de W. Seidel [1], ale cărui rezultate au fost preci- 
zate de V. Smirnov [1]. | 

Luind ca parametru pe lungimea arcului de curbă s, presupunind 
că funcția 4'(s) este absolut continuă, şi că există un exponent q > 1 astfel 
ca funetia |a"(s)|" să fie integrabillă, se demonstrează că 


(Tla = do(7)dr, ^ «(z)-- 0. (5) 


Tot astfel, dacă funcţiile 3'(s), 4"(s) sint absolut continue, si |3"(s) | 
este integrabilă, atunci o"(7) poate îi prelungită prin continuitate pe [I : 


(7) |, = dio(x)/d:*. (6) 


În particular, rezultatul din (5) este valabil dacă ZeC27) iar 
cel din (6), dacă 7 e CJ). Într-adevăr, în primul caz funcția $'(s) are 
derivată continuă, deci este absolut continuă, iar funcția 3'(s) este 
continuă, astfel că orice putere y a modulului ei este integrabilă. La fel se 
justifică afirmaţia relativă la al doilea caz. 


Aceste condiții sint, păstrind proporțiile, mai tari decit condiția ca $^ să fie o linie jor- 
daniană simplă, care asigură continuitatea In „1 --.7 a funcţiei (X). Sublinlem insă că, pe de 
o parte, ele sint numai condiţii suficiente ; pe de altă parle, ele asigură continuitatea derivate- 
lor respective şi pe drumuri fangente la frontierá, aşadar în condiţiile cele mai severe. 

Teoremele rámin valabile dacă ,7 * nu este domeniul canonice cu frontiere circulare, ci un 
domeniu cu componente „7, oarecari, dar de clasă suficient de înaltă (în particular : analitice) ale 
frontierci, 


În practică, este de mare utilitate teorema inversă teoremei de cores- 
pondență a frontierelor, numită principiul corespondenței frontierelor : 
dat fiind un domeniu multiplu-conex /[ de frontieră „7, şi o funcţie e(t), 
olomorfá si univalentà in JJ, și continuă în H + J, atunci domeniul 
multiplu-conex £7 definit de curbele 5, = c(J/;) (sensul de parcurs fiind 
indus de sensul de pe .7/;) este imaginea domeniului f în reprezentarea, 
conformă à = w (t). 

Acest principiu permite să realizăm următoarea construcție: fiind 
dat domeniul JJ de frontieră jordaniană .7 si fiind dată funcția «(L), 
putem construi curbele £^, descrise de punctul 3 = e(2) cind 5$ parcurge 
curbele J],;. Tinind seama de sensul de parcurs care trebuie ales în așa fel 
încît domeniul 4] (şi deci şi imaginea sa 2) să se afle permanent în stinga, 
obținem un domeniu Z deplin definit de curbele Z£,. 


Aceasta rezolvă printr-o melodă inversă problema reprezentării conforme. Alegind drept 
JI discul unitate, sau o coroană circulară, şi considerind diferite funcții olomorfe în /[, putem 
construi diferite domenii simplu sau dublu conexe, a căror reprezentare conlormă pe disc sau 
pe coroană este dinainte cunoscută, 

Ca bibliografie asupra teoremei şi principiului corespondenţei frontierelor, vezi : G. Golu- 
zin [1], $$ 2.3, 6.2 și 10.1; C. Iacob [5], capitolul 2, pct, 25; M, Lavrentiev și B. Șabat [1], 
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§ 2.1, pet. 29; A. Markugevici [1], $5.2; W. Osgcod [2], § 8.5; I. Privalov [2], $ 12.7; 
S. Stoilov [1], volumul !, capitolul 6, pct. 15— 20. 

În chestiunea proprietăților la limită ale reprezenlürii conforme, vezi: C. Caratheodory 
[1]; C. Gattegno si A. Ostrovski [1]; M. Lavrentiev [1]. capitolul 2; I. Vekua [1], $ 1.2; 
S. Warschawski [t]. 


c) Func[ia lui Green 


Problema directă a reprezentării conlorme este, evident, mult mai dificilă, În rezolvarea 
ei, este de mare utilitate legătura dintre functia e(t) şi functia lui Green a domeniului dat  : 


G(3 în) = — Inià — dol + I» Jo)» (7) 
unde funclia reală gij, 35) este armonică ca [uneţie de z,, x, şi satisface condiția 
git, 39) = In] ! — jal Lez. (8) 


Notind cu H(3. ĝo) conjugata armonică a functiei G(3, 35) (de asemenea ca funcţie de ry 
Zah se poale demonstra că functia care realizează reprezentarea conformă a domeniului simplu 
conex 27 pe discul unitate /T* are forma 


E =at) = exp {— [Gih 39) t IH(G. folh (9) 


unde 3, este imaginea originii & = 0. (Funcţia H(3, 39) este in genere multiformă.) 

Aceste formule ràmin valabile şi pentru un domeniu multiplu conex. 

Problema directă a reprezentării conforme este deci principial echivalentă cu problema 
determinării funcţiei g(3. 39). aşadar cu o anumită problemă Dirichlet pentru ecuația lui Laplace, 
cu date la limită ce depind numai de geometria domeniului £2. 

Functia lui Green este invariantă In raport cu o reprezentare conformă (adică transfor- 
mata ei prin intermediul reprezentării este chiar funcţia lui Green pentru domeniul-imagine). 

Pentru studiul funcției lui Green, vezi de exemplu G. Goluzin [1]. $ 6.3; C. Iacob [5], 
capitolul 2, pet. 4—7 şi 12—22; S. Stoilov [1], volumul 2, capitolul 1, pet. 12— 106; cap. 5, 
pet. 1—6. 


d) Integrala lui Schwarz-Christoffel. 
Reprezentüri aproximative 


Funetia de reprezentare poate fi adesea construită efectiv cu ajuto- 
rul principiului simetriei. Astfel, în cazul unui domeniu mărginit de o linie 
poligonală închisă, el conduce la importanta formulă a lui Sehwarz-Chris- 
toffel (vezi de ex. C. Iacob, cap. 2, pet. 16—20): 

=o) =a ra L (&—6 57 (6—o...(5— cat, (10) 

i^ 


unde c, sint afixele punetelor ce corespund pe cercul-unitate virfurilor 
poligonului; «x, măsoară unghiurile (in fracțiuni de x); iar constantele 
a' şi a caracterizează poziția si mărimea poligonului. 
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În cazul unui domeniu nemărginit (plan cu un orificiu poligonal), formula (10) rămine 
valabilă, diferenţiala dt inlocuindu-se însă cu dt/ţ2. Constantele a, sint legate prin relația 


p 
Y, æ= p +2, unde semnul + se ia în cazul domeniului nemărginit (corespunzător sumei 
kal 


unghiurilor exterioare, egală cu (p + 2yr), lar semnul — , în cazul domeniului mărginit (suma 
unghiurilor interioare fiind egală cu (p — 2)x). 

Formule asemănătoare se obțin în cazul reprezentării domeniilor poligonale pe un 
semiplan. 

Desigur, în punctele c, corespunzătoare virfurilor poligonului avem «'(7) = 0, astfel că 
reprezentarea inceteazá să mai fie conformă, (Compară cu a doua formulă (4).) 

Determinarea punctelor c, este dificilă, iar prezența integralei din (10) face această 
reprezentare destul de greu maniabilă. 


Să observăm că numărul domeniilor pentru care funcția de reprezen- 
tare este cunoscută sub o formă elementară, este extrem de redus. Întru- 
cit funcția ce realizează reprezentarea conformă (pentru 2 simplu conex) 
este olomoriă în discul unitate, ea este desfásurabilà in serie Taylor: 


e(t)-Y eC, la. (1) 


n 


Considerind o sumă parţială a acestei serii 


a, (9 Y ot, (12) 


mu 


se obţine un polinom care realizează reprezentarea conformă a discului 
unitate pe un domeniu cu atit mai apropiat de Z, cu eit numărul de ter- 
meni reținut în (12) este mai mare. Aproximarea într-un punct anumit 
este cu atit mai bună cu cit acesta este mai depărtat de eventuale singula- 
ritáti pe frontieră ale funcției w( Y). Pentru a aprecia gradul ei de precizie, 
e sugestivă compararea imaginilor w(6) şi (c) ale cercului unitate prin 
intermediul celor două funcții de reprezentare : cea exactă 5i cea aproxi- 
mativá. De asemenea, se pot compara — cu ajutorul formulelor (7.15) şi 
(7.18) din paragraful următor — direcţia tangentei și raza de curbură a 
acestor curbe-frontieră. 


Reprezentări de tipul (12) se obțin ușor in cazul domeniilor poligonale, dezvollind în 
serie integrandul din (10) şi integrind termen cu termen. Această melodă este recomandată de 
N. Mushelişvili [5], $ 89, şi larg utilizată de G. Savin [1]. Vezi de asemenea A. Green şi W. Zer- 
na [1], $ 8.25. Avertizăm însă că ea este eficace mai ales In cazul domeniilor nemürginite, cu 
frontieră poligonală conveză. Dacă £9 este mürginil și convex, frontiera-imagine œ (0) se abate 
mult de la frontiera poligonală dată, iar unghiurile apar mult rotunjite, chiar pentru m foarte 
mare, Explicaţia rezidă în faptul cà pentru un domeniu nemărginit avem a, > 1, în timp ce 
pentru un domeniu mărginit, avem «a, < 1. Or, considerind formula binomului pentru fiecare 
termen (5— c, )** ^1, este evident că convergenta seriei obținute este mai rapidă dacă a, — 1 > 0, 
aşadar pentru domeniul nemárginit. Raționamentul rümine valabil in general pentru unghiuri 
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,1eginde'" si unghiuri „intrinde””. Un exemplu de acest fel va fi examinat în $ 8, exemplul e. 
Vezi şi N. Arutiunian si B. Abramian [1], § 1.7. 

Integrala lui Sehwarz-Christoffel rámine adesea un punct de plecare util in lucrări ca 
cele ale lui 5. Heller et al. [1] (unde se conserva numai forma acestei integrale, dar coeficienții: 
se aleg în așa fel incit frontiera să treacă prin anumite puncte date); V. Mahovikov [1] (in care 
se separă o parte finită a integralei, și o serie rapid convergentă) si [3] (cu aplicaţie specială la 
domeniile poligonale). 

Chestiunea comportării reprezentării conforme in vecinătatea punctelor de discontinui- 
tate ale tangentei sau ale curburii prezintă o importanţă excepțională, din cauza fenomenului 
de concentrare a tensiunilor provocat de aceste discontinuități. Problema este amănunțit. 
studiată de M, Kikukawa [1]— [4], care alege ca punct de pornire tot integrala lui Schwarz- 
Christoffel. 

În principiu, orice domeniu simplu conex cu frontieră rectificabilà poate fi inlocuit eu un 
domeniu poligonal apropiat; determinind o funcție c, (T) corespunzătoare acestuia din urmă, 
obținem o funcţie care reprezintă conform discul unitate nu pe domeniul £7 dat, si nici pe dome- 
niul poligonal ce-l aproximează, ci pe un domeniu apropiat de acesta din urmă, Chestiunea 
evaluării erorii acestui procedeu rămine deschisă. 

Pentru domenii eu frontiere poligonale, se mai pot folosi anumite funcţii prepuse de 
P. Sokolov (vezi M. Naiman [1]; G. Sapiro [1]) dar care nu mai derivă din integrala lui 
Schwarz-Christoffel. Sá mai menţionăm lucrările lui V. Perehvatov [1], V. Pisacane si L. Mal- 
vern [1] (ambele cu referire la reprezentarea conformá a domeniilor rectangulare); K. Ciarnik 
[1] (reprezentarea conformă a domeniilor compuse din dreptunghiuri); V. Mahovikov [2] (da- 
menii dublu conexe), 

Adesea, funcţia w($) nu este cunoscută, sau este de o structură prea complicată pentru 
ca funcțiile c (7) să poată fi ușor determinate. De aceea, în legătură cu progresele tehnicii de 
calcul, precum și ale metodelor analizei funcţionale, pe primul plan trec acum metodele aproxi- 
mative de determinare a funcției (5), bazate pe anumite proprietăţi extremale. Expunerea amá- 
nuntiti a metodelor corespunzătoare este dată de L. Hantorovici si V. Krilov [1], capitolele 
9 şi 6; M. Lavrentiev [1], capitolul 1; M. Lavrentiev si B. Șabat [i], capitolul 4; S. Mihlin 
[3]. 824. Vezi si monografia lui D, Gaier [1] si articolele de sinteză asupra metodelor numerice 
in reprezentarea conformă, apartinind lui D. de Allen [1]; G. Birkhoff et al. [1] : M. Schiffer 
[1]; S. Warschawski [2]. Vezi de asemenea lucrările lui W. Seidel și E. Ullrich citate de W. Kop- 
penfels şi F. Stallman [1] si Iucrările indicate la nr. 18 si 19 în bibliografia traducerii ruse a 
acestei monografii, 

Pentru anumite metode electro-analogice, vezi de exemplu A, Krilov et al. [1]. 

Pentru a incheia, să remarcăm că uneori chiar metode aproximative foarte grosiere pol fi 
salisfăcătoare pentru calcularea anumitor elemente și, dimpotrivă, aproximări cu un mare număr 
de termeni pat fi insuficiente pentru calcularea altor parametri. (Vezi de exemplu H. Poritsky 
și C. Danforth [1].) Astfel, mărimi cu caracter integral sau mediu se obtin adesea cu o bună 
precizie, în timp ce asupra unor mărimi cu caracter diferenţial putem fi indusi în eroare (mai ales. 
In vecinătatea punctelor singulare ale reprezentării exacle, dacă prezenta acestora nu este luată 
In considerare cu metode speciale). 
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$7. COORDONATE NATURALE. APLICAŢII 


a) Coordonate naturale 


Pentru simplitate, ne vom referi Ia cazul domeniilor márginite de o curbă simplă inchisă, 
Ralionamentele se extind cu uşurinţă la domenii mărginite de două astfel de curbe, 


În paragraful de fatà vom nota deci cu H” discul unitate de frontieră » din planul 4, 
$i cu 3 = e(L) functia care realizează reprezentarea conformá a lui J7*, pe domeniul mărginit 
şi simplu conex £7, de frontieră jordaniană Sf din planul 3. Alegind c(0) = 0, originile se co- 
respund. 

Să trasâm in planul & un sistem de coordonate polare, cel mai potrivit pentru studiul 
fenomenelor ce se petrec in dise, Íntrucit c(t) e CO (JI +y), fiecărei raze ce uneste centrul 
discului cu un punct de pe y, ii corespunde o curbă ce unește originea cu un punct de pe Z^. 
Întrucit reprezentarea conservă unghiurile, aceste curbe sint normale pe Z^. Cercurilor concen- 
trice ale reţelei de coordonate din planul T le corespund traiectoriile ortogonale primei familii 
de curbe, deja construite in £7. Evident, acestea sint curbe simple inchise, care nu se in- 
lersecteazá si care înconjură originea. 





Fig. A.7.1 Fig. A.7.2 


În felul acesta, razelor 8 — const. le corespund curbe deschise, care este firesc sà poarte 
numele de linii p; iar cercurilor p = const., le corespund curbe inchise, care se vor numi linii Ọ. 

Tinind seama de formula (6.9), se poate demonstra că liniile 0 sint liniile de nivel ale 
funcţiei lui Green, iar liniile p sint liniile de nivel ale funcţiei conjugate cu funcția lui Green (vezi 
de ex, S, Stoilov [1], vol. 2, cap. 5, pct. 6). 

Pentru exemple concrete, vezi $ 8, exemplele a şi d. 


Reprezentarea conformă induce astfel în 2 un sistem de coordonate 
curbilinii ortogonale, numite coordonate naturale ale domeniului. Cores- 
pondenta biunivocă între 2 şi /|* face deci ca fiecărui punet 4 = 4, + i m, = 
= R exp (iy) din Z să-i corespundă un punct Y= p exp (19) in J". Este 
firesc să atribuim punctului 4 de coordonate carteziene z,, 74, coordonatele 
naturale (5,9) asociate lui în acest mod. 
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Dacă Z este mărginit si dublu conex, rolul discului unitate îl ia 
coroana circulară corespunzătoare, iar rețeaua de coordonate păstrează 
acelasi aspect. 

Dispunem astfel de posibilitatea de a transcrie formal orice funcție 
sau relație dată în 2, ca o funcţie sau relaţie in /7*, aşadar într-un domeniu 
de structură foarte simplă. Astfel, de exemplu, pentru a transcrie o funcție 
(scalară) de punct f(3, 3) în /[^, este suficient să inloeuim pe 3 prin va- 
loarea sa 


3 =u Y co, C". (1) 


fi ex (N 


(Pentru 2 dublu conex, in loc de (1) trebuie să considerăm o serie Leu- 
rent.) 

Vom conveni ca, atunci cind este cazul, să atribuim indicele (1) 
funcțiilor date în planul 3 („planul fizic”), şi să păstrăm acelaşi simbol 
funcțional, dar fără indice, pentru transformata funcției considerate in 
planul Z („planul reprezentării”) : 


fala: 3) —fale (9, o (01 =f% C). (2) 


subliniem că în Limp ce functia fi, (5.32 deserie În genere un fenomen oarecare In £5, 
functia fE, C) nu descrie un fenomen analog în 7" : relația (2) trebuie înțeleasă ca o identitate 
matemalică, ca o schimbare de coordonate in £7, si nu ca descrierea unui fenomen din £9 
prin intermediul unui fenomen în J T: 

Cunoaşterea functiilor e» $i f permite scrierea funcţiei f. Reciproc, dacă funcția = 
= ww 1(3) poate fi explicitatá, atunci cunoaşterea lui f atrage cunoaşterea explicită a lui fi. 
În orice caz, cunoasterea funcţiilor œ si f asigură cunoaşterea funcţiei f; cel puțin sub formă 
parametrică : pentru un Le” dat, se cunoaște atit punctul 3 e corespunzător, cit si 
valoarea lui fa, în acel punct. 


Din (1) și (2) rezultă formula de derivare în coordonate naturale : 
în = e EO = flo” (D. 3) 
În particular, pentru o functie de o singură variabilă complexă obținem deci 
la = ARO, aR = Now). (4) 
Evident, aceste formule nu depind de ordinul de conexiune al domeniului. 


În astfel de formule, vom nota adesea derivata în planul à a unei 
funcţii, cu aceeași literă, majusculă însă : 


faa) = Falà). (5) 


Componentele unei mărimi care nu sint scalare (de exemplu deplasările sau tensiunile) 
depind şi de poziția axelor locale ataşate coordonatelor naturale. Anume, trasind tangentele 
la liniile p şi 8 ce trec printr-un punct dat din ZZ, obținem un sistem local de axe carteziene rec- 
tangulare, care se vor numi axe (p, 9). Acestea sint [recvent utilizate In problemele antiplană şi 


=] 
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plană. Conform convenției din $ 4.1, componentele deplasării în aceste axe se vor nota U, 


amm — M Gm 
iig ; componentele deformatiei vor fi Ecp* Epo Ep? iar cele ale tensiunii vor fi pp, pb, 09. 
Dacă vom face uz de coordonate polare in chiar planul fizic 4 = R exp (1x), atunci com- 


Q— T umm 


ponentele tensiunii, de pildá, se vor nota RA, Ry, yy 

Poziţia axelor (p, 9) fatá de axele (x,, z,) este deplin caracterizată de unghiul 3 format 
de axa locală p cu axa z,, in sensul de la x; la p. (Pentru justificarea notatiel, vezi și $ 3, pag. 
689, Acesta este tot un caz particular al notației ce va fi folosită în figura A.7,3.) Evident, acest 
unghi este funcţie de z,, Ta, adică de p, 0. Dacă 3 se deplasează pe linia p, punctul corespun- 
zător © se deplasează radial, în lungul razei 0. Avem deci 


dj = 1dglexp (I), af = | dti exp (i0), (6) 
4e unde 
d d 7 
PN =- e E. MUN aa E, ot) exp (if), 
| dà Lo d leri 
sau incă, intrucit § = |Ñ] exp (i0): 
exp (i9) = tote). (7) 
(Relaţia este valabilă numai pentru domenil simplu şi dublu conexe.) 
Pentru un vector de componente V, V, în axele carteziene initiale, obținem 


V, +i V, = exp (18) (V, +i Vo), (8) 


unde factorul exp (i9) este dat de relația (7). În mod analog se pot obține formule de trans- 
formare pentru componentele unui tensor. 


b) Elemente geometrice fundamentale 


Anumite elemente geometrice ale domeniului simplu coner £7 (elementul de arc si 
curbura pe Z, aria, centrul de greutate şi momentele de inerție ale lui £7) pot fi calculate 
făcind uz numai de valorile la limită ale lul eL) și ale derivatelor sale. Anume, notind 


Els = g = exp (id), og-—a'!, (9) 
avem evident 


[= =] 
= lg = © (0) = pt c, o", «'(D)| = de/de, wX) |, d'e/da?, (10) 


unde prima relaţie este valabilă pentru Z2" & C";a doua, pentru Z & C*; a treia pentru 
P e C? (vezi formulele (6.5), (6.6)). 
Pentru elementul de arc ds pe frontiera 2 obținem mai intii 


ds! = dz] + dz = dt dt, (11) 
de unde, dacă 27 e C3, deducem 


ds! = — e'(a) (c) a" (do)*, 
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| deci 
ds|,, — — i Ve co o' (a) o`! do. (12) 


(Radicalu| se ia cu determinarea sa pozitivă, intrucit avem — ic ! do = d; alegerea 
semnului + in (12) ar corespunde la schimbarea de sens pe S.) 


Prin urmare, lungimea unui arc oarecare al curbei frontieră este dat — pe orice porțiune 
pe care curba e de clasă C*— de formula 


a —— OOOO p»: 

go, = — if Vo (c) w' (am) s tdo. (13) 
Di 

De aci urmează că orice func(ie dată pe 2 ca funcţie de s, poale fi transcrisá și ca funcţie 


de o (sau de 0). În particular, dacă pe 7 este dată o funcție f(s), integrala acesteia In raport 
cu s este 


[.] Lr] = 
| la) ds = —1 | fa 1s(91 Vor (0) a (o) «7 ds. (14) 
* ds B 
unde funcţia s(6) este dată de (1:3). 


Pentru a calcula cosinusii directori ai normalei sau tangentei la curba fronticră, obținem 
uşor din (4.22) si (12): 





8 = cos (4, Tj) -- icos(8, t) — 1o Vo ajju’ (s) . (15) 


Dacă avem 7 & C* pe porțiuni, această formulă trebuie folosită pentru fiecare porţiune 
in parte (vezi mai jos $ 8, exemplul e). 


Pe porțiunile pe care ZZ e C?, putem face uz de a treia formulă (10). TinInd seama de 
(9), urmează că coordonatele ty, Ta pot fi privite ca funcţii de parametrul real 0 pe [0.2]. 
Intrucit avem 
d/d8 = (daj/dO) d/do, dcídO = i exp (i0) = io, 
urmează evident 


djdð = ic djdo, d'/d0* — — (o? d*/de* + « djdo). (16) 


Pentru a calcula raza de curbură cu ajutorul formulei (3.13), unde rolul parametrului 
real r il joacă acum 0, vom fine seama că pe £7 avem 


zi? + zi? = (dijd0) (di/dO), xj a7 — zi a” = Im [(dt/d8) (d*t/d02)]. (17) 
Introducind (16) si (17) In (3.13), obținem în definitiv 


is la” (6) e (9) 


2 7 (aja (3) + Re [ca (s) e" (o) 


(18) 
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c) Arie, centru de greutate, momente de inerție 
Pentru aria D a domeniului Z*, avem din (3.4) și (4.29) 


But d (19) 


2 le 


formulă valabilă $i pentru un domeniu multiplu conex mărginit ; în acest 
caz, integralele pe componentele interioare ale lui Z trebuie luate în sensul 
retrograd de parcurs. Dacă Z este simplu conex, cu ZeC? pe porțiuni, 
(19) devine 


D= —ziţ ate áfCa) da. (20) 
2 Jy 
Introducind aci expresia (10) si integrind, obținem 

D =x Ẹ nlo l. (21) 


n=1 


Notind eu à, = a$ + i xf afixul centrului de greutate, obținem din 
(3.5) gi (4.29) 


i.f Y 
Da, = s aD— "T tt dt (22) 


(formulă valabilă, ca si (19), si pentru un domeniu multiplu conex). Dacă 
2 este simplu conex si 7 e0? pe porțiuni, avem de aci 


D= — ib w( a) w(6) o'(c)dc. (23) 


Pentru a calcula momentele de inerție, întrucit avem 


(à — 3o)? = (à — Ti)? — (2, — + 2i(am — Ti) (Da — 232), 


"qv (24) 
(& — do) (8 — 30) = (2, — ai)? + (m, — aS), 
este firesc să introducem, cu ajutorul formulelor (3.8), cantitățile 
| = lsa — la + 2i ha = (| (3 — 3o)? aD, 
a+ 
(25) 


h= la lag = jJ (à — &) (3 — 30) 4D. 


LE 


B7 COORDONATE NATURALE 739 


Mărimea | se numeşte moment complex central (nu gi principal) 
de inerție, iar |, este evident momentul polar central de inertie al domeniu- 
li g. 


Din (25) se obţin uşor momentele în raport cu alte axe, rotite de un unghi oarecare $ 
faţă de cele initiale, Anume, pentru un punct de afix à în axele vechi si 3! in cele noi, 
avem evident 





a= [exp (i9)] 8! ; (26) 
din (25) obtinem deci | 
R-[exp(—219]l lj zl, (27) 
de unde 
o 4 1 ! 
hy = a (ia + la) + jn — la) cos 2 8 — [, sin 2 9, Fig. A.7.3 
1 1 
lis == — (ly t ha — — (u — la) cos 28 + la sin 2% (28) 
2 3 


1 
la = — (I, — 13) sin 2 9 + la cos 29. 
2 


În particular, lutiid [15 = 0, obținem relaţia ` " 
tg 2 $9 = 2 lat (aa — la Y E- (28) 


care permite determinarea axelor principale centrale de inerție, 


Tinind seama in (25) de formula lui Stokes (4.29), obţinem (pentru 
££ eventual multiplu conex) 


| = — id (i — 8)*(t— o) dt, 
Js 
(30) 
sf LR ga . 
y =e (d —33)it— 8*dt, 
| ze 
de unde în cazul unui domeniu simplu conex 
1 . [ 2 To- AM xh = F 
I=— gió loto) — P [o (5) — iol a'(o) de, 
zl y 
ii (31) 
= — zi [o (o) — de] Lo (s) P (o) de. 
; ; 
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Pentru momentele ne-centrale jsi Jy se pot construi formule analoge, înlocuind in 
(25) — (31) pe $o prin zero. In particular, din (31) obtinem 


1 —— 1 
]2-—-—i $ [o (c)]? © (c) o'(c) do, ];— —— i 4 o (8) [a (s)| o" (o) dc. (32) 
pi. | 4 I y 


Dacă funcția w(ë) este rațională, integralele ce intervin in determinarea ariei, centrului de 
greutate si momentelor de inerție, se calculează cu ajutorul teoremei rezidurilor. 

Dacă este dublu conez, formulele (12), (14), (15), (18), (20), (23), (31) si (32) pot fi 
ușor generalizate pornind de la inlocuirea formulelor (9) prin 


Ea = po; Taz = eo o= exp (0). (33) 
Astfel de exemplu, din (11) si (33) obţinem, în loc de (12): 


ds, = = itle o Dao, t- ec, (34) 


pe orice cerc de rază pE [p pol- 


$ 8. REPREZENTAREA CONFORMĂ. EXEMPLE 


Vom da aci numai citeva exemple de funcţii suficient de simple, 
ce realizează reprezentarea conformă a discului unitate sau a coroanei 
circulare, pe anumite domenii. Acesta nu este un dietionar de reprezentări 
conforme, ci serveşte numai la a sublinia ideile principale, și a pregăti 
exemplele din capitolele 5 gi 6. 


a) Transformarea omografică 


Să considerăm funcţia (transformarea) omograficá si inversa sa 
8 = (at -- b) (e + d), = {— d} +b)/ (cj — a), (1) 


unde a, b, c, d sint constante complexe, si ad == be. Relaţiile (1) stabilesc vizibil o corespondenţă 
biunivocă între întreg planul &, si întreg planul à- 

Această transformare conservă cercurile (inclusiv dreptele, privite ca cercuri de rază 
infinită) ; într-adevăr, scriind ecuaţia unui cerc sub forma 


A GÈ + 22 + Br + Ca + D= 433 + Re [(B — iCal] +D=0, (2) 


si introducind aci (1), obţinem o expresie de acelaşi tip în variabilele 7. ză 
Să reținem cazul particular de transformare omografică 


à—t5lü—aD, E=; + ai), (3) 


(unde a este o constantă reală). În acest caz, punctelor (0,1/a, - din planul L5 le corespund 
punctele (0, ise 1/a) din planul 3. 
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Să trasüm sistemul de coordonate polare din planul č (fig. A.8.1). Imaginea unei raze 
(„„cere” de rază infinită ce trece prin punctele 0,4) este deci un cerc ce trece prin punctele 
0,—1/a. Imaginea unui cerc p = const. este de asemenea un cerc. Prin urmare, liniile 0 — const, 
sint cercurile ce trec prin punctele 0, —1/a, şi au axul radical x; = —1/2a, iar liniile p —const. 
sint cercurile ortogonale celor dintii, 

Cercul p = eonst. taie axa 5, in punctele + p, cărora In planul 3 le corespund punctele 
+pi(l F ap), situate pe axa reală, Centrul xf , x5 și raza R a cercului ce trece prin aceste 
puncte sint deci cunoscule din formulele 


ri = ap — ap) z$—0, R=pi(l—a2p?). (4) 
Penlru a inversa acesle formule, observăm cà ullima din ele dà 
g—-[—14]l1-4ae R3u:2a R90. (5) 


Dacă dorim să reprezentăm conform o coroană circulară excentrică de raze Hyp Ay peo 
coroană circulară, formula (5) dă razele p, corespunzătoare cercurilor de raze R, (j—0, 1). Prima 
relaţie (4) — scrisă pentru centrele corespunzătoare Li s xi — ar furniza două expresii distincte 
pentru parametrul a. În fapt insă, nu cunoaștem pozițiile centrelor, ci numai (linia centrelor 
fiind aleasă drept axă Ox) distanţa lor lj; = x7 — zl. Calculind pe lg, cu ajutorul primei relații 
(4) si tinind seama de ultima relație (4), căpătâm ly, = a (Bobo — Rapa). Introducind aci expresia 
(5) (scrisă pentru ambele cercuri), deducem : 


a= dp: VOR RP qu RD) + di. (6) 


Prin urmare, dale fiind două cercuri care nu se intersectează, si avind razele Hy. Hj 
si distanța centrelor lp; formulele (5), (6) permit să se delermine alit parametrul a al reprezen- 
tării (3), cit si razele pọ, p, ale cercurilor corespunzătoare celor date. 

Izolind în (5) produsul ap, conchidem uşor că ap — 1. 

În ce priveşte dreapta 6 = const., aceasta are ecuaţia B E, + C £, —0, unde —B/C= 
= tg 0. Notind B + i C = B, această ecuaţie se scrie B [+ B C — 0, de unde, fácind uz de (3), 
căpătăm ecuaţia cercului-imagine sub forma a(B + B)33 + Bà +03 = Ù, sau Incă zi + 25 + 
+ (la) x, + (Cla E)r, = 0, ceea ce dă poziția centrului cercului si raza sa : 


xi = — 1j2a, aj = — C[2a B = (eig 6)2a, r= | (a2)? 4 GEP = 1/2 asin 8). 

(7) 

Un raţionament similar celui de mai sus permite inversarea acestor formule — ceea ce 
esle necesar cind avem de-a face cu două cercuri care se intersectează, 

Acum putem construi efectiv releaua de coordonate naturale atasate reprezentării (3). 
Imaginea sistemului de coordonate polare din planul Z (fig. A.8.1) este dalà în figura A.8.2 
(pentru a = 1/5), Ságetile indică sensul de parcurs (ce poate fi urmărit cu ajutorul nodurilor 
corespunzătoare ale retelelor de coordonate). Subliniem că in figura A.8.2 punctele 0, —1/a sint 
unite prin cite două arce de cere parcurse în sensuri opuse, dintre care unul corespunde razei 
9 = const., iar celălalt, razei opuse 0 = const. +- z din planul Ë. 

Alegind pe figura 4.8.2 un domeniu oarecare mărginit de două cercuri 0-= const. şi 
două cercuri p = const., principiul corespondenței frontierelor arată că prima functie din (3) 
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realizează reprezentarea conformă a domeniului mărginit de razele $i cercurile concentrice cores- 
punzătoare din figura A.8.1, pe acest domeniu). (Pe ambele figuri, arcele trasate Ingrogat dau un 
exemplu de frontiere în corespondență.) 

Reciproc, dat fiind un patrulater curbiliniu dreptunghic format din arce de cerc, atunci 
parametrul a şi valorile corespunzătoare p, 0 pot fi efectiv determinate. Pentru astfel de domenii, 
transformarea (3) realizează deci reprezentarea necesară. 

OB&RERVATIE, Punctul $—5 din figura A.8.1 trece in punctul E Prin urmare, de exemplu, 
interiorul cercului p = 10 din figura A.8.1 trece 1n exteriorul cercului notat tot cu p = 10 în 
figura A.8.2; punctul 4, trebuie privit ca punct interior al acestui domeniu, astfel că exteriorul 
cercului considerat este simplu conex, si nu dublu conex. Pe de altă parte, exteriorul cercului 
p = 10 din figura A.8.1 trece în interiorul lui p = 10 din figura A.8.2; el nu conține însă punc- 
tul notat cu p = co, astiel că interiorul acestui cerc trebuie privit de fapt ca interiorul unei 
coroane circulare, așadar ca un domeniu dublu conex. 

In legătură cu cele de mai sus a se revedea şi $ 3, pag. 694. 


b) Coroana eliptică (elipse confocale) 


Să considerăm funcția 
à c6 AST), c>0, 520. (8) 
Întrucit avem 3 = z, --iz,, $5 = pexp(10), din (8) deducem 


z= t(p--hp^J)cos0, y =c (p— hot) sin ð, (9) 
așadar ecuațiile parametrice ale unei elipse de semi-axe 
a=c¢c(p+hp™'), b= ep —hp'), (10) 


pentru oricare p pentru care p — hp ! — 0, aşadar g* — h 
Distanţa focală a acestei elipse nu depinde de p: 


d*- gd! —b-4hc, (11) 


Principiul corespondenței frontierelor arată deci că funcția (8) realizează reprezentarea 
conformă a coroanei circulare de raze pg> p, > A din planul £, pe domeniul dublu conex mărginit 
de două elipse confocale Sy şi 5A, din planul 3. Linille p—const. sint elipse cuprinse între Ze 
și £, şi confocale cu acestea, iar liniile 0 = const. sint hiperbole, de asemenea confocale cu ele. 


Reciproc, fie date elipsele 5^, (de semi-axe a, b) si Z; (de semi-axe a', b^). (Notaţia nu 
este consecventă, dar este comodă ; în plus, ea evită unele confuzii ulterioare.) In acest caz, 
din relaţiile (10) scrise pe cele două componente ale frontierei urmează : 


ale =p thpt. b'je = p, — ho, !; ale = ps + hpg 5 , bje = pg — h pg 3. (12) 
Tinind seama și de condiţia de legătură (11), de unde 
ai — b3 oq" — b" hc, (13) 


rezultă că pentru elipse confocale, avem de determinat trei din cele patru constante c, Hh, ps, 
Pa, unà din ele putind fi aleasă arbitrar. Adunind termen cu termen primele dauă şi ultimele 
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două relații (12), căpătăm 
-p = Apis ü--b—260g,, (14) 
de unde, luind de pildă p, = 1, si tinind seama de (13), deducem : 
L.. ag —b a--b 


[gr by, i a, pQ-— ———3 71, (15) 


2 a' 4- b' a'4- b 





astfel că funcţia (8) care reprezintă conform interiorul coroanei circulare de raze pg = (a + b) : 
: Q2" - 07) $i 1, pe domeniul mărginit de Fy, 5, devine 
1 | a'— b i 
P-—(e-r[t-—— t| ao) 
pi da -j b 
Intrueit a+ b — a -- b, avem evident py > 
> pi mi. PAS h 
În loc să fixám valoarea p, = 1. putem da 
dinainte valoarea parametrului A = 1. În acest caz, 
(3) se va scrie 
=e i, (17) 


formă sub care ea poartă numele de iransjormarea lui 
Jukowski. Din (13) si (14) deducem acum 


CIT a -b a' 4- p 
La h 3 By = | a } P1 = M Li (18) 
a-—b Y a — b 


astfel cà funcția (8) care reprezintă conform interiorul coroanei circulare de raze gg, p} din (18). 
pe domeniul mărginit de 5, , ZZ, este 





p — PP 
y= Va b (e Vt. (19) 
2 
Valorile e, pg din (15) nu trebuie în niei un caz confundate cu cele din (18). Notàm că ft 
din (15) este legat de p, din (18) prin relaţia h = p7". 
După eum se vede din (10), dacă raza g,a cercului interior este Va, atunci semi-axele 
elipsei interioare sint 


dea, =, (20) 


şi L7, se reduce la un segment mărginit de focarele lui 1# p (compară si cu (13)). 

Dacă in particular A — 1, urmează că segmentul |— 2c, 2c] este imaginea prin intermediul 
transformári (17), a cercului unitate; in acest caz, valorile corespunzătoare din (15) $i (18) 
coincid, 

Într-adevăr, din (15) căpâtăm 

a + b 


1 
cox 3 a, pg — , h 1 (pentru p; = 1), (21) 
à 





£8 REPREZENTARE CONFORMA. EXEMPLE 345 


iar din (18) deducem 








1 F 
e= e, p= || 22, p=1 (pentruh — 1), (21) 
2 a—b 
unde valorile pp coincid în virtutea relaţiei (13) (pentru b' = 0). 
Aşadar, lunelia (19) reprezintă conform coroana circulară de raze pg = - tare) ] (a— b) 


ŞI p = 1, pe discul eliptie de frontieră _ g, eu o tdielurü intre focare. 
Din (9) avem acum 


r, =2ecos 0, r, — 0, (22) 


astfel cà acest segment este parcurs de două ori In sensuri opuse, atunci cind punctul 
g = exp (i0) parcurge pe Yy. In loc de (22), mai putem serie 


n= to” 23-9, (23) 


ceca ee arată că punelele o şi o de pe y au drept imagine acelaşi punet (x, 0) de pe segmentul Z 
Se ştie că functia care reprezintă conform discul eliptic pe discul unitale este de structură 


foarte complicală : 
— pi 1 — b \f 
VE ER m 
a+b T a+ p : 


unde sn este lunetia sinus-integral (inversa integralei Sehwarz-Christoffel care reprezintă conform 
semiplanul superior pe interiorul dreptunghiului de virfuri K, — K, K -- i K&', =K -F-1K"). 
Pentru detalii, inclusiv semnificaţia funcţiei k şi a constantei K, vezi de exemplu W.: Koppen- 
fels şi F. Stallmanu |1], 8 7.1; S. Mihlin [1], 8 30; Z. Nehari [1]. § 6.3. 

Funcția lui Jukowski — pentru acelaşi dise eliptic cu o tăietură între focare — este in 
schimb foarte simplă. În unele probleme, se poate trece uşor de la cazul discului eliptic eu tie- 
tură, la cel al discului eliptic plin, punind anumite condiții de conjugare pe segmentul ZZ, pentru 
functiile căulale — ceea ce este incomparabil mai simplu decit a se face uz de [functia (24). 








Prezintă totodată interes utilizarea de metode aproximative pentru problema considerată, 
L. Hantorovici şi V. Krilov [1], $ 5.6, dau o astfel de metodă, precum si un exemplu numeric 
pentru elipsa de semi-axe y45 , J'as i 





3 5 a 
Sepil. (25) 
4 4 


Notind cu c, (X) polinoame de grad m ce realizează reprezentarea conlormă aproximativă 


a discului unitate pe acest disc eliptic (așadar nu ncapăral sume parţiale ale seriei (6.11) pentru 
functia (24)) avem : 


€, (5) = 0,99 C, 

cz (2) = 0,99 (Y -+ 0,12 09), 

ws (C) = 0,99 (5 + 0,12 C? + 0,03 C5), 

€, (Č) = 0,99 (C + 0,12 Y? -- 0,03 C^ + 0,01 77). 


(26) 
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Pentru a evalua gradul de precizie al procedeului, se pot calcula coordonatele z,, Ta 
pe curbele-frontierà cx(c), (0), (0), cx, (c) ca funcții de unghiul 8. Curba w,(9) este un cerc; 
curba w(9) nu a putut fi trasată, intrucit la scara desenului ea coincide cu elipsa w(a), 






X2 





-—-— w= 0,99 (0+0,128%) 


ws = 0,99 (8 0,2 630,03 d”) 
“i 


Fig. A.8.4 


c) Cardioida 


Să considerăm funcţia rațională (mai mult: polinomială) 
à-«(5 =al +0, a>0, (27) 
a cărei inversă este 
= Va- 1. (28) 
Introducind aci (7.9), obținem ecuaţiile parametrice ale curbei frontieră £P: 
zi = a(1 + 2cos6 + cos 20), zr, = a(2sind + sin 20), (29) 
de unde, intrucit avem 3 = R exp (iy), deducem 


R= | ri =2a(1 + cos 0), tgz= rz = tg 0. (30) 
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Prin urmare, avem x = 0, si (29) este forma parametrică a ecuaţiei unei cardioide, cu 
punctul de intoarcere În originea axelor. Funcţia (27) reprezintă deci discul unitate pe domeniul 
mürpinit de această cardioidă, 

Întrucît funcţia (27) este rațională, putem determina usor parametrii geometrici ai do- 
meniului. 

Intructt din (27) şi (7.9) avem 

w'(0)=2a(1 +0),  o'(c)—2a(1- o7), (31) 


obținem imediat din (7.12) 
ds | = — 21a (1 + c) c^ 3/* do. (32) 


Pentru a integra această expresie, vom [ine seama că 
| ci dg = —2g-li*, | g- 1? dg — 2 gl*, 


astfel că (7.13) şi (32) dau 


PEDI. Ja 


8— 8 = — dl a(g — jl; (33) 





Funcţia CU? este multiformà (vezi 5.44). Alegind drept 
origine a abscisei curbilinii punctul a, = — 1 corespunzător 


unghiului 8 = — x (vezi fig. A.5.2 şi A.5.3) si tinInd seama de (5.45) (punctul considerat se 
găsește pe bordul inferior al tăicturii), avem 


Fig. A.8.5 


au? AER m L o; i = i, 
astfel că (33) devine 
s = — d ia (o — g712 4 ai), (34) 


Întrucit g!/?^ — g-* = 2i sin (0/2), această formulă se mai serie 


s(8) = 8 a[1 + sin (0/2)]. (35) 
În particular, pentru 0 = z obţinem perimetrul cardioidei : 
+r 


= 16 a. (36) 


= 





Introducind (27) și (31) în (7.20) si (7.23) avem 


D= ies (1 + e) (1 + 07)? do, 
id (37) 
Das = -iad ü + a) (1 + a7))! de. 
y 
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Tinind seama că originea este un pol (si singurul) de ordinul al doilea pentru ambele 
integrale, obţinem cu ajutorul formulei (3.30) 


D -—2mi(— ia) 3 = 6 at, (38) 
D ĝo = 2 miţ — ia). 5 = 10 mai, (39) 

de unde 
o = Bali, (40) 


Mai departe, pentru momentele centrale de inerție avem din (7.31) 


1 s B! j 5p. 
]---—-wtwdlt-s*-—-— (1 48-7 -— —1] (1-45) de, 
2 3 3 "ME 


(41) 
5 Pf. | Ec 
| = id (y 1ü-cy— — (14 otp — — |[(1 + m) de, 
y E 3 
de unde, folosind teorema reziduurilor, obtinem 
99 8 21 47 
lp = ze wat, = wer - m a, m THAO ra xau. Ia = — mat, la —- Q, (42) 
3 2 6 
Pentru momentul polar necentral de inertie obținem din (7.32) : 
1 
]i2--— «| (1 -- oy c^* de = 35 m a*. (43) 
2 13 


Evident, valoarea |, din (42) se putea obține din (13) si (10) cu ajutorul teoremei lui 
Steiner (vezi (2.7)). 


d) Lemniscata lui Bernoulli 
Să considerăm acum cazul funcției iraționale 


& cw -c(l-4 QU, a>0, (44) 
care are inversa 


& = (ay — 1. (45) 


Abstractie făcinul de o translatie si o omotetie, (14) este inversa Tunctiei (27). Funcţia 
(44) se obţine din (5.44) prin aplicarea succesivă a transformărilor. 


j—aZ, Z—-WIB Weite (46) 


Punctul $ = — 1 este un punct crilic algebric. 


Întrucît patrulaterul (0, c, 1 + c, 1) din planul £ este un romb, avem 


1+ c= 2c0s (8/2) exp (10/2), (47) 
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de unde 


t = lg = Rexp(ix)|g = a |/2cos (8/2) exp (18/4) (48) 
aslfel că imaginea cercului unitate are ecuaţiile R = aj2 cos (8/2), y = 8/4, 


ceea ce conduce la ecuația lemniscatei lui Bernoulli : 


R=aj2 cos 2y. (19) 


Privind transformarea (14) pe frontierá ca o suc- 
cesiune de Ltransformári 251 + g = aVi + a, consta- 
Làm că atunci cind arg g = O trece prin valoarea m, 
arg (| + a) are o discontinuitate, sí trece de la valoarea 





1 
(*— rz) la valoarea — — (x — e). Într-adevăr, avem 
2 


Fig. A.8.6 


arg (1 + o) = are ig (X,/X,) (unde am notat cu X,, X, 

coordonatele carteziene in planul variabilei W = 1 + D), iar pentru 8 = z avem are tg (X,/X,) = 
= 712, așadar un punct de discontinuitate al funcţiei tangentă. Pentru a păstra determina- 
rea pozitivă a radicalului din (49) trebuie de asemenea să considerăm că arg o trece de la o 
valoare w — e la valoarea — x + e. În definitiv, aceasta va obliga să luăm ca interval de 
variație pentru 0 nu intervalul [0, 2x], ci intervalul [— x, x]. Ca imagine a cercului unitate, 
alegind acea ramură a funcției de reprezentare care face ca punctului $—1 să-i corespundă 
punctul à = a |/ 2, obţinem bucla de lemniscată situată In semiplanul z} > 0, parcursă în sens 
direct Incepind din origine. Pentru a doua ramură a funcţiei (414). obținem bucla simetric 
dispusă din semiplanul x, — Ü. 


Pentru determinarea cantităților D, à. l, lg. vom face uz de formulele (7.20), (7.23) 
şi (7.31). Întrucit din (44) urmează 


ofo) =a(1 + 0), wla) = all + o)? o"e, 


(50) 
l m ERE 1 iei 5 
e'(c)- — a + o),  «'(a)s — a(i + omt? oè, 
2 2 
obținem 
B 
D= — —imi( do! = — ia: gU = ut, (51) 
2 Ci E [Bo —z 





Pentru à determina centrul de greutate, avem mai intii 


1 
D ġo Em = -= ja l TUN ds, 
4 " G 





750 ANEXĂ $: 


unde, electuind substitutia 1 = ya + oic, obținem 


E — FII -— i: B wet Te 
$= ti o= [VEF o= m Bol edis Yo] š 
2 V l+a T l'a fum m [)zs —*t 


(52) 





Cind punctul c parcurge cercul unitate y în sens direct peniru — m < 0 — x, punctul 
(Jia —Y e) parcurge o curbă simplă deschisă cu capetele în punctele i, — i, Prin urmare 
funcţia 1n (i2 c —W e) are intre aceste puncte o creştere — aceeaşi pe orice ramură a funcţiei 
lagaritmice — care se calculează tinind seama că In i = iz/2, In(— i) = — in[2, şi deci 


b Ir c = im. (52) 


Din (51)—(53), obținem astfel 





de = najd, (54) 


Pentru momentele centrale de inerție avem acum din (7.31) : 


i-o Lapis, SITIS DETTA 
4 y Vs 2 g 4 ys. 


motel, | EEE (fg ek. om Ma tok 
B „LL s 2 4 

















(ceilalți termeni ai integranzilor sint sau constanti, sau de forma (1 + o)Ei!2, astfel că inte- 
gralele corespunzătoare lor sint nule). În aceste formule intervine valoarea calculată a inte- 
gralei (53), precum $i două integrale ce se calculează imediat : 


$ aU? do = 291 | SUN, 
rd 


——m 
| (58) 
e RE LRL 
, 3 Da -y 3 





Cu ajutorul substitutiel 1 -+ c = 1? obținem și 


f Ete ao [a 2 Jic s 1n Vr aa (57) 


ETIS 





(unde am ţinut seama că pentru c parcurgind y, punctele Vi +s—1 şi y: -- g -+ 1 parcurg 
conture închise, dintre care primul conține originea, iar al doilea, nu) 5), 


9) Vezi şi $ 5.22, nota de la pag, 343. 
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Introducind (53), (56) si (57) In (55), obținem 





(58) 
1 i 1 1 1 
i (a se s = [n ej. lg = 0. 
3 8 3 16 
Pentru momentul polar necentral de inerție, deducem din (7.32) 
1 1 1 
lo = — — ia' g DE leac dii (59) 
8 y 8 1 
Funcţia (44) are o formă destul de simplă. Formula binomului dă imediat 
cra (2n — 3) |! 
a(i + 0? — atl + (e Dr Tis (60) 
a0 | X = 


de unde funcțiile w (7) din (6.12) se deduc uşor. Prezența punctului critic £ = — 1 înrăutățește 
sensibil convergenta acestei serii în vecinătatea sa. Astfel, luind a = 1 şi considerind numai 
punctele o = — 1 şi g = 1, obţinem 


| t, 9) to, a1) ea) 


sm —1 0,273 0,227 0 
g -1 1,399 1,407 1,414 


Tp 










malja 
--- ulU) "jey 0-00 

— — ali 2- pg 0-0! 
— ue) (/«0)^* 


Fig. A.8.7 


Ca și în cazul elipsei, dăm aci în figura A.8.7 curbele aproximative œ (0), pe care le 
comparăm cu frontiera exactă e(o) (o jumătate de buclă). Abaterea în vecinătatea valorii 
0 = me este evident mare, si scade foarte incet odată cu creșterea lul m. 

Cu titlu de exemplu, dám în figura ^.8.8 liniile de coordonate naturale corespunzătoare 
transformării (44). Ele pot fi trasate tinind seama că din (44) urmează, pentru 5 = p exp (i8) : 


st — si = 1 4- p cos 0, 2x,r, = psin O, (61) 
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de unde 


" Lc a 
zi = 3 [1 + p eos 0 + Vi -2gcos 0 + e], 
(62) 
2 1 ' a —Ó E 
Xa tm =) p*sin* 0: [1 + acos -- VI + 2 pros8 + și]. 






Si 






+ 8 0 
Fig. A.8.8 


e) Pütratul. Planul cu un orificiu pütrat 


Formula lui Schwarz-Christoffel (6.10) permite uşor determinarea funcţiei ex) în cazul 
unul polinom regulat : punctele ce, sint dispuse simetrie pe Y, și pot fi determinate ca soluţii 
ale ecuației binome a^ + 1 = 0, jar exponenţii x, sint egali intre ei, 


În cazul pălratului, avem o, = (+ 1 +i)ij2, a, = 1/2, și (6.10) devine ' 


à—a a Jj (1 + 00797 at, 


=a 


Alegind a' = 0 și {y = 0, centrul cercului y are ca imagine centrul pătratului. Pentru 
pătratul de latură 2 trebuie să avem (întrucit punctele $ = 1 și 3 — 1 se corespund) a = 1,080, 
In definitiv, functla 


à = œ (č) = 1,080 | (1 + PI) ar (63) 
ü 


reprezintă conform discul unitate pe interiorul pătratului de latură 2. 
Pentru planul cu un orificiu pátra! de latură 2, avem c, = (+1 + i)/y2, a, — 3/2, 
astie! cá (6.10) devine 


j-aada | (1 + C9 gota. 
Ü 
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Întrucît punctele (1, — 1, iac] Şi (1, — 1, e) se corespund, obținem de aci 
A 
j = a_(0) = 1 — 14180 | à + Cor? pa at, (64). 


Cu titlu de exemplu, să calculăm elementul de arc, directia tangentei, si raza de curbură 
a frontierei pătratului de latură 2, cu ajutorul formulelor (7.12), (7.15), (7.18), utilizind funcția 
(63). Întrucit aci intervin numai valorile la limită ale derivalei functiei c, (7), integrala din (63), 
nu ne va incomoda. Avem mai inlii 


el (a) = alfi + ai, a — 1,080, (85) 
o, (a) = a i  o-* = t acti[f/1- ai, (66). 

unde semnul nu poale fi luat arbitrar. Într-adevăr, intrucit 
e, (3) f, (a) = + atot + st) > 0, (67) 


vom alege în (66) semnul plus sau minus, după cum e? + o ?—2 cos 20 este pozitiv sau nega- 
tiv. Cu aceasta, (660) devine 


-- 1 1 3 F 





ac?j|/1 4 ot pentru — — xz Be -— m murah an, 
TOR 4 E 4 4 
e (o) = 4 (68). 
——— 1 3 > 
— aa 1 + st pentru — z < 0 — — x sau — x « 0 « — m. 
4j 1 4 1 


Pentru elementul de arc obținem acum din (7.12) si (67), (68) 


ds = |] + RR, (69) 
ipo e l/21cos 26] 


Pentru direcția tangentei la frontieră deducem din (7.15), (65) și (68) : S = +i rr, 
unde semenele sint luate ca in (68): asadar: 


i 1 1 
i pentru — — 7 fe — m, 


1 3 

—1 pentru — m 0 e — r, 
4 4 

S = (70). 

3 5 

—j pentru — r0. — T, 
4 4 
T 

1 pentru — mt £ fa — f. 
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Pentru a calcula raza de curbură avem mai Inti 

(6) = — 2a ot (1-4 at) 32, (71) 
Introducind (67), (68) si (71) in (7.18), obținem 

R= pentru 1 + a* 4: 0, (72) 


așadar R = co cu excepția virfurilor pătratului, In virfuri, R rámine nedeterminată. 

Funcţii de forma (63) sau (64) sint greu utilizabile. Dar întrucit ele sint destășurabile 
In serii Taylor (inclusiv pe Y, cu exceptia punctelor 6.) este firesc să facem uz de polinoamele 
t3, (5) Și e .,, (E) ce se obțin din (63), (64). Cu ajutorul formulei binomului obținem 


c (0) = a(1 + C971? — a » (— 1) ————— qun (73) 
nzü 2" n! 


(valorile coeficienţilor sint tabulate de L Rijik şi I. Gradstein [1], $ 8.41), respectiv 


e (=a Dt = d "sp È (ape Pe pn 004) 
2"n! 


Integrind termen cu termen, obţinem în locul funcţiilor (63), (64) : 


- an — 1) !! 

o4) =a Y, (— 0" EEUU. iet, (75) 

tear 2"n I (4n -+ 1) 

- 2n —3)11 
edu sje ip E em, (76) 
s 2" nl(4n —1) 
Derivind aceleaşi serii termen cu termen și Inmultind cu Y, obținem 
an (n -—1)!! | 

iu) ee S6 re 27 (77) 

"21 2 (n—1)1 

| sui n—DHU uua 
^q = a|- 2t7*4- yc pH — ———( |]. (78) 
| "zl 2^ FE n 1 
Făcind uz de formulele aproximative (valabile pentru valori mari ale lui n): 
n |*,,—- ti ym NE TRES 
e (=) fas (a ial; (2n — 1) tt e V 2 (an) e^", (79) 
e lan 
“obținem pentru coeficienții corespunzători funcţiei «à , (0) : 
(2n—1)! —— 1 (2n — 1) !! 1 
— H mll —- 0, 0, 
2'"n!(4n--1)  Jjzn(n-4 1) 2* n! |n 
T (80) 
(2n — 1) t! In 
— — CE — - co, 
28-*(n — 1)1 
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şi tot astfel pentru coeficienții corespunzálori functiei c. (0) : 


(2n — 3) !! 1 


— p À— ÁÀÓ ec ——M'—  u— — —— a Üü 


2"n! (4n—1)! |an (4n—1) n —1) 





(81) 

an — 3)! 1 an — 1)!! 2 
MCN opaca dag pd P eggs og 
2" n! Van (2n — 1) 2" n! |n 





de unde rezultă evident că convergenta seriei (75) este mult mai lentă decit a seriei (76). 
(Compară si cu $ 6, pag. 732.) 

În figurile A.8.9 şi A.8.10 dăm cite un cadran din curbele aproximalive t+: mC), res- 
pecliv w_: mig). Curbele æq .:1 (0) şi O: L1(a) sint cercuri. Curba c... sula) coincide practic 
vorbind cu frontiera exactă. Figurile evidenţiază faptul cà convergenía procedeului este puțin 
satisfăcătoare pentru pătrat, 

Curbarea laturilor pătratelor se poate evalua cu ajutorul formulelor (7.15) şi (70). Dar 
incă mai importantă este determinarea razei de curbură R în punctele ce corespund virfurilor : 
cu cit ea este mai mică, cu atit aproximarea este mai bună în chiar vecinătatea punctelor 
singulare. Făcind uz de (75). (76), se calculează uşor K în punctele 6 = v — 1. Valorile ra- 
portului R/a sint date în tabela de mai jos atit pentru pătrat, cit și pentru planul de orificiu 


pătratic, pentru acelaşi număr de termeni in funcția de reprezentare aproximativă : 
interiorul pătratului : 


grad 1 2 9 13 17 21 25 29 33 37 
Ria |1,000 0,643 0,5911 0,437 0,388 0,353 0,326 0,304 0,285 — 0,271 
planul eu un orificiu pülratic : 


grad | —1 3 7 11 15 19 23 


bz 


T 31 43 
ha | 1,000 0,100 0,042 0,023 0,017 0,012 0,009 0,007 0,006 0,005 


Deosebirea de comportare in cele două cazuri esle evidentă. 


$ 9. SERII FOURIER 


a) Funclii definite într-un disc, si valorile lor la limită 


Vom studia aci comportarea funcțiilor de punct pe cercul unitate 
Y, şi legătura lor cu anumite funetii definite în discul unitate H". (Prin- 
tr-o translație si o omotetie, orice disc circular poate fi înlocuit cu discul 
unitate.) 

Pe frontiera lui /[*, vom nota 


čl = e exp (i0) 6 =exp (—i0)= o, sj, — 9. (1) 
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Fie dată in //* o funcție continuă $i uniformă, prelungibilá prin 
continuitate pe y. Tinind seama de (1), putem serie 
F(5,&)l; =f (o) —f(9) — fi), (2) 


unde — prin abuz de notație — păstrăm acelaşi simbol f pentru cele trei 
funetii-limitá. Funcţia f( c) este desigur continuă, 
Fie mai departe că F(Y, Č) este analitică în J", aşadar că 


FO = y BQUU. (3) 
khk = Ü 

Întrucît / este continuă in H+- v primul termen din (2) devine 
È adate Y Fs, (4) 

h Ed R= =0 

unde am notat k — k = 4n după cum h == k, şi unde avem 
Pe = $i Fa F = 5, Pas Po. = Fina (5) 
h=0 k=0 h= 


În felul acesta, fiecărei funcții de forma (3) in /[* si continuă in /[* -+ 
+ Y, i se asociază o dezvoltare în serie nu după puterile arcului s sau ale 
unghiului 0, ci după puterile întregi ale variabilei o pe y. Din relația lui 
Euler 


c+" = exp (+ inĝ) — cosn0 + i sin n, (6) 


rezultă că sintem conduşi la o dezvoltare in serie Fourier după argu- 
mentul 9. 


În felul acesta, oricărei funcţii (3) i se asociază o serie (4). Dacă prima din ele con- 
verge in A] + y. atunci (4) converge de asemenea. Dacă coeficienții F, sint cunoscuți, cocfi- 
cienții F, rezultă din (5). 

Pentru noi prezintă însă interes problema inversă : dată fiind valoarea la limită f(a), 
să determinăm insăși funcţia. Or, chiar dacă f(s) poale fi pusă sub forma (4); dacă functia 
F(C, U) poate fi pusă sub forma (3); şi dacă din egalitatea a două serii (4) se poate conchide 


că coeficienţii corespunzători sint egali — relaţiile (5) ràmin totuși insuficiente pentru ca din 
valorile (cunoscute) ale coeficienţilor F,, să putem determina pe F 


Totuşi, există cazuri importante in care, funcţia Fi, a fiind LAN si la alte condiţii 
(de ex., de a satisface o anumită ecuaţie), sintem conduşi la noi relaţii intre coeficienţii P n 
care, Împreună cu (5), sint indestulătoare pentru determinarea coeficientilor. De exemplu, 
acesta este cazul cind F (5, 2) este o combinație liniară a două funcții olomorfe în /[^, eventual 
inclusiv derivatele lor şi funcţiile conjugate : pentru fiecare indice n — 0 dispunem de doi 


coeficienți cunoscuți Fy F_ $i trebuie să găsim cei doi coeficienţi necunoscuţi ai termenilor 
în in cele două funetii olomorfe. 


În definitiv, sintem astfel conduşi la a considera date la limită destă- 
gurabile în serii Fourier pe y, şi la a reconstitui cu ajutorul coeficienţilor 
corespunzători, dezvoltările in serie ale funcțiilor căutate în M+. 
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Tehnica rămine valabilă si pentru domenii simplu conexe necirculare : notind cu ext) 
funcţia ce realizează reprezentarea conformă a discului unitate pe domeniul considerat, putem 
serie 


Fa) = Y F (o (OP [o (1 = SS UI. (7) 


h, E= ü i. y= 


Transcriind In același mod și condiţia li limită, de pe frontiera domeniului — pe Y, 
ajungem la un sistem de ecua[ii similar cu (5). 

Procedeul poate fi folosit $i in cazul coroanei circulare, și deci si pentru domenii reprezen- 
tabile conform pe o coroană, 


b) Serii trigonometrice si serii Fourier 


În cele ce urmează, vom aminti uncle rezultate clasice ale teoriei seriilor Fourier (in 
real şi în complex). Ca bibliografie, indicăm : N. Bari [1]; G. Hardy si W. Rogosinski [1]; 
I. Hincin [1], capitolul 21; E. Hobson [1], capitolul 7; V. Smirnov [2], volumul 2, capito- 
lul6; G. Tolstov [1]; G. Valiron [1], $$ 7.85— 7.89; M. Zamansky [1], capitolul 15, partea 
III;A. Zygmund [1]. 

Dată fiind o fune(ie reală (si desigur uniformá) de variabila reală 0 & [0, 2x], cea mai 
simplă reprezentare a ei prin serii de funcții elementare ar fi cea a lui Taylor. Dar utilizarea 
acesteia impune datelor la limită ale problemei condiţii severe (analiticitatea), rar realizate în 
practică, şi — după cum vom vedea — inutile pentru scopul urmărit. În afară de aceasta, 
intrucit nu există corespondență biunivocă Intre funcțiile reale de clasă C" şi mulţimea coefi- 
cienților dezvoltării In serie Taylor corespunzătoare (vezi și $ 5, pag. 715), operațiile legate de 
studiul sistemului (5) s-ar complica considerabil. 


Să începem prin a considera seria trigonometricá 


s(0) => Ca + y (e, cos n8 + d, sin nð), (8) 


Pa ] 


unde c,, d, sint constante reale, iar s(0) este suma seriei, în punctele în 
care ea converge. 


Se poate demonstra că, dacă o serie trigonometrică este convergentă în [0, 2r], excep- 
tind eventual o mulţime numerabilă de puncte, atunci avem 


lim e, = lim d, = Ù. (9) 


Ti Ga PI = E 


Acestea sint deci condiţii necesare (nu și suficiente!) de convergenţă. 

Desigur, dacă două serii trigonometrice au aceiaşi coeficienți, ele au aceeași sumă In punc- 
tele de convergență (ele coincid). Prezintă Insă interes cu deosebire reciproca acestei pro- 
prietáti, care rezultă din teorema lui Cantor: o serie trigonometrică care converge către zero 
in [0, 2x], (exceptind eventual o mulțime numerabilă de puncte) are toți coeficienţii nuli. 
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Pentru a studia cu ajutorul seriilor trigonometrice o funcție oarecare f(0), definită In 
[0, 2x], să presupunem că ea poate fi pusă sub forma (8), așadar cá 


1 au 
f(8) = s(8) = — cy + V (c, cos n0 + d, sin n6) (10) 
2 


n—l 


(unde semnul = arată cà egalitatea este numai prezumată). 

Dacă functia f(0) este integrabilă ; dacă seria din (10) este uniform convergentă ; şi 
dacă suma ei este chiar f(0) — abstracţie făcind eventual de o mulțime numerabilă de puncte 
— atunci coeficienții Cur d, se determină uşor. Pentru aceasta, trebuie să ţinem seama de 


proprietatea de orlogonalitate a sistemului trigonometric in [0, 2m]: 


im zm 
| cos nd cos mă dd = | sin nd sin m0 dd = må m? 
D ü 
(11 
im 
| cos nÜ sin m6 dă = 0. 
Ü 


Înmulţind relaţia (10) cu cos nO, respectiv sin nô, integrind termen cu termen in [0, 27], 
$i fácind uz de (11), obtinem 


1 ri5 1 r?7 
S -| KO) cos n0 d, d, = — | T (8) sin n8 dô. (12) 
0 fest 


O serie trigonometricá ai cărei coeficienţi sint generati cu ajutorul relaţiilor (12) se nu- 
mește serie Fourier; e, d, se numesc coeficientii Fourier ai lui f(8). 

Desigur, oricărei funcţii integrabile i se poate puna in acest fel în corespondență un 
sistem de constante e s d. deci o serie trigonometrică ; dar nu se poale afirma nimic nici 
despre convergența acestei serii, si nici despre faptul dacă suma ei esle egală cu funeţia dată. 
se poate totuși demonstra că pentru orice funcţie integrabilă f(O), relaţiile necesare de con- 
vergentàá (9) sint satisfăcute de coeficienţii (12), independent de faptul dacă seria converge 
său nu. 

Noţiunea de serie Fourier este veritabil mai restrictivă decit cea de serie trigonometrică ; 
exislă chiar serii trigonometrice convergente care nu sint serii Fourier ale sumei lor. (Compară 
cu $ 5, pag. 715). 


Evident, oricărei funcţii integrabile îi corespunde un şir de coeficienți Fourier. Se 
pune întrebarea dacă, reciproc, unui şir de coeficienţi Fourier îi corespunde o singură funcţie 
f(8). În acest sens, se poate demonstra proprietatea de complelitudine a sistemului trigonometric : 
dacă o functie integrabilă are toţi coeficienții Fourier nuli, atunci ea însăşi este nulă, eventual 
cu excepţia unei mulțimi numărabile de puncte, (Sistemul trigonometric din care am eliminat 
fie măcar şi o singură funcţie, nu mai are această proprietate.) 

Din teorema lui Cantor, din relaţiile (12), si din proprietatea de completitudine, rezultă 
decl cà: 


dacă două serii trigonometrice convergente in [0,2x] au aceeaşi 
sumă (abstracţie fácind eventual de o mulţime numărabilă de puncte), 
ele au aceiaşi coeficienți ; 
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dacă două funcții integrabile sint egale (abstracție fücind eventual 
de o mulțime numărabilă de puncte), ele au aceiași coeficienţi Fourier ; 

dacă donă funcții integrabile au aceiaşi coeficienți Fourier, ele coin- 
cid (abstracţie făcind eventual de o mulțime numărabilă de puncte). 

Prima din aceste proprietăţi stă la baza „metodei seriilor”, sistema- 
tic folosità în capitolele 5 şi 6 : ea conduce de la egalitatea a două dezvol- 
tări în serie, la egalitatea coeficientilor corespunzători, si de aci la construi- 
rea de sisteme infinite de ecuaţii algebrice, care permit determinarea mári- 
milor necunoscute. 

Toate cele de mai sus sînt în fond proprietăţi ale funcţiilor sistemului 
trigonometrie în raport cu mulțimea functiilor integrabile (prima din ele 
este chiar mai generală), mulțime în care două funetii sint privite ca egale 
dacă diferă numai pe o mulţime numărabilă de puncte €). Ele stabilese 
într-un anumit; sens echivalenia dintre aceste funcții, destul de generale 
— și reprezentările lor prin intermediul unor serii trigonometrice. 

Prin urmare, orice funetie integrabilă este complet „caracterizată 
de seria sa Fourier, care poate fi privită ca o formá-standard a funcției. 
Prin aceasta, seriile Fourier se deosebesc în mod avantajos de seriile Taylor 
(reale). 


Cele de mai sus râămin valabile pentru clasa V $i subcelascle sale (vezi $ 1, pag. 687). 
Aceste proprietăți nu depind de laptul dacă seria converge sau nu, nici dacă suma ei 
este sau nu egală cu funcția dată, 


c) Convergent; proprietăţi ale coejicienţilor 


Un răspuns destul de general la chestiunea convergenței este dat 
de teorema lui Jordan: dacă f(0)e V [0,27], atunci seria sa Fourier este 


Eb x ; " 1 
convergentă, si suma ei este egală eu PS [f(9 4-0) -- f(0 — 0)] pentru 
orice 0e ]0,2z [. În punetele în care f(0) este continuă, seria sa Fourier 
este uniform convergentă. Dacă avem și f(0)e 00 [a b], cu [a, b]C [0,22], 
atunci seria Fourier converge uniform spre f(0) pe la, b]. 


Subliniem că condiţiile (9) e C^, si chiar f(9) e Go uz. 1/2, nu sint suficiente pentru 
a asigura convergenta seriei Fourier. 

Intrueit integrala definità este o funcţie continuă si cu variație mărginită ca funcţie de 
limita superioară de integrare, integrala oricărei funcții integrabile este desfisurabilà in serie 
Fourier convergentă. 

Integrind deci termen cu termen seria Fourier a unei funcţii integrabile (chiar dacă 
această serie nu este convergentă !) si pentru care cQ = 0, obținem o serie trigonometrică ce 


-e 


7) Cititorul va observa că folosim in mod intenționat această formulare destul de gre- 
oaie, în locul noțiunii mai compacte — dar mai puțin elementare — de „funcții care coincid 
aproape peste tot", adică cel mult cu excepţia unei mulţimi de măsură nulă. 
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converge (uniform în raport cu limita superioară de integrare) către integrala funcției conside- 
rate, Pe de altă parte, dacă f'(D) este desfásurabilà in serie Fourier, atunci această serie se 
obține prin derivare termen cu termen a seriei Fourier a funcției f(8), 


Să considerăm acum funcţia f(0) extinsă periodic inafara intervalului [0, 27]. Dacă 
f(21:) E f(0), aceasla înseamnă că punctele 0 = 2hr sint puncte de discontinuitate, de care va 
Lrebui să [inem seama, 

Pentru coeficienții c d sint valabile următoarele relații de mărginite : 

a. Dacă f(0) este integrabilă (în particular : dacă f(0) verifică condiţiile lui Dirichlet, 
tinind seama si de eventuale discontinuități în punctele 2hr), atunci (independent de faptul 
dacă seria Fourier converge sau nu) sint valabile relațiile (9): 


lim c, — lim d, = 0. (13) 
Tix T= cms 


b. Daci f(8) e, (ceea ce presupune f(27) = [(0)), atunci 
(él e On 0 cpi (14) 


c. Dacă f(0) e V (eventual f(2z) == f(0)), atunci 


i 


tel; Id, t&C. (15) 
(Vezi și $ 1, pag. 087; compară cu (14) pentru p. = 1). 
d. Dacă f(8) este absolut continuă (deci și fm) = f(0)) atunei 
lim |ne | = lim |nd,| — 9. (16) 


H-an mie 30 


Relația este satistăcută în particular dacă f(8) & Cr; mai particular, dacă MeO) este 


derivabilă si cu derivata mărginită; mai particular, dacă f(B)& C!. 

Desigur, putem face uz de aceste formule şi relativ la funcţia f'(0), dacă ea posedă 
proprietăţile menţionate. Dacă f(25) = f(0), atunci notind coeficientii Fourier ai funcției F(8) = 
= 89) cu Co D, (vezi si (7.5) după integrare prin părți obţinem 
com—ntbDb, d «ntc, (17) 


Lu 


prima din aceste relații este valabilă chiar dacă f(21) z= f(0)). 

Tinind seama de (17) in (15)—(16), obţinem evaluárile corespunzătoare. Prezența unei 
discontinuități a funcției f(0) are același efect ca si inegalitatea f(2m) = [(5): ea face să 
apară termeni de ordin 1/m in evaluarea coeficienţilor e, d . 

Condiţia f(2x) = f(0) fiind respectată, obținem deci rezultatele următoare : 

e. Dacă f'(0)& C? și f'(2z) = ["(0), atunci 
=] =j 
el, ddl s Cln] Q0 Ogy 1. (18) 

Seria Fourier a unei funcţii eu derivată periodică si hălderiană, este deci vizibil absolut 
convergenti. 

f. Dacă f'(0) & V (cazuri particulare — vezi $ 1, pag. 637), atunci chiar dacă f'(2r) = 
7 f0), avem 


leb Ld CIn[., (19) 
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g. Dacă f(0) ec, şi are toate derivatele periodice, atunci 


Ie l; Id, c CInp "^, Opal. (20) 


h. Dacá f? (9) e V, atunci chiar si pentru f" (ax) zÆ ^), avem 


lel; 1d, | Ein, (21) 


Desigur, formulele (20), (21) îşi pierd sensul pentru f(0)& C" cu derivate periodice. 
În acest caz se demonstrează : 

i. Dacă fil ec este periodică împreună cu toate derivatele sale, atunci există un 
£&]O1[ astfel ca 


le, 14,1 «e CI en. (22) 


Toate aceste rezultate au mare însemnătate practică : cu cit f(0) are derivate periodice 
şi continue (nu numai pe porţiuni!) de un ordin mai inalt, cu atit convergența seriei sale 
Fourier este mai rapidă. Dacă condiția de periodicitate este satisfăcută numai pină la un 
anumit ordin de derivare, existența derivatelor de ordin mai înalt nu mai are nici un efect, 

Să remarcăm că o funcţie polinomială în 0, prelungită înafara intervalului [0, 27], 
duce inevitabil la apariția de discontinuități ale derivatelor, (Nu se pot alege coeficienţii poli- 
nomului în asa fel încit să fie asigurată periodicitatea funcției si a tuturor derivatelor sale.) 
Folosind acest fapt, este posibil să se adauge oricărei funcţii un termen polinomial convenabil 
ales, astfel incit să marim ordinul de derivare pină la care condiția de periodicitate este 
satisfăcută. Această operaţie se numește ameliorarea convergen[ei seriilor Fourier. 

Pentru relaţiile (13)—(22) şi pentru chestiunea ameliorării convergenţei, vezi de pildă 
N. Bari [1], $$ 1.22—1.25; V. Smirnov [2], volumul 3, pet. 151 şi 157—159; G. Tolstov [1]. 
$8 5.8 si 5.11. 


d) Serii Fourier complexe 


Toate aceste rezultate pot fi usor extinse la cazul unei funcţii com- 
plexe de parametrul real 0 sau, ceea ce este acelaşi lucru, de punctul c = 
= exp (i8) de pe y. Înlocuină sistemul trigonometric prin sistemul funcții- 
lor o" = exp (in), va trebui să inlocuim (11) prin relațiile 


- imt ET e NS 
QU" dg = 271 pentru n + m E (23) 
i 0 pentru n + m Æ —1, 
(vezi si (D.49)). Punind funcţia complexă f(c) sub forma 
Town 
fila) = Y fe, (24) 


Hem m E 


prin înmulţire cu c" si integrare pe y se obţine, in loe de (12), 


d 








2Ti 


(compară cu (5.27) !). 


4 flo) gc" de, n =0, 41, L2... (25) 
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Formulele (12) — (16) şi (18) — (22) rămin evident valabile pentru modulul |f | Să mai 
remarcăm cá avem ; N 


—- — € 1 e 
ge = | fia) o"t! (—o tde) = —— E [(5) 5"! de, 
tud Jy ari Jy 


de unde urmează 


L=, su f, (D,. (26) 
(Notatiile trebuie intelese precum urmează : f, e dat de (25); f, are sensul lui (£2; in 


fine, coeficientul Fourier de ordin n al functiei f se scrie (f), 
În particular, dacă functia f(B) este reală, de aci deducem 


f, = f. (27) 


Legătura între seriile (10) si (24) este usor de stabilit cu ajutorul relaţiei (6). Anume, 
notind 


fc) = AO --if(9. h =h R 
€, sei, i = 


(unde q.d, ga, di sint coeficienţii Fourier ai funcţiilor reale fi CO), f, (0)), obținem din 
(25) pentru n 2 0 : | | 


(28) 


1 (e l l 
h= h+ = —-| [f, (9) + 1f, (0)] [cos nB — isin n0] dB = 
Am Ja 


= z [(e; + d7 ) + ide — dj). (29) 
Din (26) $i (29) obţinem încă pentru n > 0 
În e [til = E [e — d; H iC + dj]. (30) 
Cu aceasta, formula (24) devine 


1 x» 
f, (8) + if; (8) = FI (es 4- ic ) + * (c; cos nO + d, sin n0) + 


H= | 


Eel 
4- 1 b» (c; cos nf -+ d” sin n), (31) 
pai 
ceea ce reprezintă suma dezvoltărilor în serii Fourier a funcţiilor f,(0) și if,(0). Dacă f,(0) =0, 
termenii pur imaginari din (31) — şi deci și din (21) — dispar. 


e) Serii Fourier si serii Laurent 


Expresia (24) permite stabilirea unei legături strînse între seriile 
Fourier şi seriile Laurent. Aceasta prezintă deosebit interes cind se cere 
determinarea sub forma (3) a unei funcţii de o singură variabilă complexă. 
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Din punct de vedere formal, există corespondenţă evidentă între 
dezvoltările în serie Laurent (5.26) : 


JR = Y ft. (32) 
și cele în serie Fourier 
fio) == y f, (33) 


unde coincidenfa coeficienţilor rezultă din (5.27) si (25). 


(O serie Laurent convergentă într-o coroană circulară de raze R!, RO poale fi uşor lrans- 
formată intr-o serie analogă Intr-o coroană de raze p, SS 1 — pg: in particular, putem face ca 
cercul exterior sau cel interior să coincidă cu Y.) 


Se pune însă problema de a găsi in ce condiţii (33) este valoarea la 
limită a seriei (32); aşadar — presupunind că am ales p, =1 — in ce 
condiții o dezvoltare în serie Laurent poate fi prelungită prin continuitate 
pe cercul unitate y =H și pe cercul interior „7, de rază p, ce definesc 
coroana sa de convergență, 


Evident, este suficient să cercelüm chestiunea pentru dezvollările layloriene 


O= F RE (34) 


Had 


$i dezvollarea Fourier de formă specială 


um 
[(a) = y f, 4". (35) 
n -0 
Seria (34) converge uniform pe orice compact conlinut în /['; dar pe y pol exista 
puncte in care seria-limită (35) converge, şi altele in care ea diverge, Acesle puncle nu 
lrebuie confundale cu punelele regulale şi punelele singulare ale elementului tayglorian (34); tot- 
odată, nu trebuie confundată posibilitatea de prelungire analitică a functiei (34) printr-un 
punct regulat al frontierei, cu posibilitatea de a prelungi prin continuitate functia F(Y) intr-un 
anumit punct al frontierei (sau chiar pe toată frontiera), si mai deparie cu proprielalea de 
convergență a seriei (35) pe frontierá. 
Astfel de exemplu, pentru [unctia 


FD == (1 — ŢI = e. (36) 
Hi = 0 


toate punctele de pe Y (cu excepția lui 5 = 1) sint puncte regulate; toluşi, seria (36) diverge 
peste tot pe Y (ceea ce rezultă din faptul că coeficienţii ei nu satisfac condiția necesară (9)) ; 
totuşi, funcţia poate fi prelungită prin continuitate In orice punct de pe y (exceptind C = 1). 


Relativ la acest cere de idei, menționăm aci teorema a doua a lui 
N. Abel: dacă seria (35) converge într-un punet cae y, atunci suma seriei 
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(34) poate fi prelungitá prin eontinuitate in acest punet pe orice drum 
ne-tangent la y, și avem 


f’ (s) = limf() = È fo. (37) 
So n=0 


Reciproca acestei teoreme este în general falsă, după cum o arată 
exemplul seriei (36) : lim f (C) există pentru orice $ = 1, |X| — 1 și totuşi 
peria-limită pe y diverge peste tot. 

Într-un cadru mai restrictiv însă, se poate demonstra teorema wi 
G. Hardy si J. Littlewood [1]: dacă f' (o) —lim f(t) există pentru 


d — Uy. şi dacă 


|f. | & €n-!, (38) 

atunci seria-limită (35) converge in og, şi egalitatea (37) este verificată. 

(Cu privire la seria (36), este limpede că coeficienții acesteia nu verifică 
(38).) 

Un rezultat anterior al lui A. Tauber făcea uz de condiția mai severă 

lim n f, — 0. (39) 


M=+ 0 


Aceste (eoreme stabilesc legături cu caracter punctual între punctele de convergență 
ale seriei Fourier, si posibilitatea de prelungire prin continuitate a funcliei f(X) pe Y. Ele nu 
fac să intervină noțiunea de punct regulat. Astfel, punctul £ = — 1 este un punct singular al 
functiei (1 + 4)? ; totuși dezvoltarea ei In serie este convergentă peste tot pe Y, iar funcția 
poate fi prelungită prin continuitate pe y, inclusiv în punctul singular (ceea ce este vizibil 
din dezvoltarea în serie (8.60), din teorema lui Tauber, si din a doua formulă (8.81)). 

O anumită precizare asupra rolului punctelor regulate în convergenta seriei (35) este 
dată de teorema lui P. Falou [1]: dacă 


lim f, = 0, (40) 
Fe 00 
atunci seria (35) este uniform convergentă pe orice are închis de pe Y, format numai din 
puncte regulate, 


Toate cele de mai sus nu sint chestiuni de finețe teoretică, ci probleme 
de cea mai mare însemnătate practică : de ele depinde posibilitatea de a for- 
mula si rezolva corect problemele la limită ale teoriei functiilor de o variabilă 
complezră. 


Mărginindu-ne în continuare la cazul dezvoltării (34), rezultă că dacă funcția f[($) poale 
fi prelungită peste tot pe y, atunci, In cadrul de valabilitate al teoremei Hardy-Littlewood sau 
Tauber, valoarea ei la limită este dată de (35) — așadar de o serie Fourier in care coeficienții 
de indici negativi sint nuli: 


— 
ie 


1 
Foi co f f(s)s"7de-0,  n—-12... (41) 
P 


"766 ANEXĂ $9 


Convergenta seriei (34) nu garantează convergenfa uniformă sau absolută a seriei 
(35), astfel că din faptul că f(t) e C? (T*) nu rezultă nici un fel de concluzie relativ la posi- 
bilitatea de a deriva (35) termen cu termen. 

Reciproc, fie acum dată o funcţie f(o) integrabilă pe y, şi să presupunem condiţiile (41) 
satisfăcute, Construind formal dezvoltările (34), (35), ştim că o condiţie suficientă de conver- 
gentü a dezvoltării (35) este f(c) & V. Din prima teoremă a lui Abel rezultă in acest caz că 
seria (31) este absolut convergentă în orice compact interior lui /T*. Din a doua teoremă a 
lui Abel urmează că funcția (34) tinde la limită spre suma seriei (35), așadar că funcţia olo- 
moriă f(5) construită in (34) tinde către f(c) în toate punctele de continuitate ale acesteia 
pe y;in punctele ei de discontinuitate, avem f* (59) = (1/2) [f(05 + 0) + Tth — 0)]. Aceste 
puncte formează, o multime.cel mult numărabilă, 

Prin urmare, relațiile (41) sint. condiţii necesare pentru ca fio) să fie valoarea la limită 
a unei funcţii olomorte 1n /[*. O condiţie suficientă este ca, pe lingă (41), seria Fourier a 
funcției f(c) să fie convergentă cel puţin într-un punct ; aceasta este evident asigurat pentru 
fise Y. 

Dacă f'(a) e C9 si f9) este periodică, sau dacă f'(0) € V, din (18), (19) rezultă că seria 
(34) este absolut si uniform convergentă in orice compact interior lui J[*, iar valoarea ei Ja 
limită este f(c). Aceste condiţii sint însă mai severe decit cere natura problemei. Pentru con- 
ditii mai slabe, vezi $ 11, 

Desigur, derivatele functiei f (%) se pot obţine prin derivare termen cu termen a seriel 
X34) — dar nici o concluzie nu poate fi trasă cu referire la derivatele functiei fig). 


Cele de mai sus pot fi transpuse pentru funcţii olomorfe în planul cu un orificiu circu- 
dar uritar (domeniul /T ). Pentru aceasta, este suficient să înlocuim (41) prin condiția 


à 
fa = 2ni i fisa"! da 0, n zs, 1, 2... (42) 
m. ; 


Să presupunem acum că funcţia f(c) este integrabilă, dar condițiile (41) nu sint satis- 
făcute, Dacă numai un număr finit de coeficienți de indici negativi sint diferiti de zero, 
seria (34) se inlocuieste printr-o serie Laurent, a cărei parte principală are numai un număr 
finit de termeni. Prin urmare, f(c) este valoarea la limită a unei funcţii meromorfe în J[*, 
unde ea posedă un pol de ordin p in origine (p fiind cel mai mare număr natural pentru 
care f. -= 0). Probleme de convergenţă pentru partea principală nu se pun. 

Sá admitem în fine că există u infinilale de coeficienţi de indici negativi, diferiți de zero. 
În acest caz, se poate construi seria 


f(e) = Y 5c (43) 
Hc — 05 IZ 
$i dezvoltările (formale) : 
HOY nU fO--yt. c (44) 
mæ - RI 


Seria (43) este convergentă dacá Tia e V (y. 
În ce priveşte seriile (44), prima din ele converge (in virtutea primei teoreme a lui 
Abel) în interiorul unui cerc de rază cel puţin 1, iar cea de a doua, in exteriorul unui cere 


$9 SERII FOURIER 767 


de rază cel mult 1, Din (5.19) şi (5.24) rezultă cá, notind 
fo ilm Pine eiim Viami, n 0, (45). 
Ti = E qon 
seria f , (2) converge pentru |C] < py, iar seria f_ (X) converge pentru || > py Seria Laurent 


=r y nv (46) 


T= == 09 


converge deci absolut şi uniform în interiorul coroanei circulare o, < |L| < ge. Evident, 
rezultatul are sens numai dacă e, < pp, Ceea ce depinde de coeficienţii f. , așadar de însăși funcția 
(o). După cum am văzut, avem cu necesitate pq >l şi p, « 1. 

Pentru o funcţie f(c) dată pe Y, se poate să avem pg > 1 şi p= 1. În acest caz, 
faptul că f(c) este valoarea pla limită” a funcţiei (46) rezultă banal, 

Dacă pentru o funcţie f(c) dată avem pg = 1, p, < 1, rezultatul este evident pentru 
acea parte din dezvoltarea în serie (43) ce corespunde indicilor negativi, și urmează din prima 
si a doua teoremă a lui Abel pentru partea corespunzătoare indicilor pozitivi (ca şi pentru 
funcţiile (34), (35)). Tot astfel putem conchide si In cazul complementar p, — 1, pg > 1. 

Singurul caz în care convergența seriei (46) este lipsită de sens, este cazul pg = ĝp = 1: 
acesla e cel mai [recvent tn practică. El apare cu certitudine dacă f(o) sau una din derivatele 
sale au puncte de discontinuitate pe Y, căci în acest caz sint satisfăcute cel mult relaţiile 
de tipul (21): pentru p fix, rezultă lim "7 = 1, şi deci coroana de convergenţă degene- 

N 
rează în chiar cercul y. Prin urmare, o condiție necesară pentru ca o serie de forma (43) să 
definească o funcție (46) convergentă intr-o coroană circulară nedegenerată, este ca 
fia) & C" (y). 

In $ 5, pag. 726, am văzut că valorile unei funcții pe o mulţime de puncte ce posedă um 
punet de acumulare definesc cel mult o funcţie olomorfá. La prima vedere, s-ar părea că se 
pot da contra-exemple : ar fi suficient să dăm pe o parte din "y o funcție f(c) ca valoare la. 
limită a unei funcţii olomorfe în J[*, si pe rest, valoarea la limită a unei alle funcții olomorfe 
in J[^. În fapt, din cele de mai sus rezultă că coroana circulară de convergenţă a funcţiei ce 
se obţine In acest mod, degenerează. 

Mai mult : nu ne putem da dinainte pe ambele cercuri-frontieră valorile la limită ale unei 
funcții olomorfe intr-o coroană : datele de pe unul din aceste cercuri definesc pe deplin valo- 
rile functiei In coroană, inclusiv şi pe celălalt cerc (dacă o astfel de funcție există |). 


Orice funcție cu variaţie mărginită f(c) permite deci construirea 
formală a unei dezvoltări în serie Laurent, convergentă într-o coroană 
$1 l< po. Dacă e, = po — 1, această serie nu are sens, şi f(c) este 
diferența valorilor la limită a două funcții, dintre care una este olomoriă 
în H+, iar cealaltă, în 7/7 : 


f (o9) = f. (00) — f - (og). (4T) 


__ Pentru ea f(c) să fie valoarea la limită a unei funcţii olomorfe in 
H>, este necesar si suficient ca f. (2) 2 0; pentru ea ea să fie valoarea la 
limită a unei funcţii olomorfe in ~, este necesar si suficient ca f, (5) = 
= fo = const. Acestea sint echivalente cu condiţiile (41), (42). 
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Dacă f(c)e dată sub forma unei serii de sinusi si cosinusi pentru părțile sale reală 
şi imaginară, atunci, fácind uz de (28) si (30), se obţin de pildă din (41) condiţiile 


dj, Emm Ep o di mm Dy (48) 


de unde 


5 = e, pie. foi, (n > 0). (49) 


Din (31) rezultă acum cà condiția necesară si suficientà pentru ca fio) să fie valoarea 
ia limită a unei funcţii olomorfe în /[^, este ca ea să fie de forma 


m3 
f(o) : = d quur Yt V, (ob des) exp (ind). (50) 
2 H=] 


Pentru ca f(c) să fie valoarea la limilă a unei funcţii olomorfe in M7, si nulă la infinit 
trebuie să avem 


de= to dq = >e (51) 
de unde urmeazdaá 
Gd 
ftc) — V, (e, + ie; ) exp (— in8). (32) 
n=l 


După cum se vede, dezvoltările in serie Fourier permit să considerăm 
date la limită foarte generale. Cunoaşterea acestor date la limită echiva- 
lează cu cunoaşterea coeficienţilor Fourier corespunzători, şi toate calculele 
bazate pe determinarea coeticientilor din condiţii de tip (5) sint justificate. 
Orice astfel de funetie poate fi prelungită în interior si în exterior, in aşa 
fel încât ea să rezulte ca diferență a unor funcţii olomorfe în ,/* si 4T 
Prin urmare, probleme în care soluţia este analitică în domeniul conside- 
rat, pot îi rezolvate chiar pentru date la limită considerabil mai generale : 
hólderiene, sau cu variaţie mărginită, 


Desigur, o metodă bazată pe identificarea coeficienţilor nu slrăluceşte prin eleganţă. 
În fapt însă, ea este foarte eficace; si adesea, chiar metode teoretice mai rafinate conduc la 
formule care, pentru a fi utilizate in calcule, necesită operații echivalente in fond cu cea de 
dezvoltare in serie, cu identilicare ulterioară a coeficienţilor. 

Asupra condițiilor pentru ca o funcție să fie valoarea la limită a unei funchi olomorie, 
vom reveni într-un cadru mai general in 8 11. Cele spuse aci au ca scop să dea o pregătire 
euristică, fără de care rezultatele din § 11 ar apare formale şi cu o semnificalie greu de 
sesizat. 


f) Generalizări diferite 


Teoria din punctele b - d poate fi generalizată la cazul funcţiilor definite pe intervalul 
[0, 21], cu £-/ x. Pentru aceasta, este suficient să tnlocuim funcțiile o"= exp (in) prin sis- 
temul functiilor exp (imzx/), ortogonal pe intervalul [0, 2/]. Se oblin astfel dezvoltări in 
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serie de forma 











nS 1 LU 
f(x) = y f, exp (i nm zii), unde f, — zi f(E) exp (— inrz5/D) d$, (53) 
Hn nun al ET 
sau Încă 
1 w f neg nmzz 
f(x) = — tt V. E cos — +d, sin | (54) 
2 et i I 
unde 
E +t 
à, | cos "75 ag d= 5| rE) sin TS dë. (55) 
l Ja l EI Jj 


Cazul-limită al funcțiilor ne-periodice, aşadar pentru care | — 00, necesită considerarea 
integralei Fourier (vezi de pildă V. Smirnov [2], volumul 2, pet. 160; I. Sneddon [1]. capi- 
tolul 1). Anume, punind (53) sub forma 


i pH en inx(z —E) : 
f (=)= FN D E exp|——— lee (56) 
2l Ja n= ! 
(fürà a ne ocupa aci de justificarea operaţiei de permutare a sumei cu integrala), se inlocueste 
raportul nz/!, pentru / — co, printr-o variabilă e, si suma pentru n de la — co la + co, 


printr-o integrare in raport cu x de la — oo la + oo (unde, evident, Ax = m/D. În telul 
acesta se obține formula integrală a lui Fourier, valabilă pentru orice funcţie An) e CV : 


+ ae 
1 
= V f (E) exp [ix(z — E)]da d£. (57) 


Formula rămine valabilă pentru f(r)& V, dacă se înlocuiește primul ei membru prin 
(1/2) [fix + 0) + fix — 0)]. 

Se pot obține uşor forme ale integralei Fourier scrise cu ajutorul funcţiilor cos «(x — E) 
şi sin a(x — E) (compară cu (29)—(31)). Dacă funcţia f(x) este reală, partea imaginară a inte- 
gralei (37) rezultă identic nulă, în virtutea proprietăților de simetrie, respectiv antisimetrie, 
ale funcţiilor cos w(x — E) si sin z(x — E). 


În cazul unei funcţii de două variabile f(x, y), unde ze [0,21] si y € [0,2 p], putem 
începe prin a construi seria Fourier corespunzătoare acestei funcţii privită ca functie de x: 


im hr 1 pti — inmh 
fi »- Y awo | ] aw= i rE, p exp (=) ag, (58) 


h- = a =l 





La rindul lor, coeficienții a, (y) pot fi dezvoltați in serie Fourier. 


c ink 1 p+r — ink 
a (y) = Y d, exp [ e J dom zi a, (m) exp [2 dy. (59) 


kem == GB -— p P 
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Introducind acum (59) in (58), obținem 


$e 14 (tc? hE k 
fan= Y zz i ME m) eo|- iS [I 2 ater) X 
hka -0 4 Ip =f sp I p 


hr ky) | 
x exp | iz [— + — |j- (60) 


Pentru o funcţie reală f(x, y), termenii pur imaginari se reduc, iar partea reală a acestei 
serii se scrie sub forma unei serii duble de sinusi şi cosinusi. 

În sfirsit, pentru o funcţie f(x, y) neperiodică, aşadar pentru l, p — co, se obţine for- 
mula integrală a lui Fourier pentru două variabile (vezi de ex. V. Smirnov [2], vol. 2, 
pet. 162): 


+a 
1 
pap = — | f(E, exp iata — E) + ipw — ml dadBdEdm. (61) 


Formule analoge se pot serie pentru funcții de mai multe variabile. 


$ 10. FORMULELE DE TIP CAUCHY PENTRU FUNCŢII 
OLOMORFE ŞI MEROMORFE 


Cele spuse relativ la relaţia dintre valorile la limită ale unor funcţii 
olomorfe si valorile lor în domeniul de olomorfie, pot fi obţinute utili- 
zind numai proprietăţile la limită ale integralei Cauchy, şi ale integralei 
de tip Cauchy, care o generalizează. 

Să ne limităm deocamdată la domenii simplu coneze (nu neapărat 
circulare). Vom nota cu Z frontiera (o curbă simplă închisă) gi cu 2", £^ 
cele două domenii pe care ea le definește. 

Vom prezenta aci patru formule care generalizează teorema lui 
Cauchy (5.10) si formula lui Cauchy (5.15), pentru funcții olomorfe sau 
meromorfe in Z* sau în Z- (vezi de ex. N. Mushelisvili [5], $ 70). 

Formula nr. I? : Dacă f(a) este olomorfá in £2* si prelungibilá pe 7, 
atunci 


2ri Je t—35 — 0 pentu ze 27. 


Într-adevăr, pentru à e +, formula (1) coincide cu (5.15). Pentru à e ZT, funcţia 
[()KT — 3) este olomorfá pentru Te £2 * si continuă în 2? + 5^, astiel că ne găsim 
în cadrul de valabilitate al teoremei (3.10). 
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Formula nr. 2: Dacă f(3) este olomorfá in Z7 (avind cel mult un 
pol de ordin zero la infinit) şi prelungibilà pe. Z, atunci 


ES Ji. di | — fl) +a pentruzeZ,, (2) 
2xi Jgt—3 üy pentrug3e Z^", 
unde ag = fico). 
Prin ipoteză, pentru | 3| suficient de mare, f(3) are torma 
ts 
fo-Y «.i*. (3) 
n-ü0 


Pentru orice 5j e £7 ^, putem construi un cerc F cu centrul în origine şi care contine 
in interior atit curba ££, cit si punctul à. Aplicind (5.15) rela- 
tiv la domeniul mărginit de 52? si T, domeniu în care f(3) este 
olomorfà, obținem 


i i 
(3) = z$ Hoag (4) 
Ari Ser t — 


unde conturul 7" este parcurs in sens direct, iar 5, in sens 
retrograd. Integrala 





1 


[(t) | 
Tee dt (5) 3 
Jri i f—3 Fig. A.10.1 


este independentă de raza R a lui P. Într-adevăr, considerind două cercuri concentrice IT” 
$i P" și tinind seama că punctul 3 nu aparţine coroanei astfel definite, obţinem din (5.10): 


1 t 
3:9 fe di —I'— 7" =0, (8) 
Ari Pre t ue à 


Să presupunem deocamdată că aj = 0, aşadar că f(3) este olomorfá la infinit. Pentru | f | 
suficient de mare avem deci 








|| scit]. (7) 
Pentru modulul integralei I găsim 
1 IF(D I1 Lat] 
|I| & — m a (8) 
2m Iu li — al 
Întrucit pe /" avem t = R exp (i0, di = iR exp (if) d9, din (7) şi (8) deducem 
1 m c D C 
in«— | ecd ds —— a (9) 
` 2x Jo | t— 3l 2x Jg lil — lal 
Intrucit |3] este fix, iar Jt] = R — co atunci cînd facem raza cercului /" să crească 


nemárginit, rezultă — tinind seama si de (6) — că 


[-—-9, 
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astiel că integrala din (4) trebuie luată numai pe S. Sensul pe 5 liind cel retrograd, rezultă 
că scriind (4) numai pe ZZ, trebuie să schimbăm semnul — ceea ce dá prima formulă din (2) 
pentru a, — 0. 

Cazul 4€ £7 * e mai simplu, Într-adevăr, funcţia f(T)/(T — 3) este olomorfáà in 
domeniul mărginit de Z^ + P, si deci, in locul formulei lui Cauchy care conduce la (4), 
trebuie să facem uz de teorema lui Cauchy (5.10), care dă 
1 ft) 


2m Je+ri—ĵį 





dt = 0. (11) 


Formulele (5) — (10) rămin valabile, si deci pentru ambele cazuri (cînd ap — 0), avem 


E L [ (t) PEE an Kp) pentru ie”, (12) 
i |gt1—à 0 pentru 34e p+, 


Fie acum ay = f(oo) Æ 0, Formulele (12) rämin valabile pentru f(3) — d$, 
si deci 





1 f D-a p [ou-a] pentru seZ-, - 
mmi ig i—4 0 pentru je gt. 
Or, fácind uz de (1) pentru funcţia f(3)zz 1, avem evident 
1 ce aiu: 0 pentru ze, (14) 
2m |2t—3 1 pentru 34e JF. 


Introducind acum (14) in (13), obtinem tocmai formulele (2). 


Formulele (1) (2) pot fi generalizate la cazul unor funcții f(a) meromorfe, avinó 
un număr finit de poli în At sau în A7. 
Să presupunem deci că în vecinătatea unui punct c, funcţia f(3) are forma 


Ka) = G) + fata), (15) 


cu fQ(3) olomoriă in à =, şi cu 


I 
G()- Y, A,G—07, (16) 
j=l 
unde A, sint nişte constante, Funcţia G(3) este deci partea principală (cu număr finit de 
termeni) a funcţiei f ($) în vecinătatea polului c de ordin I. 
Dacă c = 3, atunci avem în mod analog 


l 
E E i] 
j-0 
Să presupunem acum că funcţia /(3) este meromoriă in £2" (respectiv in £5 ). 
avind poli în punctele €, (as... €, aparjinind lui £2 + (respectiv £Z/ ), cu părţile principale 
GiG), Gal) -G (3). Prin urmare, !(3) are forma 


p 
IQ) = Y, 6,G + fG) (18) 


À=} 
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unde f (å) este olomoriă în £2 (respectiv £2 ^), iar funcțiile 
Ih f 
Gà) — V, Aa)! (19) 
j-1 


sint olomorfe (si nule la infinit) in 2 (respectiv în £2 *). 


Formula nr. 3: Pentru funcția f(3) de forma (18), prelungibilä prin 
continuitate pe 5£, meromorfá in Z* si avînd in t, Ca... €, poli cu părțile 
principale (19), avem 


(20) 


* 
rs OK aem 


— Y, G,(3) pentru je 2^. 
h-1 
Într-adevăr, intrucit funcţia fj(3) din (18) este olomorfá in gt, si continuă In 
B+ F, obţinem din (1) 
3 [RD ah pentu set, 
2i ab 0 pentru 3e Z^. 


Tot astfel, intrucit funcţiile G,(3) sint în acest caz olomorfe in S7, nule la infinit 
şi prelungibile pe £^, deducem din (2) 


(21) 


t | = gp 
1 f G, (t) at | 0 pentru jeg', (22) 


2 jl} —G,à pentu 41e 2-. 
Sumind in (22) pentru h de la 1 la p, adunind cu(21)5i tinind seama de (13), obţinem 
tocmai formula (20). 


Formula nr. 4: Pentru f(3) de forma (18), prelungibilă prin conti- 
nuitate pe 7, meromorfá in Z^, si avînd in €,, Ca, ... c, (printre care even- 
tual si în 3.) poli eu părți principale (19) (eventual (17)), avem 


TEP E Pn pentru je2-, 


23 
2mi Jat—g i 


p 
Y, G(3 pentru 34ed*. 
h-1 


Într-adevăr, descompunerea (18) rámine valabilă. Funcţia falà) este olomorfá in J~» 
continuă în J7 + ZZ, şi nulă la infinit. Avem deci din (2) 
1 t — | PI 
[RD a [RD patu seg”, sii 
mi |e&t—à ü pentru 34eg^*. 


Tot astfel, intrucit funcțiile G, (3) sint olomorfe in 2 * si continue n £2 * + ££, avem 
din (1) 





6,0) , iL pentru 4€ Z-, 


(25) 
T t ta G(3) pentru ;je2*. 


T74 ANEXA 810 


Sumind in (25) pentru A de la 1 la p, aduninc cu (24) si tinind seama de (18), obti- 
nem formula căutată (23). 


Formulele (20) şi (23) pot fi privite ca definind un operator integral 
care face să corespundă fiecărei funcții meromorfe definite numai in 2+, 
sau în Z7, o funcţie definită în tot planul (deocamdată cu excepţia curbei 
F), şi olomorfá pe porțiuni. Astfel de pildă formula (20) pune in corespon- 
dentá funcţiei meromorfe f(3) definite in Z+, partea sa regulată fa(3), olo- 
mortă in +, si partea sa principală luată cu semnul minus, olomorfá 
în Z-. Funcţia astfel definită este continuă atit in Zt + £^, cit si in 
D- -+ F, fără ca inire valorile la limită pe Z dinspre £ si D- să emiste 
a priori vreo legătură. 


Funcţia fit) din (20) si (23) joacă rolul unei densități complexe, analogă intr-o oare- 
care măsură cu densitàlile potenţialilor newtonieni. 

OBsERvAȚIE. Formulele (1), (2), (20), (23) își păstrează valabilitatea pentru domenii 
multiplu conexe Pt, £/-, dacă în (1) si (20) inlocuim condiţia 3 e £/— prin 3 e UD * + P), 
iar în (2) şi (23) Inlocuim condiţia 3 & A+ prin 3 & ((£7- + 2) In acest. caz, mulțimile 
CC *-- S) si C(EU 7 + £7) nu sint conexe. 


& 11. DESPRE VALORILE LA LIMITĂ ALE FUNCȚIILOR OLOMORFE 


Scopul paragrafului de față este de a da formule care generalizează 
anumite rezultate din paragraful precedent, pentru cazul în care densi- 
tatea f(t) nu este apriori valoarea la limită a unei funcții olomorfe. Ele 
constituie un analog al unor formule cunoscute din teoria potenţialului 
newtonian (vezi si $ 7.2), si permit în ultimă instanţă construirea de 
ecuaţii integrale pentru determinarea densităţii f(t) în anumite probleme 
la limită (vezi cap. 6). | 


a) integrala de tip Cauchy 


Să considerăm o linie Z alcătuită din curbe simple rectificabile (eventual deschise), şi o 
funcție complexă de punct f(i), le £^, continuă, dar altfel arbitrară. 

În general, nu există nici o funcție (3) olomorfá, astfel incit f() să fie valoarea la 
limită a lui q(3) pe Z (definită în sensul din (3.17)). Într-adevăr, fie de exemplu că Z^ este 
frontiera unui domeniu S +t. Rezolvind problema lui Dirichlet pentru ecuaţia lui Laplace 
in 22 * cu valorile la limită Re f(t) pe Z, funcţia armonică conjugată soluţiei acestei probleme 
determină pe deplin valorile Im (t), astfel că funcţia Im f(t} nu poate fi dată arbitrar. 


Pentru a găsi condiţiile necesare şi suficiente pentru ca o funcție f (t) 
să fie valoarea la limită a unei funcţii olomorfe într-un domeniu a cărui 
frontieră este Z^, sá începem prin a presupune că este o curbă simplă 
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închisă, și să considerăm integrala (vezi şi (1.1.7)) : 


P) =>] nn Phe pense qe (1) 
2x] J t—4 (F_(}) pentru 436 27, 


unde te Z, iar f(t) este o funcție complexă, absolut integrabilă pe 7. 


Dacă // este alcătuită din mal multe componente, (1) trebuie seris sub forma 


F tri A 
PA= | (3) pentru je Z7 T 


F (3) pentru 4 € g". 


Dacă în alcătuirea lui ZZ intră şi curbe deschise, se poate defini pe acestea un sens de 
parcurs, $i deci și o vecinătate dreaptă” şi una ,,stingá'"" pentru fiecare punct care nu este 
un capăt, Funcția din (1) este acum înțeleasă ca definită în aceste vecinütàti. 

Vom păstra peste tot notaţiile +, —, care trebuie totuși înţelese in chip diferențiat, 
după cum avem de-a face cu o curbă Inchisá, eu o linie, sau cu un arc deschis. 


Funcția definită in (1) se numeşte integrală de tip Cauchy, de 
densitate f (t). 


Pentru studiul detailat al acestor integrale, vezi de exemplu F. Gahov [1], capitolul 1 ; 
G. Goluzin [1], $8 10.3—10.5; M. Lavrentiev $i B. Şabat [1], capitolul 3, pct. 52; A. Mar- 
kuşevici [1], $ 3.3, pct. 3; S. Mihlin [1], $8 54—59; N. Mushelişvili [5], capitolul 4; [4], 
$ 1.11; I. Privalov [2], $ 4.3, pct. 3. 

Între integralele de tip Cauchy și potenţialii newtonieni (in plan) există o legătură simplă 
(vezi de ex. N. Mushelişvili [4], $ 1.12), ceea ce explică rolul acestor integrale in studiul 
anumitor probleme la limită, 

Dacă G este frontiera unui domeniu mărginit, iar f(!) este valoarea la limită a unei 
funcţii olomorfe în acest domeniu, (1) se reduce pur şi simplu la o integrală Cauchy, 


Derivatele funcției F'(3) sint date de o formulă similară eu (5.16): 


"tad A (t — apr 


Prin urmare, dacă Z^ este frontiera unui domeniu, formula (1) 
defineşte dowd functii olomorfe : F, (3), olomoriă in 2*, și P (3), olomorfá 
în 2 si nulă la infinit — cu toate că f(t) nu este valoarea la limită a vre- 
unei funcţii olomorfe. (Dacă Z are mai multe componente, indicii +, — 
se înlocuiesc cu î, €.) 





dt, 3€ F. (2) 


In general, nu se poate spune nimic despre posibilitatea de a prelungi prin continuitate 
funcția (1) (sau derivatele sale (2) pe 27^; şi chiar dacă valorile la limită 


F* (1) = lim F, (3). F ()z lim F (3) (3) 
à-les jeter 


există (vezi (3.17)), nu poate fi vorba de egalitatea lor pe 5. (Aceste limite sint distincte 
chiar dacă f(i) este valoarea pe ? a unei funcţii olomorfe : vezi (10.1) şi (10.2).) 
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b) Valori principale. Formulele lui Sohofki-Plemelj 


Luind in (1) sau (2) punctul 4 chiar pe curba Z, integralele devin 
improprii, si trebuie definite cu ajutorul unui proces de trecere la limită. 
Pentru aceasta să presupunem (vezi $ 3, pag. 700) că f(t)e C; (2): 

f(t)) —f(t)] & H|t, —tl^ O<usl. (4) 


| Considerind un are LC # cu centrul în tpe Z şi de lungime 2e, 
integrala improprie (1) pentru 4 —t,e€ 7 poate fi calculată ca limita 





"TE TEN 2e 
F(t) —lim — |o ip dh beg. (5) 


Integrala din membrul al doilea din (5) există întotdeauna; iar 
limita ei pentru e — 0 există de asemenea dacă f (t) satisface (4). Această 
limită poartă numele de valoare principală (in sensul lui Cauchy) a inte- 
gralei (1) în punctul t, € £z. 

Pentru 3 = tye £ si f (t) & C; (2), integrala (1) se înțelege întotdeauna 
a fi luată în sensul valorii principale. Această valoare poate fi exprimată 
printr-o integrală obişnuită. Procesele de trecere la limită din (b) şi (3) 
nu au desigur nimic comun, 8i valorile F (ta), F* (to) si F^ (bo) nu trebuie 
în mici wn caz confundate. Dar între aceste valori există o strinsă legătură. 
Anume, dacă fi(t)eCU în vecinătatea punctului te Z ine par nu pe 
întreg , dar nici numai în punctul tj), toate cele trei valori la limită 
există, si ele sint legate prin formulele lui Sohofki- Plemelj : 


P*(h) ——f()--F(), FU) ——Lf)- FG. 6) 


Pentru ca funcția F(3) din (1) să poată fi prelungită prin continui- 
tatea pe Z, esie deci suficient ca f (t) e Cil Z). 


Formulele (6) au fost date — pentru o frontieră rectilinie — de către Iu. Sohotkii (1873) 
şi ulterior, într-un cadru practic identic cu cel actual, de către J. Plemelj [1], [2]. Evident, ele 
sint de acelaşi tip cu teoremele de discontinuitate pentru potenţialii newtonieni (vezi (7,2.29) — 
(7.2.82)). Pentru deducerea lor, vezi de exemplu F. Gahov [1], $ 1.4; A, Markusevici [1], 
$ 3.3, pet. 4; N. Mushelisvili [4], $8 1.15 şi 1.16; I. Privalov [2], $ 4.3, pet. 7—8. 


Pentru a găsi criterii care să asigure că derivatele F'" (3) din (2) pot [i prelungite prin 
continuitate pe Z, să examinăm cazul n = 1: 
1 fi 
F'(8) = E — di, (7) 
ari Jg (t — àF 


Separind din linia Z un arc deschis L de capete a, b ce conține ly, este evident că 
integrala (7) luată pe Zz — L este o functie olomorfá pe L. Luată pe arcul /, ea devine 


| ba | 
zi E obest UU. Pr zi PO at. (8) 
?ri t=a 20 Jg l—d 





e t— 2i t=} 
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Prin urmare, o condiție suficientă pentru ca această integrală — si deci şi funcția 
F'(3)—sà poată fi prelungită prin continuitate în !, € L, este ca f'(!) e CO (L). Pentru ca F' (3) 
să poată fi prelungită prin continuitate peste tot pe £^, este deci suficient ca f(t) e Ci (m). 

Condiţia poate fi corespunzător extinsă asupra derivatelor de ordin n, 


Să remarcăm că formulele (6) pot fi transcrise gi sub forma echi- 
valentă : 


fite) —F*(t) —F (t), X ZP(tj) = Ft) + F^ (t). (9) 


Prima din ele arată că orice funcţie f(t) e OL (2) este diferența valo- 
rilor la limită a două funcții olomorfe; dacă F defin neste un domeniu 2, 
acestea sint două funcții olomorfe în 2, respectiv în C(2 + 2). 


Rezultatul este mai general decit cel din (9.47), intrucit este valabil pentru linii 2 
generale decit cercul de convergență al unci serii Taylor. Din punctul de vedere al funcției- 
densitate, cele două rezultate se acoperă doar parțial, intrucit clasele V si C2 nu sint subor- 
donate una celeilalte. 

Prima din formulele (9) nu depinde explicit de condiţia ca f(t) să fie hălderiană, În 
fapt, ea rămine valabilă dacă f(t) este numai continuă, cu condiţia ca limitele F*(t), F' (t) 
să fie definite pentru două puncte 3*, 3” care tind spre ty, pe un segment de dreaptă ce trece 
prin ty fără a fi tangent la 5, si pentru care avem |3* —t,| = 13 — tol (vezi N. Mushelisvili 
[4], ş 1.17). 

Pentru un astfel de mod de a Intelege (3), prima relaţie (9) rámine deci valabilă dacă 
fii) e CO. De aci rezultă că dacă una din valorile la limită există, atunci există și cea de a 
doua, 


c) Valori la limită ale funcţiilor olomorfe 


Dacă 7 este o curbă simplă închisă, formulele (6) (şi chiar numai 
prima din formulele (9)) permit să definim condiţiile în care o funcție 
fit), te £z, este valoarea la limită a unei funcții olomorfe. 

Anume, fie cá există o funcție e(4) olomorfá in Z+ si astfel ca 


fii) —9*(t) tez. (10) 
În acest caz, din (10.1) si (1) rezultă 
pd Jy dt —0 pentru 4e Z^, (11) 
2mi Jet—58 


astfel cá (11) este o condiţie necesară pentru ca f(t) să posede proprie- 
tatea (10). 


Reciproc, să considerăm funcţia, olomorfá în £2 *, definită prin (1) : q(3) = F , (4). Dacă 
(11) e satistăcută, urmează F_(4)= 0 pentru t e £, oricum ar tinde 3 e £2" spre t. Așadar, 
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oricum ar tinde 3 e £2^ spre t, prima relație (9) este verificată pentru orice funcţie continuă 
f(t); introducind aci (11), obţinem imediat (10). 


Prin urmare, (11) este condiția necesară si suficientă pentru ca 
f(t)eO*(32) să fie valoarea la limită a unei funcţii olomorfe în Z+, si 
anume chiar a funcției (1) pentru te. Zt. Altfel spus, dacă a doua, egali- 
tate (10.1) este identic satistăcută în 2 pentru f(t)&C"( 7), atunci prima 
egalitate (10.1) pps chiar acea funcţie olomorfá in Zt a cărei 
valoare la limită este -f(t) 

Fie acum că există o N notată provizoriu o(3), olomorfá in %7 
gi astfel ca 


fi 2-9 (t, tez. (12) 
Din (10.2) si (1) rezultă acum 
ra= LU) dt =a pentru 4€ Z*, (13) 
2ri]et—3 


unde ay = (oo); (13)este deci o condiţie necesară pentru ca f(t) să veri- 
fice (12). 


Reciproc, să considerăm funcția (olomorfá 1n £5 ) 
pià) = — PF. (yu (14) 


unde F_(4) este dată de (1), iar a, este o constantă complexă arbitrară. Dacă condiția (13) este 
satisfăcută, urmează cá p(3) = 0 pentru 4 e Z/* si deci pt (1) = 0 pentru t e ZZ. TinInd seama 
de aceasta In prima relaţie (9), se obține (folosind $i (14)) : 


f(t) = — ipt +a] — [- 9 (0) H «1 — 24), 
așadar tocmai relația (12). 


Prin urmare, (13) este condiţia necesară s? suficientă pentru ca o 
funcție f(t)eC"(2Z) să fie valoarea la limită a unei funcţii olomorfe in 27, 
si anume à funcției (14). Altfel spus, dacă a doua egalitate (10.2) este identic, 
satisfăcută in £2 pentru f(t)e0'( 7), atunci prima egalitate (10.2) per- 
mite să se construiască acea funcție olomoriă în Z~ a cărei valoare la 
limită este toemai funcția dată f(t). 


Alegind originea 3 = 0 în £7*, avem evident, din (13), 


1 f " 
amets Ia (15) 
2ri Jæ t 


ceea ce permite o oarecare simplificare a expresiei (14). 


În definitiv, dată fiind funcția f(j)& C?(."), care salisface condițiile (11) sau (13), se 
pot construi funcţiile 
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1 1 
1.03) = — i Ho di pentru ef, 
2ni l t—} 
(16) 
[_(3) = za i HU di pentru 3€ 2T, 


axi | gt(t —3) 


olomorfe în A+, respectiv în Z^, si avind funcția f(t) ca valoare la limită pe Z. (Pentru 
cea de-a doua formulă, am folosit (14) si (15).) Notaţiile f, (3) si f_(3) înlocuiesc acum nota- 
ţia provizorie ọ (4). 

Dispunem deci atit de crileriile necesare pentru a stabili dacă o functie este valoarea 
la limită a unei funcţii olomorfe, cit și de expresiile acestei luncţii. 


OBSERVAȚIA 1. Condiţiile (11) și (13) râmin valabile şi pentru domenii multiplu conexe, 


dacă domeniile £8 ^, respectiv £2/*, se inlocuiesc cu Q(g? + X), respectiv GZT + F) 
(mulţimi formale din domenii disjuncte). 


OBSERVAȚIA 2. Formule analoge se obţin dacă Z are in alcătuirea sa linii ale căror 
capete sint aruncate la infinit (In particular, drepte), 


d) Teorema lui Harnack 


Reprezentarea functiilor olomorte cu ajutorul densităţii f(t) nu este unică, Într-adevăr, 
pentru f(i) = iji avem 











Bi 1 dt 
FG) = — . (17) 
2xi lg t(t—3) 
Or, inirucit 
1 1 1 
; TE RE PNIS a E 
tt -p à3t-—p» tà 
cu ajutorul teoremei reziduurilor pentru 4€ £2 * (dacă Ø+ conţine originea) deducem 
1 dt 1 1 dt 1 1 
F())- — — d Mira ne ditm Dieta wrist irre Aa (18) 
i8 Jelt-—â 2ri 4 Jet Ó ĝ 


Dacă pentru o functie F(3) cunoaştem o densitate /(1), aceeaşi functie poate fi deci re- 
prezentată şi cu ajutorul densității f(f) + 1/t. 


Totuşi, în clasa densităţilor reale, se poate demonstra teorema lui 
Harnack: funcția identic nulă în 2", respectiv în Z^, poate fi repre- 
zentată, în clasa densităților continue reale, numai cu ajutorul densității 
nule, respectiv constante, pe curba simplă închisă 4. 


Într-adevăr, dacă avem 


1 
Fü) = — $ fae di =Ü pentru 3 & Z*, (19) 
ari |21—58 


780 ANEXA $11 
din (13) rezultă cá f(t) este valoarea la limită a unei funcţii olomorfe în £2 şi nule la infinit, 
Notind 

fü) 2 U^ -FiV^, (20) 


intrucit fòt) este reală, rezultă V  —0, de unde V — 0 in Z2 ^, sideci U = const. in £7 ^, Prin 
urmare, f(t) se reduce la o constantă f, astfel că (19) devine 


E d: MN dt —0 pentru ge ft, (21) 
ari Jæt—ġ 
de unde, tinind seama de (10.14), deducem 
fi) = f7=A. (22) 
Fie acum că avem 
Fi) = E. RR di —0 pentruze ff. (23) 


ami Jg t-i 
Din (11) rezultă deci că 
fü) — U* ivi, (24) 
de unde ca si mai sus deducem 
f(t) — f — const. (25) 


Această constantă nu este însă cu necesitate nulă, intrucit relațiile (10.14), (23) şi (25) conduce la 
identitatea 0 = 0. 


Prin urmare, dacă pentru două densități reale f(t), g(1) avem 


i Í 
ES | RO diem Să a) dt (26) 
ari la t—g 2ri f t-—3 


pentru orice 3 & £7 + atunci urmează fii) = git); iar dacă condiția (26) este satisfăcută pentru 
orice 4€ 27 , atunci urmează f(t) = g(t) + const. 

Această teoremă rămine valabilă pentru domenii multiple conexe, şi un analog al ei poate 
îi formulat si pentru cazul in care S contine arce deschise. 


Toate cele de mai sus isi au originea în formulele no. 1* şi 2^ din 8 10. În acelaşi mod se 
pot da criterii pentru ca o functie f(t) dată pe să fie valoarea la limită a unei funcţii mero- 
morte: în At, respectiv £7 ^, avind un număr finit de poli cu părți principale cunoscute, 

Astfel, de exemplu, se poate afirma că dacă a doua egalitate (10,20) este identic satistă- 
cută in 2” pentru f(i)e C9 (7), atunci prima egalitate (10.20) defineşte componenta f. (4) a 
funcţiei meromorfe (10,18), cu poli 5i părţi principale date în ZZ *, si a cărei valoare la limită 
este tocmai f(t). 

În acelaşi mod, cu ajutorul formulei (10.23), se poate construi un criteriu analog pentru 2”. 

Şi aceste rezultate pot fi generalizate la cazul unor domenii multiplu conexe. 
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e) Cazul discului unitate 


În acest caz, criteriile (11) si (13) pot fi puse sub o formă mai simplă. Anume, să asociem 
unei funcţii e (C), o funcție o, (Ç) definită de 


P, (0 = Jg. (27) 


Evident, dacă (= p exp (i8) e /L*, atunci 1/7 =p exp (19) e], si reciproc. Prin ur- 
mare, dacă ọ (X) este definită 1n 2^, atunci o4 (C) este definită în /[ şi reciproc. 
Dacă ọ (£) este olomorfá In J7 *, atunci 


PU = Y e, 7, Isi, (28) 
= 
şi deci 
D= Ys. (29) 
nsü 


astfel cá p (C) rezultă olomorfá In [ ^, cel mult cu excepția punctului de la infinit, unde ea poate 
avea un pol de ordin zero (dacă py = 0). Evident, avem 


9, (00) = 9» = 9())- (30) 
Fiind dată funcția o (Ñ) definită in /7* şi presupunind că există 
9*(c) = lim o (D) pentru e J[*, Co, (31) 


atunci avem desigur 1/7 € /[ , ur — 1/6 = o, astfel că există si 


9, (= lim  so,(0D-o*(o) (32) 
HE, i-o 


Analog, dacă pentru funcția o (5) definită în /[^ există valoarea la limită o (c), atunci 
există si funcţia ș, (5) definită In J[* si avem 


es (6) = 9 (e). (33) 
Aceste egalitàti conduc la relaţii simple și intre valorile la limită ale derivatelor corespun- 
zătoare, Anume, avem pe rind din (27): 
CEI ra d rar = a 
9$, (D = o1, e^ (7) = — C7? e'(1/0, 
de unde 
9, (0 = — C7! e' (L7), (34) 
și deci pe y: 
[p ()]" = — 0-2 [9'()]*. l (35) 
(Dacă nu există risc de confuzie, putem renunța la indicii +, —.) 
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OzssERvATIA 3, Evident, punctele É si iiv sint simetrice în raport cu cercul y, in timp 
ce valorile çit), e UIT) sint simetrice în raport cu axa reală din planul 3 (vezi $ 5, pag. 724). 

Relatia (27) nu defineste o prelungire analitică, ci numai asociază unei funcţii olomorfe 
in J[*, o altă funcţie, olomorfá în /[^. Într-adevăr, pentru a avea de-a face cu o prelungire 
analitică, ar trebui ca valorile o*(c) să fie reale— vezi (32) — ceea ce este în general imposibil, 
intrucit in acest caz şi g(L) ar trebui să fie reală. Totuşi, cele două funcții considerate sint una 
prelungirea analitică a celeilalte, prin acele porțiuni ale frontierei ' pe care valorile la limită 
sint miile. 

Să trecem acum la examinarea criteriilor (11) şi (13). 

Condiţia (11) este echivalentă cu condiţia (10), care în cazul discului 


unitate poate fi pusă sub forma (vezi (32)) 
flo) = e, (o). (36) 
Întrucit g, (() este olomortă în /[- si deci verifică (13), aceasta se 
mai serie 
1 b e) do=a, pentru Ce /I*, (37) 
271], c— t 
unde (vezi (13) şi (30)) avem @ = 9,(co) = o (0). 
Prin urmare, criteriile (11) si (37) sint echivalente (pentru cercul 
unitate numai!) cu condiţia (10) (desigur, pentru funcţii continue). 
Tot astfel, condiţia (13) este echivalentă cu (12), care se poate pune 
sub forma, 
f(c) = es (o), (38) 
si mai departe (intrueit o, (C) este olomorfá in Ñ", şi folosind si relaţia 
(11), sub forma 





24 ls) do=0 pentr te. (39) 


TK 
Criteriile (13) şi (39) sînt deci echivalente cu condiţia (12). 


OBSERVATIA 4. Formule analoge se pot obține în cazul în care rolul domeniilor H+, HT 
îl au două semiplane complementare. 


Pentru a incheia, să stabilim legătura dintre cele de mai sus $i formulele date in $ 9 pentru 
cazul frontierei circulare. Pentru £& = Y, formula (1) devine 





F= — i do, PY (40) 
Jy 9—&i 
Pentru “e NT (aşadar |¥/o]<1}) obținem pe rind 
i i äg 
mag = aen. r Si Go) a 
2zi |, e{1—t/o) 2mi jy pasii 
à y = | ie) oa) g= Y reos (41) 
n=0 ari T nw ^ 
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pe de altă parte, dacă |, e /[^ (aşadar dacă | o/C] < 1), atunci 





1 1 "i 
FD EE ca: a 5». f (9) dg = —-—— H fi) Y g* [eni da = 
2ni Jp Eol) 2mi fy Bram 


; Y 


na | Ani n=l 


unde f, f. , sint coeficienții Fourier ai funcției f(c), dați de (9.25). 

Dispunem astfel de expresiile (41), (42) ale integralei de tip Cauchy ca funcţie olomorfá 
în Ht, respectiv /[^ (si nulă la infinit). Aceste formule coincid evident cu (9.44). (Ele, impreună 
cu formula (14), justifică alegerea semnului minus în a doua lormulă (9.44).) Prin scădere termen 
cu termen, obținem formula (9.47), echivalentul (in acest caz) al primei formule (9), 

Condiţiile pentru ca f(o)să fie valoarea la limită a unei funcții olomorfe in J7 *, respectiv 
in /T , se reduc la condiţiile (9.41), respectiv (9.12), care asigură anularea identică a funcțiilor 
(42), respectiv (11) — ceea ce echivalează mai departe cu condiţiile (11), respectiv (13). 

Desigur, pentru ca rezultatele din $ 9 să fie comparabile cu cele de aci, trebuie să avem 


f(5) & vey) N Cecy). 


Dacă dorim să facem uz de criteriile (37), (39), avem de calculat integrala 


tı f 
Gum tp at do, tey. (43) 
Cu ajutorul formulelor (0.26) obtinem de aci 


G, (X) e V . ag teg", 
gi TN 
G Q= Y LU. ter. 


Aul 


Semnificația criteriilor (37), (39) rezultă de aci evident. 


Utilizind mijloacele reprezentării conforme, se poate demonstra că criteriile (9.41) și 
(9.42) rămin valabile şi pentru un domeniu mărginit de o curbă simplă închisă oarecare Z, astfel 
incit criteriul (11) rezultă echivalent cu 


1 
- ft) ps di — D, n = oes (45) 
mig 


in timp ce (13) este echivalent cu 
1 — 
-— fü x17" ar D n —0,1,2,.... (46) 
ari | c 


La rindul lor, gi aceste criterii pot fi extinse la cazul domeniilor multiplu conexe 
{vezi de exemplu J. Walsh |1], § 2.5). 


BIBLIOGRAFIE 


Anass, M. — [1] Simple solutions of Saint- Venant's torsion problem by using Tschebycheff poly- 
nomials. Quart. Appl. Math., 14, 1 (1956). 

AnEN, H. K. — [1] K issledovaniju ob'emngh folouprugih modelej. Izv. OTN, Meh. i Maš., 4 
(1964). 

ABRAMJAN, B. L., ALERSANDROV, A. I. — [1] Osesimmetriénge zadaéi teorii uprugosti, Trudy 
2 s'ezda po mehanike, vol. 3, Izd-vo Nauka, Moscova, 1966. 

AnBRAMJAN, B. L., ARUTJUNJAN, N. H. et BABLOJAN, A. A. —[1] O druh kontaktngh zadacah dlia 
uprugoj sferg. Prikl. Mat. Meh., 28, 4 (1964). 

ABRAMJAN, B. L., MaNvEKJAN, M. M. — [1] Hesenie ploskoj zada£i leorii uprugosti dlja prjamou- 
golnika p peremestenijah. Dokl. AN Arm. SSR, 25, 4 (1957). 

AnnAMOV, V. M. — [1] Issledovanie slučaja nesimmelritnogo davienija Stampa kruglogo se&enija 
na uprugoe poluprostranstvo. Dokl. AN SSSR, 23, 8 (1939). 

AnRAMSOHN, H. N., Press, H. J., RHirPEnBERGER, E. A, — [1] Stress wave propagation in rods and 
beams. Advances in applied mechanics, vol. 5, Academic Press, IN. York, 1958. 
ADKINS, J. E. — [1] Symmetry relations for orthotropie and transversely isotropic materials, Arch, 
Hat. Mech, Anal, 4, 3 (1960). — [2] Further symmetry relations for lransversely isotropic 
materials. Arch. Rat. Mech. Anal., 5, 3 (1960). — [3] Large elastic deformalions. Progress 

in solid mechanics, vol. 2, North Holland, Amsterdam, 1961. 

ADLER, G. — [1] Majoration des tensions dans un corps élastique à l'aide des déplacements super- 
ficiels. Arch. Rat. Mech. AnaL, 16, 5 (1964). 

AGAREV, V. A. —[1] Metod nacalnyh funkcig diia dvumerngh kraevyh zadac teorii uprogosli. Aka- 
demkniga, Moscova, 1963. 

AnLrons, L. V. — [1] Compler analysis. McGraw-Hill, New York, 1953. 

Amy, G. B. — [1] On the strains in the interior of beams. Phil. Trans. Roy. Soc., London, 153. 
(1863). 

AKOPJAN, A. A. — [1] Nekotorye primenenija termodinamiki k raonovesiju idealno uprugih sistem. 
Prikl. Mat. Meh., 8, 3 (1944). 

AKSENTJAN, O. K., Vonovic, I. I. — [1] Naprja£ennoe sostojanie plily maloj totăciny. Prikl. Mat, 
Meh., 27, 6 (1963). 

ALEKSANDROV, A. IA. — [1] Redenie osesimmetritngh i nekolaryh drugih prostranstpenngh zadaé 
tearii uprugosti pri pomosti analiticeskih funkcij. Applic. Theory of Functions In continuum 
mechanics, vol. 1, Izd-vo Nauka, Moscova, 1965. 

ALEKSANDROV, V. M. --[1] A reSeniju nekoloryh konlaklngh zadaé teorii uprugosti. Prikl. 
Mat. Meh., 27, 5 (1963). — [2] K reseniju odnogo tipa dvumernyh integralngh uravnenij, 
Prikl. Mat. Meh., 28, 3 (1964). 

ALEKSANDROV, V. M., BAssSxo, V. A. — [1] Kontakinye zadaéi dlja uprugoj polosy maloj tolščiny. 
Mehanika, 2 (1965). 

ALFREY, T. — [1] Mechanical behaviour of high polymers. J. Wiley, New York, 1948. 

ALLEN, D. N. de G. — [1] Relaxation methods applied lo conformal lransformations. The Quart, 
Journ. Mech. Appl Math., 15, 1 (1962). 

ALMANSI, E, — [1] Sulla ricerea delle funzioni poli-armoniche in un area piana semplicemente 
connessa per date condizioni al contorno. Rend. Palermo, 13, (1899). — [2] Sull'infegrazione 
dell'equazione differenziale A?" —0. Annali Mat, pura ed applicata, (3), 2 (1899). —[3] Sopra 
la deformazione dei cilindri sollecilati lateralmente (T, II). Rendiconti dei Lincel, (6), 
10 (1901). 

AMBARCUMJAM, S. A. — [1] Teorija anizolropnyh obolocek, Fizmatgiz, Moscova, 1961. 


786 BIBLIOGRAFIE 


ANIN, B. D. — [1] Zameécanie k rabole V. L. Dobrovolskogo „O primenenii kompleksnyh peremennyh 
..", Prikl. Mat. Meh., 29, 2 (1965). 

ANTONOV, E. E. — [1] Primenenie elektromodelirovpannogo konformnogo preobrazovanija k reseniju 
zadač kruéenija polyh prizmati&eskih sterne] iz orlolropnogo materiala. Trudy | me£vuzov- 
skoj konferencii po elektriéeskomu modelirovaniju zadaéstr. meh., sopr. mat. i teorii 
uprugosti. B. M., Novocerkasskij Politehn. Inst., 1960. 

ARGYRIS, J. H. — [1] On the analysis of complez elaslic structures. Appl. Mech. Rev., 11, 7 
(1958). 

ARZANYH, L 5. — [1] fnlegralnye uravnenija osnopnyh zadac teorii polja i teorii uprugosli. 
Taskent, 1954. 

Andawvu, L 5., BONDARENKO, B. A. — [1] Prilotenija teorii funkcij kompleksnogo peremennogo 
k trehmernym zadacam matematiceskoj teorli uprugosti, Trudy In-ta matematiki AN Uzb. 
SSR, 23 (1961). 

ARUTIUNIAN, N. H. — [1] Ò kručenii ellipticeskogo koleevogo sektora. Prikl. Mat. Meh., 11, 5 (1947). 
— [2] Resenie zadač o krucenii sterînej poligonalnogo popereénago secenija. Prikl: Mat. 
Meh., 13, 1 (1949). 

ARUTJUNJAN, N. H., ABRAMJAN, B. L.—[1] Krucenie uprugih tel. Fizmatghiz, Moscova,1963. — 
[2] O sdablivanii Zestkogo stampa e upruguju sferu. Prikl. Mat. Meh., 28, 6 (1964). 
AvAzABviLI, D. Z. — [1] O primenenii teorii funkcij komplekenogo peremennogo k zadacam 

krucenija i izgiba. Prikl. Mat. Meh., 4, 1 (1940). 

Azimov, B. A., AMENZADE, I. A., Borisov, E. M., BELKINA, G. L., Kutuzov, A. L — [1] Resenie 
züdaé izgiba prizmaticeskih slerinej na elektriceskoj modeli. Dokl. AN Azerh. SSH, 11, 
3 (1955). 

Banič, I. IL, KAMINSEL A. A. — [1] O kriticeskih nagruzkah, vyzyvajuséih razvilie ireăciny vozle 
elliptiteskogo olvers!ija, Prikladnaja Mehanika, 9 (1965). 

Banuüxka, I. — [1] Sur l'algorithme de Schwarz dans la théorie des équations différentielles de la 
physique mathématique. Tehekoslov, Mat. Journ., 8, 1958. —[2] Die Abhüngigkeil der Lösung 
der Elastizitálsprobleme von kleinen Veränderungen des Definilionsgebieles, ZAMM. 39, 


9—11 (1959). 
BABUŠKA, I., Kaurski, J. — [1] Ein Beitrag zur Theorie der Kerbspannungen. ZAMM, ál, 70—11 
(1961). 


Banv$kA, L, PRAcGER, M. — [1] Reissnerian algorithms in the theory of elasticity. Bull. Acad. Pol. 
Sci., 8, 5 (1960). 

Banu$ka, L, REekTORYS, K., VvércHuLo, F. — [1] Mathematische Elastizitütstheorie der ebenen 
Probleme. Berlin, Akademie-Verlag, 1960. 

Barpaccr R. F. — [1] Sulla integrazione dirella del problema di Sainl- Venant in lermini di ten- 
sioni. Atti Torino, 90, 1955—56. — [2] Soluzione generale diretta del problema di Saint- 
Venant. Genio Civile, 95, 70 (1957). 

BangNBLATT, G. I. — [1] Ob osnovnyh predstavlenijah teorii ravnovesnyh lreScin, obrazuiuscihsja 
pri hrupkom razrusenii. Sb. „Problemy mehaniki splošnoi sredy"', Akademkniga, Moscova, 
1961. —[2] The mathematical theory of equilibrium of cracks in brillle fracture. Advances 
in appl. mech., vol. 7, Academic Press, N. York, 1962, —[3] O nekolorgh obăcih predstavle- 
nijah matemalifeskoj teorii hrupkogo razruSenija, Prikl. Mat. Meh., 28, 4 (1964). 

Bam, N. K. — [1] Hjady Furie (Fourier) Fizmatgiz, Moscova, 1961. 

BanrELS, R. — [1] Torsion of hollow cylinders. Trans. Amer. Math. Soc., B3, 1 (1943). 


BARTHA, J. — [1] On the estimalion of torsional rigidity. Proc. Koninkl. nederl. akad. wetensch., 
(B), 58, 1 (1955). — [2] Sur Vestimation de la rigidilé de torsion des prismes multicellulaires à 
parois minces. Acta Techn. Acad. Sci. Hungar., 12, 3— 4 (1955). — [3] Inequality relation 
between torsional and flexural rigidily. Acta Techn. Acad. Sci. Hungar., 14, 3— 4 (1956). 

BassALI, W. A. — [1] The torsion of elastie cylinders wiih regular curvilinear cross-sections. J. 
Math. Phys., 38, 4 (1960) — [2] The classical torsion problem for seclions with curvilinear 
boundaries. J. Mech. Phys. Solids, 8, 1960. 

BATYREY, A. V. — [1] Krutenie cilindriceskih slerinej. UE. zap. Rostov. Univ., 18, 3 (1953). 

BEATTY, M. F. — [1] Some static and dynamic implications of the general theory of elastic stability. 
Arch. Hat. Mech. Anal, 19, 3 (1965). 

Beru, I. — [1] Asupra ecuațiilor teoriei elasticitüfil |n coordonate oarecare. St. Cerc. Mat., 20, 
4, (1968). 


BIBLIOGRAFIE 787 


BELENKU, M. I. — [1] Nekoiorge osesimmetriénye zadaci teorii uprugosti, Prikl. Mat, Meh., 24, 3 
(1960). 

BELJAEV, N. M. — [1] Laboratornge raboty po soprolipleniju materialov. Gostehizdat, Moscova 
1951. — [2] Soprotivlenie materialov. Gostehizdat, Moscova, 1954. — [3] Trudy po teorii 
uprugosti i plastiénosti, Gostehizdal, Moscova, 1957. 

BegnjAkov, V. M., Kmavcova, R. L, RAPPAPORT, M. G. — [1] Tablieg eHipliceskih integralov. 
Akademkniga, Moscova, 1962. 

BrLnowosov, S. M.— [1] Primenenie integralnyh uraenenij v zadaée o krucenii valov peremennogo 
diamelra, Prikl. Mat. Mèh., 24, 6 (1960), — [2] Osnoenge ploskie staliceskie zadaéi teorii 
uprugasti dlja odnospjaznyh i dousvjaznyh oblastej. Izd. SO AN SSSR, Novosibirsk, 1062. 
— [3] Matematiceskie problemy v teorii uprugosti dlja oblastej s uglami. Trudy 2 s'ezda 
po mehanike, vol 3, Izd-vo Nauka, Moscova, 1966. 

BELov, K. P. — [1| Uprugie, leplonye i elektriceskie javlenija v ferromagnitah. Gostehizdat, Mos- 
cova, 1957. 

Bevrnam, E. — [1] Osservazioni sulla Nola precedente (del socio Morera). Rendiconti dei Lincei 
(5) 1, 1 (1892). 

Brnokn, E. R. — [1] Obere und untere. Sehranken für den Drillwiderstand. Z.A.M.M., 34, 5—9 
(1954). 

BERGMAN, S. — [1] Integral operalors in Ihe Iheorg of linear di[ferential equations. Springer, Berlin, 
1961. : 

BERMAN, M. E. — [1] K roprosu o centre izgiba. Dokl. AN 555R, 72, 1 (1950). 

BERNOULLI, J. — [1] Véritable hypolhâse de la résistance des solides, avec la démonsiration de la 
courbure des corps, qui font ressori. Œuvres, vol, 2, Geneva, 1744. | 

BERNSTEIN, B, — [1] Hypo-elasticily and elasliciiy. Arch. Rat. Mech. Anal, 6, 2 (1960). 

Berti, E. — [1] Teoria della elastieità. I1 nuovo Cimento, (2), 7—10 (1872—3) — [2] Sopra 
l'equazioni di equilibrio dei corpi solidi elastici. Annali Mat. pura ed appl., (2), 6, 1873— 5. 

BrkgzENO, C. B., GnawmMEL, R. — [1] Technische Dynamik. Springer, Berlin, 1953. 

Birav, B. A. — [1] Continuous distributions of dislocalions. Progress in solid mechanics, vol. 1, 
North Holland, Amsterdam, 1960. 

Biot, M. A. — [1] General solutions of Ihe equalions of elasticily and consolidation for a porous 
material. J. Appl. Mech., 23, 1 (1956). — [2] Thermoelasticily and irreversible thermodyna- 
mies. J. Appl. Phys., 27, 3 (1956). — [3] Linear lhermodynamies and ihe mechanics of 
solids, Proc. IHIrd. U. 5. Nat. Congr. Appl. Mech., Pergamon Press, 1958 — [4] Mecha- 
nics of incremental deformations. J. Wiley, New York, 1965. 

BinkHoFF, G., Young, D. M., ZARANTONELLO, E. H. — [1] Numerical methods in conformal 

| mapping. Proc. Symp. Appl. Math., 4 (1953). 

BIRMAN, S, E, — [1] O stesnfonnom krucenii tonkostenngh slernej zamknulogo prjamougolnago 
profilja s popereénymi diafragmami. lav. OTN, Meh. Maš., 1 (1961). 

BisPeLiNGHOFF, R. L. — [1] Aeroelasticily. Appl. Mech. Rev., 11, 3 (1958). 


BLAGOVESEENSKII, I. V., FrtéAkOv, P, F. — [1] Rozv'iarannaia ploskih zadaé krucenia ta zghinu 
za dopomogoiu melodu electroghidrodinamiinyh analoghij. Prikl. Meh., 1, 2 (1955). 

Bon, V. I. — [i] O predstablenii obitega redenija osnovngh uravnenij staticeskoj zadati teorii 
uprugosti izotropnogo tela pri pomošči garmoničeskih funkeij. Prikl. Mat. Meh. 22, 4 (1958) 
— [2] Teoria uprugosti. Izd-vo Univ. Harkov, 1964. 

Boasaro, T. — [1] Nuova risoluzione di un problema fondamentale della teoria dell'elasticilà. Ren- 
diconti dei Lincei, (5), 16 (1907). 

Bo£2ENKO, A. S. — [1] Opredelenie mestopolot*enija centra izgiba profilej, soslaplenngh iz prjamou- 
golngh oblastei. Sb. nau&n. trudov Taškent. In-ta inž. jel-dor. transp., 4 (1954). — [2] Eru- 
čenie sterinei poligonalnogo secenija. Sb. Leningr. In-ta inž. Zel.-dor. transp., 164 (1959). 

Borgv, B. A. — [1] A method for the construction of fundamental solulions în elasticity theory. J. 
Math. Phys., 36, 3 (1957). — [2] Some observations on Saint- Venant's principle. Proc. I1Ird 
U. S. Nat. Congr. Appl. Mech., Pergamon Press, 1958. — [3] On a dynamical Saini- 
Venant's principle, J. Appl. Mech., 27, 7 (1960). 

BorgY, B. A., WEINER, J. H. — [1] Theory of thermal stresses. J. Wiley, New York, 1060. 


188 BIBLIOGRAFIE 


BoLLE, L. — [1] Contribution au probléme linéaire de flezion d'une plaque élastique. Bull. Techn. 
Suisse Romande, 73 (1947). 

BorLoriN, V. V. — [1] Dinamiteskaia ustoicivost uprugih sistem. Gostehizdat, Moscova, 1956. 
— [2] Mehanika iverdogo lela i teoria nade£nosli. Trudy 2 s'ezda po mehanike, vol. 3, 
Izd-vo Nauka, Moscova, 1966. 

Boxoan, V. D. — [1] O tenzorngh harakteristikah konecnyh deformacij splo$noi sredy. Prikl. Mat, 
Meh., 25, 3 (1961). 

BoNDARENKO, B. A. — [1] Priblisennge resenija pervoj i ploroj osnovnyh zadaé leorii uprugosii 
dlja parallelepipeda. Trudy In-ta matematiki AN Uzb. SSH, 23 (1961). — [2] O pribli- 
ennom resenii trehmernyh zadať staliki teorii uprugosti. Trudy In-ta matematiki AN Uzb. 
SSH, 28 (1962). 

BowpARENKO, P. S. — [1] Vyeislitelnye algorifmy pribliennogo rezenija operatorngh uravnenij. 
Dokl. AN SSSH, 154, 4 (1964). 

Bonn, M., Huana, K. — [1] Dynamical theory of crystal latfices. Oxford, 1954. 

BonopACEv, N. M. — [1] O resenii dinamiceskoj kontaklnoj zadaéi dlja poluprostranstpa s sluécae 
osevoj simmetrii. Izv. OTN, Meh. Maš., 4 (1960). — [2] Dinamiteskaja kontaktnaja zadaca 
dija Slampa s ploskim krugovym osnovaniem, lejaătego na uprugom poluprostranstve. IZV. 
OTN, Meh. Maï., 2 (1964). — [3] Ob opredelenii osadok Zestkih pli! i massivov. Osno- 
vanija, fundamenty i mehanika gruntov, 4 (1964). — [4] Opredelenie dinamiéeskih naprja- 
Zenij voznikajustih v uprugom poluprostransive pod $Stampom s ploskim kruvogim osnova- 
niem. Izv. OTN, Meh. Maš., 4 (1965). 

BoULIGAND, G. — [1] La mécanique lhéorigue des corps flexibles (1838 — 1788) et les premières 
tentatives de «spéculations fonctionnelles au XVIII-iàme siècle. Rev. histoire sci, 17, 
1 (1964), 

BoussiwEsQ, J. V. — [1] Elude nouvelle sur l'équilibre el le mouvement des corps solides élasliques 
dont certaines dimensions sont irès petiles par rapport à d'autres. J. Math. Pures et appl., 
(2),:16 (1871). —[2] Applications des potentiels à l'étude de l'éguilibre el du mouvemenl des 
corps élastiques, avec des noles élendues sur divers poinls de physique mathématique el d'ana- 
lyuse. Gauthier-Villars, Paris, 1885. 

BRAMBLE, J. H. — [1] A sphere theorem for the equations of elasticity. Z.A.M.P., 12 (1961). 

BRAMBLE, J: H., PAYNE, L. E. — [1] On some new continuation formulas and uniqueness theorems 
in the theory of elasticity. J. Math. Anal. and Applic., 3 (1961). — [2] On the uniqueness 
problem in the second boundary-value problem in elasticity. Proc. IV U. S. Nat. Congr. 
Appl. Mech., 1952. — [3] Some uniqueness theorems ín the theory of elasticity. Arch. Rat. 
Mech. Anal, 9, 4 (1962), — [4] Some inequalities far vector functions with application 
in elasticity. Arch. Rat. Mech. AnaL, 11, 1 (1962). — [5] Effect of error in measurement of 
elaslie constants on the solulions of problems in elassieal elasticily. Journ. Research, Nat. 
Bur. Stand., 67 B, 3 (1963). — [6] Some mean value theorems in elastostatics. J. Soc. Industr. 
and Appl. Math., 12, 1 (1964). | 

Baeor, R. — [1] Kritische Bemerkungen über Drehungselastizifàl, Zeitschrift des VDI, 49 (1896). 

BnaEgwsrER, D. — [1] On the communication of the structure of doubly refracling ergstals of glass, 
muriale of soda, flour spat and other substances by mechanical compression and dilatation. 
Phil. Trans. Roy. 50c, London, 106, 1816. 

BRILLA, J. — [1] Anizotropicke steny. SAY, Bratislava, 1958. — [2] Contact problems of an elastic 
anisolropie half-plane. Rev. Roum. Méc. Appl, 7. 3 (1962). 

BniLLourN, L. — [1] La structure des corps solides dans la physique moderne. Hermann, Paris, 
1937. — [2] Influence de la température sur l'élasticité. Mem. Sci. Math., fase. 99, Gauthier- 
Villars, Paris, 1940, —[3] Les tenseurs en mécanique et en élaslicilé. Masson, Paris, 1960. 

BucmwaLp, V. T. — [1] A note on a method of Milne- Thomson. J. Austral. Math. Soc., 3, 1 (1963). 
—[2] Plane elastostatie boundary-value problems (I—III). Mathematica, 10 (1903). 

BUCHWALD, V, T., Davies, G. 0. —]|1] Plane elastostatie boundary value problems of doubly connec- 
led regions. The Quart. J. Mech. Appl. Math., 17, 2 (1904). 

BULLEN, K. E. — [1] Seismic wave transmission. Handbuch d. Physik, (2), 47, Springer, Berlin, 
1956. 

BunwisrROV, E. F. — [1] O konceniracii naprjazenij okolo ovalngh oiversiij nekotorogo vida. In£. 
sb., 17 (1953). 


BUZDUGAN, Gu. — [1] Bezistenfa materialelor. Ed. Didactică şi Pedagogică, 1964. 


BIBLIOGRAFIE 789 


Capry, W. G. — [1] Piezoelecirieily. McGraw-Hill, New York, 1946, 

CariLDEO, R. — [1] Flezure with shear centre, A general treatment with complex variables. Proc, 
Cambridge Phil. Soc., 49, 2 (1953). 

CARATHEODORY, C. — [1] Funktlionentheorie. Birkhăuser, Basel, 1960. 

CanLsoN, D. E. SuigLp, R. T. — [1] Second and higher-order effects in a class of problems in 
plane finile elasticity. Arch. Rat. Mech. AnaL, 19, 3 (1965). 

CanLsAW, H. S., JAEGER, J. C. — [1] Operational methods in applied mathematics. Oxford, 1948. 

CATTANEO, C, — [1] Sulla torsione di due sfere elastiche a contatlo. Ann. di Pisa (3), 6, 1—2 
(1952). — [2] Compressione e lorsione nel contallo tra corpi elastici di forma qualunque. 
Ann. di Pisa, (3), 9, 1—2 (1955). 

Caucuv, A. L. — [1] De la pression ou fension dans un corps solide. Œuvres, (2), 7, (1823), — 
[2] Sur la condensation et la dilatation des corps solides. CEuvres, (2), 7, 1823. — [3] Sur 
les relations qui existent dans l'élat d'équilibre d'un corps solide ou fluide enire les pressions 
ou lensions et les forces accélératrices. Œuvres, (2), 7, 1823. — [4] Sur les Egualions qui 
expriment les condilions d'équilibre ou les lois du mouvemeni inlérieur d'un corps solide, 
élastique ou non élastique. (Euvres, (2), B, 1828. — [5] Sur la relation qui existe entre les 
pressions ou lensions supporites par deux plans queleonqgues en un point donné d'un corps 
solide, Œuvres, (2), 9, 1829, — [6] Sur l'équilibre et le mouvement intérieur des corps, con- 
sidérés comme des masses conlinues. (Euvres, (2) 9, 1829. —[7] Mémoire sur la lorsion 
el les vibrations tournantes d'une verge rectangulaire. Œuvres, (1), 2, 1830. 

CrwEnrs, V. S. — [1] Primenenie obobizennoga integrala tipa Cauchy dlja p-analiticeskih funkcij 
b osesimmetriénoj teorii uprugosti. 2 Vses. sjezd po mehanike, Annot. dokladov, Moscova, 
1964. 

CEnEgPANOV, G.P, — [1] Ob odnom klasse zadaă ploskoj leorii uprugosli, Izv. OTN, Meh. Maš., 
4 (1962). — [2] Retenie odnoj linejnoj kraevo] zadači Riemann'a dlja dvuh funkeij i ee 
priloženie k nekotorym smejannym radačam ploskoj teorii uprugosti, Prikl. Mat. Meh., 26, 
5 (1962).—[3] K reseniju nekotoryh zadac teorii uprugosti i plasti&nosti s neizvestnoj 
granicej. Prikl. Mat. Meh., 28, 1 (1964). 

CERRUTI, V. — [1] Ricerche intorno all'equilibrio dei corpi elastici isolropi. Rendiconti dei Lincei 
(3), 13, (1882). — [2] Sulla diformazione di un corpo elastico isotropo per alcune speciali 
condizioni ai limiti. Rendiconti dei Lincei, (4), 4, 1 (1888). 

Cesano, E, — [1] Sulle formole del Vollerra, fondamentali nella teoria delle dislorsioni elastiche. II 
nuovo Cimento, (5), 12 (1906). 

CHADWICK, P. — [1] Thermoelaslicity. The dynamical theory. Progress in solid mechanics, Vol. 1, 
North Holland, Amsterdam, 1960, 

Cm TEH Waxa — [1] Applied elasticity. McGraw-Hill, New York, 1953. 

CHIEN Wei ZANG, Hu Hai CHIAN, LIN HUN SUN, YEN Chat Yuan — [1] Teoria torsiunii cor- 
purilor elastice cilindrice (In lb. chineză). Pekin, 1956. 

Curs Bing LiNo — [1] On torsion of prisms with longiludinal holes. Quart. Appl. Math., 9, 3 (1951), 

CunEE, Ca, — [1] Longitudinal vibrations of a cireular bar, The Quart. Journ, pure appl. Math., 
21 (1888). — [2] A new solution of the equations of an isotropic elastice solid and ils applica- 
tions lo the theory of beams. The Quart. Journ. pure appl. Math., 22 (1887) — [3] On 
longiludinal vibrations. The Quart. Journ. pure appl. Math., 23 (1889). 

CarLvams, S. A.—[1] Sof&inenija, vol 3, Akademkniga, Moscova, 1950. 

Canwik, K. E. — [1] Konformnoe preobrazovanie oblastej, sostavlennyh iz prjamougolnikop, na 
ediniéngj krug. Trudy Mat. Inst. im. V. A. Steklova, 53, Akademkniga, 1959. 
Cupazv, L F. — [1] PribliZenngj melod issledovanija krutenija prizmaticeskih sterănej. Issled. po 
teorii sooruzenij, 6 (1954), — [2] Vlijanie lysok na proénost i Zestkost kruglogo sterinja 

pri krucenii, Trudy Sib. Metallurg. In-ta, 4/A (1957). 

Cunikov, F. S. — [1] Ob odnoj forme obscego resenija uravnenij ravnovesija teorii uprugosti v pere- 
meicenijah. Prik. Mat. Meh., 17, 6 (1953). 

GCriEsscH, A, — [1] Uber die Reflexion an einer Kugelflăche. Journ. reine u. angew. Math., 61, 
(1863). 

CLEBSCH, A., SAINT-VENANT, B. de — [1] Théorie de l'élasticilé des corps solides, avec des noles 
élendues de B. de Saint-Venanl! el Flamant, Dunod, Paris, 1883. 

Coken, E. G., Fion, L. N. G. — [1] A treatise on photo-elasticíty, Cambridge, 1931. 


790 BIBLIOGRAFIE 


CoLEMAN, B, D. — [1] Mechanical and ihermodgnamical admissibililg of stress-strain functions. 

! Arch. Rat. Mech. Anal. 9, 2 (1962). — [2] On thermodgnamics, strain impulses, and visco- 
elasticity. Arch. Rat. Mech, AnaL, 17, 3 (1964). 

COLEMAN, B. D.. Norl, W. — [1] On the thermostatics of conlinuous media. Arch. Rat. Mech. 
Anal, 4, 2 (1958), — - [2] Material symmetry and thermoslatic inequalilies in finite elastic 
deformalions. Arch. Rat. Mech. Anal, 15, 2 (1964), 

Corowno, G. — [1] Magiorazzioni delle componenti di stress nel problema di de Sainl- Venant, Rend. 
Padova, 24 (1955). 

CossERAT, E., CossenaAT, F. — [1] Sur la théorie de l'élasticité. Ann. de Toulouse, 10 (1896), — [2] Sur 
les fonctions potentielles de la théorie de l'élaslicité. C. R. Ac. Sci., 126 (1898), — [3] Sur une 
application des fonctions polentielles de la théorie de l'élasticité. C. R. Ac. Sci, 133 (1901), — 
[4] Théorie des corps déformables, Gauthier-Villars, Paris, 1909. 

COULOMB, C. A. — [1] Recherches théoriques el expérimentales sur la force de lorsion el sur l'élas- 
licilé des fils de métal. Mémoires de l'Académie des Sciences, 1784. 

COURANT, R. — [1] Partial differential equations. J. Wiley, New York, 1962. 

CovRANT, R., HirnsEenT, D. — [1] Methoden der Mathematischen Physik. Springer, Berlin, 1937. 

CovnRANT, H., SCHIFFER, M. (Appendix) — [1] Dirichle's principle, conformal mapping, and 
minimal surfaces. Appendix : Hecent developments in conformal mapping. Interscience 
Publishers, New York, 1950. 

CnAGGS, J. W. — [1] Plastic manes. Progress in solid mechanics. Vol. 2, North Holland, Am- 
sterdam, 1961. 

CRISTESCU, M. — [1] Dynamic plasticity. North Holland, Amsterdam, 1967. | 

CmisTESCU, R., MARINESCU, Gu. — [1] Unele aplicații ale teoriei distribufiilor, Ed, Academiei, 
Bucureşti, 1966. 

CsoNKA, P.— [1] Méthode de caleul numérique des contraintes eausées par la torsion. Acta Techn. 
Acad, Sei. Hungar., 18, 3— 4 (1957). 

DEAN, W. Rae Pansons, H. W., SNEDDON, 1. N. — [1] A type of stress distribution on the surface 
of a semi-infinite elastic solid. Proc. Cambridge Phil. Soc., 40, 1 (1044). 

Derv, V. M. — [1] O formah obščego resenija prostransivennoj zada£i teorii uprugosti, vyrazennyh 
pri pomo$éi garmoniceskih funkcij. Prikl. Mat. Meh., Z3, 6 (1959). 

DknESIEWICZ, H. — [1] Contact of elastie spheres under an oscillatling lorsional couple. J. Appl. 
Mech., 21, 7 (1954). — [2] Oblique contaci of non-spherical elastic bodies. J. Appl. Mech., 
24, 4 (1957). — [3] Mechanics of granular malier. Advances in applied mechanics. Vol. 
5, Academic Press, New York, 1958. —|4] A review of some recent studies of the mechanical 
behaviour of granular media. Appl. Mech. Rev., 11, ë (1958). — [5] The half-space under 
pressure distributed over an elliptical portion of its plane boundary. J. Appl. Mech., 27 
1 (1960), — [6] A note on second-order Hertz contact, J. Appl Mech, 38, ! (1961). 

DguTscu, E. — [1] Asupra forsiunii barelor prismatice cu secțiune dublu coneză, St, Cerc. Mat., 
12, 7 (1961). — [2] On the centre of flexure. Z.A.M.P., 12, 3 (1961). — [3] Torsiunea barelor 
prismalice cu secțiune transversală in formă de cruce cu brațele opuse egale. St. Cerc. Mec. 
Apl, 13, 2 (1962). — |4] On the flexure problem (1— II). The Quart. J.Mech. Appl. Math., 15, 
J ESSO) - D Torsion of beams of L-cross-seclions, Proc. Glasgow Math. Assoc, 5, d (1962), 

— [6] Flexure of hollow cylinders. Arch, Mech, Stos., 14, 6 (1962), — [7] Asupra problemei 
lui Boussinesq. Comunicárile Acad. RPR, 12, 70 (1962). — [8] Asupra torsiunii semispa- 
Jiului elastic. St. Cerc. Mec. Apl, 14, 7 (1963). 

DEVERALL, L. I. — [1] Solution of some problems in bending of thin clamped plates by means of the 
method of Muskhelishvili. J. Appl. Mech., 24, 2 (1957). 

Diaz, J. B. — [1] Estimation of lorsional rigidity and other physical quantities. J. Appl. Mech., 18, 
3 (1951). 

Diaz, J. B., GREENBERG, H. J. — [1] Upper and lower bounds for the solution of the first boundary 
value problem of elasticity. Quart. Appl, Math., 6, 4 (1949). 

Diaz, J. B., PAYNE, L. E., — [1] Mean value theorems in the theory of elasticity. Proc. Illrd U. S. 
Nat. Congr. Appl. Mech., Pergamon Press, 1958. 

Dincă, F. — [1] Consideraţii asupra torsiunii unor bare cilindrice. St. Cerc. Mec, Apl, 6, 3— 4 
(1955). 

Dincă, F., Borcu, N. — [1] Asupra torsiunii barelor cilindrice de secțiune dublu conexá, St. Cerc. 
Mec. Apl, 9, 3 (1958). 


BIBLIOGRAFIE 791. 


Dincă, G. — [1] Sur la déformation plane du corps plastique, (Utilisation des variables complexes.) 
Rev, Roum. Math. pures appl., 10, 5 (1965). 

DixxNiE, A. N. — [1] Izbrannye trudy. Izd. AN USSR, Kiev, 1952. — [2] Prodolnyj izgib. Krucenie. 
Akademkniga, Moscova, 1955. 

DEANELIDZE, G. |. — [1] Obzor rabol po teorii izghiba lolstyh i tonkih plil, opublikovanngh v SSSR. 
Prikl. Mal. Meh., 12, 1 (1948). — [2] E teorii lonkih i tenkostenngh ster£nej. Prikl. Mat. 
Meh., 13, 6 (1949). — [3] Princip Saint- Venant'a {k stoletiju principa). Trudy Leningr. 
Politehn. In-ta, 192 (1958) — [4] Zadata Almansi. Trudy Leningr. Politehn. In-ta, 2/9 
(1980). — [5] Zadači teorii uprugosti -anizolropnoj sredy, privodiastiesja k ploskim. Sb. 
„Problemy mehaniki splosnoj sredy"', Akademkniga, Moscova, 1961. 

Druca£, M. L — [1] Melod setok o smesannoj ploskoj zada£e teorii uprugosti. Izd, Naukova Dumka, 
Kiev, 1964. 

Donnovorsk12, I. P., Koevrov, V. D. — [1] Opredelenie konlaktnyh daplenij metodom folouprugosti. 
Izv. OTN, Meh. Maš., 4 (1960). — [2] Opredelenie kontaktngh davlenij na objemngh modeljah. 
In£. Zurnal, 4 (1961). 

DoBROVOLSKII, V. L. — [1] Zadaca o ploskoj deformacii idealno plastifeskogo lelo v kompleksnyh 
peremennyh, Prikl. Mat. Meh, 24, 2 (1960). 

Doran, T. J, Munnav, W. M, DnuckEn, D. C. — [1] Pholoelasticity. Handbook exper, stress 
analysis, (M. Hetényi) J. Wlley, New York, 1950. 

DoxNEL, L. H. — [1] About Saint-Venant's principle. J. Appl. Mech., 29, 4 (1962). 

Dovnonavră, V. I. — [1] Prostranstrennye kontakinye zadati teorii uprugosti. Izd. Univ. Minsk, 
1959, 

Dovre, J. M. — [1] On completeness of stress functions in elasticity. J. Appl. Mech., 31, 4 (1964), 


DovrE, T. C., EnicksEN, J. L.— [1] Nonlinear elasticity. Advances in applied mechanics, vol. 4., 
Academic Press, New York, 19056, 


DnAcAaNu, M. — [1] Introducere malemalică in fizica leoretică. Ed, Tehnică, Bucureşti, 1958. 


DnavckEn, D. C. — [1] On the role of experiment in the development of theory, Proc. IVth U. S. 
Nat, Congr. Appl. Mech., Pergamon Press, New York, 1962. 


DvrzriN, R. J., No, W. — [1] On exterior boundary value problems in linear elasticity. Arch. 
Rat, Mech, AnaL, 2, 2 (1958). 


DURELII, A. J., DANIEL, I. M. — [1] A non-destructive three-dimensional strain-analgsis method . 
J. Appl. Mech., 28, 1 (1961). 


DvunELLI, A. J., PuiLiPPS, E. A., Taso, C. H. — [1] Introduction to the !heoretical and experimen- 
lal analysis of stress and strain, McGraw-Hill, New York, 1958, 

Duvar, F. — [1] Shock waves in the sludy of solids. Appl. Mech. Rev., 15, 17 (1962). 

Dwicur, H. B. — |1] Tables of integrals. New York, 1941. 

Dyson, A. — [1] Approzimale calculation of Herizian compressive stresses and contact dimensions. 
Journ, Mech. Engng. Sci, 7, 2 (1965). 

EpaAmoro, L — [1] An electrical method for solving the torsion problem of a cylindrical body. Proc. 
Ist Japan. Nat. Congr. Appl. Mech,, 1951. 

EDELSTEIN, W., GURTIN, M. — [1] Uniqueness theorems in the linear dynamie theory of anisotropic 
viscoelastic solids. Arch. Rat, Mech, Anal., 17, 2 (1964). — [2] A generalization of the Lamé 
and Somigliana stress functions for the dynamic linear theory of piscoelastie solids. Internat. 
Journ. Engng. Sei, 3, 7 (1965). 


Econov, K. E. — [1] Vdavlivanie v poluprostranstvo Stampa s ploskoj podoivoj kolcevoj formy. Izv. 
OTN, Meh. Maš., 5 (1963). 

Eipvus, D. M. — [1| O smešannoj zadače teorii uprugosti, Dokl. AN SSSR, 76, 2(1951), — [2] 
Kontaktnaja zadaéa teorii uprugosti. Matem. Sbornik, 34, 3 (1054). 

Emic, F. R. (red.) — [1] Rheology. Academic Press, New York, 1956 — 1960. 

ELEY, J., T. ri [1] Nonlinear deformations of elastic beams, rings and strings. Appl. Mech, Rev., 
16, 9 (1903). 


ENGLAND, A. H., GREEN, A. E. — [1] Some fwo-dimensional punch and crack problems in classical 
elasticily. Proc. Cambridge PhiL Soc., 59, 2 (1963). 

Ewrov, V. M., SALGANIE, R. L. — [1] O baloénom priblitenii p teorii trestin. Mechanika, 5 (1965). 

EnpELY:, A. — [1] From delta functions to distributions. În : „Modern Mathematics for the Engi- 
neers", red. de E. BEGKENBACH, sería 2, McGraw-Hill, New York, 1961. 


192 BIBLIOGRAFIE 


ERICKSEN, J. L. = [1] Tensor fields, Handbuch d. Physik, (2), 3, partea 1, Springer, Berlin, 1960. 
— [2] Non-existence theorems in linear elasticity theory. Arch, Rat. Mech. Anal., 14, 3 (1963). 
— [3] Non-uniqueness and non-erislence in linearized elasticity theory. Contributions to 
diff. equations, 3 (1964). 

EnICESEN, J. L., TRUESDELL, C. A. — [1] Exact theory of stress and strain in rods and shells. 
Arch. Hat. Mech, Anal, 1, 4 (1958). 

ERINGEN, A. C. — [1] Non-linear theory of continuous media, McGraw-Hill, New York, 1962. 

Engov, L. V., IvLev, D. D. — [1] Ob ustoicinosli polosy pri siatii. Dokl. AN SSSR, 138, 5 (1961). 

EsnuELBv, J. D. — [1] Elastic inclusions and inhomogeneities. Progress in solid mechanics. Vol. 2, 
North Holland, Amsterdam, 1961. 

EuBANEKS, R. A., STERNBERG, E, — [1] On ihe completeness of the Boussinesg- Papkovitch stress 
funclions. J. Rat. Mech. Anal, 5, 5 (1956). 

EwiNo, M., PnEss, F. — [1] Surface waves and guided waves. Handbuch d. Physik, (2), 47, Sprin- 
ger, Berlin, 1956. 

FALK, G. — [1] Aziomatik der Thermodynamik. Handbuch d. Physik, (2), 3, partea 2, Springer, 
Berlin, 1959. 

Fatou, P. — [1] Séries trigonométriqgues el séries de Taylor. Acta Mathematica, 30, 1906. 

FICHERA, G. — [1] Sull'essistenza e sul calcolo delle soluzioni dei problemi al contorno, relativi 
all'equilibrio di un corpo elastico. Ann. di Pisa (3), 4, 1950. — [2] Condizioni perche sia 
compatibile il problema principale della statica elastica. Fend. Lincei, 14, 3 (1953). — [3] 
Sulla torsione elastica dei prismi cavi. Rend. di matematica e delle sue applicazioni, (5), 
12, 1— 2 (1953). — [4] II teorema del massimo modulo per l'eguazione dell'elastostatica tridi- 
mensionale. Arch. Rat. Mech. Anal, 7, 5 (1961). 

FIELD, F. A. — [1] A comment on the uniqueness of the solution to Boussinesg's problem. J. Appl. 
Mech., 31, 3 (1964). 

FinoN, L. N. G. — [1] On an approximate solution for the bending of a beam of rectangular cross- 
section under any sistem of load wilh special reference to points of concenirated or discontinuous 
loading. Phil. Trans. London, (^), 201 (1903). 

FILONENKO, G. G. — [1] Pro ruh kolesa, Seo kotilsia po prujnij reili. Prikladna Mehanika, 4, 2 
(1958). 

FILONENKO-Boronič, M. M. —]|1] Teoría uprugosii. Gostehizdat, Moscova, 1947 — [2] Neko- 
lorye obob$Cenija zadati Lamé dlja uprugogo parallelepipeda. Prikl. Mat. Meh., 17, 4, 
(1953). — [3] Mehanié&eskie leorii proénosti. Izd. MGU, Moscova, 1961. 

FinLoNENrOo-BonopiC, M. M., lziumov, S. M., Orisov, B. A.. HUDRIAYCEY, l. N., MaLaixov, 


L. 1. — [1] Kurs soprotivienija materialov. QGostehizdat, Moscova, 1955, 
Fréakov, P. F.— [1] Priblifennge melody konformngyh otobradenij Izd. AN USSR, Kiev, 
1964, 


Finzi, B. — [1] Integrazione delle equazioni indefinite della meccanica dei sistemi continui (I, 1I). 
Rend. Lincei, (6), 19 (1934). 

FórPPL, A., FórrL, L. — [1] Drang und Zwang. Eine hóhere Festigkeitslehre für Ingenieure. Oldenburg, 
Berlin-München, 1924 — 1928. 

FREDHOLM, I. — [1] Sur les équations d'équilibre d'un corps solide élastique. Acta Mathematica, 
23, 1 (1900), — [2] Sur une classe d'équations fonctionnelles. Aeta Mathematiea, 27, 1903. 
— [3] Solution d'un probléme fondamental de la théorie de l'élasticité. Archiv for Mathematik, 
Astronomi och Fysik, 2, 28 (1906). 

FREUDENTAAL, A. — [1] Faligue. Handbuch d. Physik, (2), 6, Springer, Berlin, 1958. 

FREUDENTHAL, Å., (GEIRINGER, H. — [1] The mathematical theories of the inelastic continuum, 
Handbuch d. Physik, (2), 6, Springer, Berlin, 1958. 

FREUDENTHAL, A. GUMBEL, J. — [1] Physical and statistical aspecis of fatigue. Advances in 
applied mechanics, vol. 4, Academie Press, Mew York, 1956. 

FniDMANN, M. M. — [1] Obzor matemaliteskoj teorii uprugosti anizotropngh sred. Prikl. Mat. Meh., 
14, 3 (1950). 

F MEDEL J. — [1] Les dislocations. Gauthier-Villars, Paris, 1956. (trad. engleză revizuită: 
Pergamon Press, 1964). 

FRIEDRICHS, K, O. — [1] On the boundary-value probem of the theory of elasticity and Korn's ine- 
quality. Annals of Math., 48, 2 (1947), — [2] Kirchhoff's boundary conditions and the edge 
effect for elastic plates. Proc. Symp. Appl. Math., 3, 1950. 


BIBLIOGRAFTE 793 


FarEpmicHs, K. O., Dresser, D. F. — [1] A boundary layer theory for elastic bending of plates. 
Communications on pure and appl. Math., 14, 7 (1961). 

Fnocur, M. M. — [1] Pholoelasticily. J. Wiley, New York, 1941—1948. 

Faocur, M. M., Finn, P. D. — [1] Studies in dynamice photoelasticilg. J. Appl. Mech., 23, ! 
1956). 

EM. M. At GUERNSEY, R. — [1] Further work on Ihe general three-dimensional photoelastic 
problem. J. Appl Mech., 22, 2 (1955). 

Fnocur, M. M., SRINATH, L.S. — [1] A non-destructive method for ihree-dimensional photoelasticily. 
Proc. Ilird U. $. Nat. Congr. Appl. Mech., Pergamon Press, 1958. 

Frostman, O. — [1] Potentiel d'équilibre et capacité des ensembles. Thèse. Lund, 1935. 

Fuka, J. — [1] Das zweite Problem der ebenen — Elastlizitütstheorie für inkompressible Körper. 
Aplikace Matematiky, 7 (1962). 

GaAHov, F. D. — [1] Kraevye radati. Gostehizdat, Moscova, 1958. 

Garen D. — [1] Konstruktive Methoden der konformen Abbildung. Springer, Berlin, 1964. 

GALERKIN, B. G. — [1] Contribution à la solution générale du problème de la théorie de l'élas- 
licit dans le cas de trois dimensions. G.R. Ac. Sci., 190, 1930, — [2] Sobranie Socinenti. 
Akademkniga, Moscova, 1952. 

GALILEI, G. — [1] Discorsi e dimostrazione malemaliche intorno a due nuove scienze altenenti 
alla meccanica el i movimenti locali. Leyda, 1638. 

GALIN, L. A. — [1] O gipoteze Cimmermana- Vinklera dija balok. Prikl. Mat. Meh., 7, 4 (1943). 
— [2] O daplenii Stampa ellipticeskoj formy » plane na uprugoe poluprostranstvo. Prikl. 
Mat. Meh., 11, 2 (1947). — [3] Ocenka peremestenij v  prostranstvennyh kontaktnih 
zadatah teorii uprugosti. Prikl. Mat. Meh., 12, 3 (1948). —[4] Konlaktnye zadati teorii 
uprugosti. Gostehizdat, Moscova, 1953. 

GATTEGNO, C., OsrRowsKI, A, — [1] Representalion conforme à la frontière. Memorial Sci, 
Math., fasc, 109, 110, Gauthier-Villars, Paris, 1949. 

Gazis, D. C. — [1] Graphical investigation of geometric aspects of the Hertz problem. J. Appl. 
Mech., 27, 4 (1960). 

GEcKELER, d. W. — [1| KElastostatik. Handbuch d. Physik, (1), 6, Springer, Berlin. 

GELFAND, I. M., Siov, G. E. — [1] Obobstennye funkcii. Fizmatgiz, Moscova, 1958. 

GEoNDZIAN, G. P. — [1] K teorii stesnennogo krutenija sploinyh prizmaliceskih ster£nej. Izv. 
AN Arm. SSH, 12, 5(1959). 

GERMAIN, P. — [1] Mécanique des milieux continus. Masson, Paris, 1962. 

Gings, J. V. — [1] On the equilibrium of heterogeneous substances. Trans. Connecticut Acad., d, 
1875— 1878, — [2] Termodinamiceskie raboly. Gostehizdat, Moscova, 1950. 

GLoUMAKOFF, IN, A, Yr-Yuaw Yu — [i] Torsion of bars with isosceles iriangular and dia- 
mond sections. J. Appl. Mech., 31, 2 (1964). 

GoGOLADZE, V. G. — [1] Uprugie poing. Mehanika v SSSR za 40 let, Gostehizdat, Moscova, 
1950. 

GoLpENBLATT, L 1L — [1] Nekotorye voprosy mehaniki deformiruemyh sred. Gostehizdat, Mos- 
cova, 1955. 

GorLpENBLATT, |. l, Korwov, V. A. — [1] Krilerii proénosti anizotropnyh malerialov. Meha- 
nika, 6 (1965). 

GOLDENVEIZER, A. |. — [1] Teoria uprugih tonkih obolocek. Gostehizdat, Moscova, 1953. — [2] 
O teorii izgiba plaslinok Reissnera. Izv. OTN, 4(1958). — [3] Postroenie pribliZennoj 
teorii izgiba plastinki melodom asimploliceskogo integrirovanija uravnenij teorii uprugosti. 
Prikl. Mat. Meh., 26, 4(1962). — [4] Razoitie teorii uprugih lonkih obolotek. Trudy 
Vsesojuznogo s'ezda po teor. i prikl. meh., Akademkniga, Moscova, 1962. 

GOLDENVEIZEB, A. L., KoLos, A. V. — [1] Æ postroeniju doumernyh uravnenij teorii uprugosti 

| lonkih plastinok. Prikl. Mat. Meh., 29, 1 (1965). 

GOLDSMITH, W. — [1] Impact: the collision of solids. Appl. Mech. Rev., 16, 11 (1963). 

GOLDSMITH, W., LYMAN, P. — [1] The penetration of hard-steel spheres into plane melal surfaces. 
J. Appl. Mech., 27, 4 (1960). 

GOLECEI, J. — [1] Statics of an isotropic incompressible elastic solid. Arch. Mech. Stos., 14, 
1 (1962). 

GoLuziN, G. M, — [1] Geometriceskaja teoria funkcij kompleksnogo  peremennogo, Gostehizdat, 
Moscova, 1952. 


394 BIBLIOGRAFIE 


GooprER, J. N. — [1] A general proof of Saint-Venants principle. Philos, Mag., 23 (1937). — 
[2] Dimensional Analysis. Handbook of exper. stress anal. (M. Hetényi) J. Wiley, 
New York, 1950. — [3] A survey on some recent researches in the theory of elasticity. Appl. 
‚Mech, Rev., 4, 6(1951). — [4] The mathematical theory of elasticity. J. Wiley, New 
York, 1958, 

GOODMAN, L. E. — [1] Contaci stress analysis of normally loaded rough spheres. J. Appl. Mech., 
29. 3 (1962). 

GonBuNOov-Posanov, M. I. — [1] Raséet balok i plil na uprugom poluprostranstve, Prikl. Mat, 
Meh., 4, 3(1940). — [2] Balki i plily na uprugom osnovanii. Strojizdat, Moscova, 1949. 

Gounsar, E. — [1] Sur l'équation AAu = 0. Bull. Soc, Math, de France, 26, 1898. — [2] 
Cours d'analyse mathématique, Vol. 3, Gauthier-Villars, Paris, 1942, 

GRAFFI, D. — [1] Sui teoremi di reciprocită nei fenomeni non stazionari, Atti Accad, Sci, Bolo- 
gna, (11), 10, 2 (1963). 

GRAHAM, G. ^A, C. — [1] The contact problem in the linear theory of viscv-elasticity. Internat. 
Journ. Engng. Sci. 3, 7 (1965). 

GREEN, A. E. — [1] The equilibrium of rods. Arch. Hat. Mech. Anal, 3, 5 (1959). 

GREEN, A, E., ADKINS, J. E. — [1] Large elastic deformations and non-linear continuum me- 
chanics. (Oxford, 1960. 

GREEN, A, E, Rivu, R. 5. — |1] Simple force and siress mullipoles. Arch. Rat. Mech. 
Anal, 16, :(1964) — [2] Multipolar continuum mechanics. Arch. Rat. Mech. Anal., 
17, 2 (1904), 

GREEN, A. E. ZERNA, W. — [1] Theoretical elasticity. Oxford, 1954. 

GREEN, G. — [1] Mathematical papers. London, 1871. 

GREEN, W. A. — [1] Dispersion relations for elastic waves in bars. Progress in solid mechanics, 
Vol. 1, North Holland, Amsterdam, 1960. 

GRIGORJAN, S. 5, — [1] O nekotorgh specialnyh voprosah lermodinamiki splošnyh sred. Prikl- 
Mat. Meh., 24, 4(1960). 

GRIOLI, G. — [1] Proprietà di media ed equilibrio elastice, Alti IV Congr. Unione Mat. Ital, 
1, 1953. — [2] Limitazioni per lo stato lensionale di un qualungue sistema continuo. Ann. 
Mat. pura ed appl.. (4), 39, 1955. — [3] Mathematical theory of elastic equilibrium (recent 
results). Springer, Berlin, 1962. 

GnonskH, G. D. — [1] Infegriroranie obSCih uravnenij] ravnovesija izolropnogo uprugogo tela pri 
pomoséi n'julonovskih polencialov i garmoniceskih funkeij. Izv. AN 555R, 4 (1935). 

Gnoor, 5. R. de —[1] Thermodynamics of irreversible processes, North Holland, Amsterdam, 1952. 

GUBENKO, V. S. — [1] Nekotoryge kontaktnge zadati teorii uprugosli i drobnoe differencirovanie. 
Prikl. Mat. Meh. 21, 2 (1957). — [2] Davlenie osesimumnelriénogo kolcevogo Stampa na 
uprughie sloi i uprugoe poluprostranstvo. Izv. OTN, Meh. Maš., 3 (1960), —[3] Davienie serii 
krugovgh kolceryh Sampor na uprugoe poluprosiranstvo, 1zv. OTN, Meh. Maš., 4 (1960). 
— [4] Zadaci o krugovom stampe, sceplennom s poluprostranstpom, i o sloe, oslablennom 
kolcevaj &tet'ju. Izv. OTN, Meh. Maš., 5 (1961). 

GUBENKO, V. S. MossaAROVSKI, VW. IL — |1] Danlenie osesimmetricnogo kolcevogo Slampa na 
upruügoe poluprostranstvo, Prikl. Mat. Meh., 24%, 2 (1900). 

GUGGENHEIM, E. A. — [1] Thermodynamics, classical and statistical. Handbuch, d. Physik, (2), 
$, partea 2, Springer, Berlin, 1959. 

GÜNTHER, N, M. — [1] La théorie du potentiel et ses applications aux problèmes fondamentaux de 
la physique mathématique. Gauthier-Villars, Paris, 1934 ; ed. rusă Gostehizdat, Moscova, 
1953. 

GunTiN, M. E. — [1] A note on the principle of minimum potential energy for linear anisotropic 
elastic solids. Quart. Appl. Math., 20, 4 (1963). — [2] A generalization of the Beltrami stress 
functions in. continuum mechanics. Arch. Fat. Mech. Anal, 13, 5 (1953). —[3] On Helm- 
holtz's theorem and ihe completeness of the Papkoviteh-Neuber stress functions for infinite 
domains. Arch. Hat, Mech. Anal, 9, 3 (1962). —|4] Variational principles for linear elasto- 
dynamics. Arch. Hat. Mech. Anal, 16, 7 (1964). — [5] Thermodynamies and the possi- 
bility of spatial interaction in elastie materials, Arch. Rat. Mech. Anal, 19, 5 (1965). 

GunTIN, M. E., STERNBERG, E. — [1] On Ihe first boundarg-value problem of linear elastostatics, 
Arch. Rat, Mech. Anal, 6, 3(1960). —|2] Theorems in linear elastostatics for exterior domains. 
Arch. Rat. Mech. Anal., 8, 2(1961). — [3] A note on uniqueness în classical elastodgynarmics. 
Quart. Appl. Math., 19,2 (1961). — [4] On the linear theory of sisco-elasticily. Arch, Hat. 
Mech. Anal, 13, 4 (1962). 


BIBLIOGRAFIE 705 


GunrIN, M. E. Tourin, RH. A. — [1] A uniqueness llieorem for the displacement boundary-value 
problem of linear elastodgnamics. Quart. Appl. Math., 23, 1 (19865). 

GurEgNMAHER, l. I. — [1] Elektriceskie modeli. Akademkniga, Moscova, 1949. 

HACATURIAN, T. T. — [i] Ob uéiote virjanija kasatelngh naprjazenij v teorii izgiba pli Izv. AN 
Arm. SSH, 14, 1 (1961). 

HADAMARD, J. — [1] Leçons sur la propagation des ondes el les équations de | Hydrodynamigue. 
Hermann, Paris, 1903. — [2] La théorie des équations auz dérivées partielles. Ed. Scienti- 
fiques, Pekin, 1964. 

Harwovicr, M. — [1] Curs de teoría elaslicilàfii. Ed. didactică şi pedagogică, București, 

HAMBURGER, L., Dincă, F., MANEA, V. — [1] Asupra torstunii unor bare cilindrice. St. Cerc. 
Mec. ApL, B, 4 (1957). 

Harpy, G. H., Lirrtewoop, J. E. —[1] Some more theorems concerning Fourier series and Fourier 
power Series. Duke Math. Journ, 2, 2 (1936). 

Hanpv, G. H., RocosINSEI, W. W. — [1] Fourier series. Cambridge, 1955. 

HASHIN, Z. — [1] Theory of mechanical behaviour of heterogeneous media. Appl, Mech. Rev., 17, 
1 (1964). 

Hara, K. — [1] Some remarks on the three-dimensional problems concerned mith the isotropic and 
anisotropic elastic solids. Mech. Fac. Engng., Hokkaido Univ., 10, 2 (1956). 

Haves, M., RrwvLin, RB, S, — [1] Surface waves in deformed. elastic materials. Arch. Rat. Mech. 
Anal, 8, 5 (1901). 

HELLER, S. R., BRock, J. $., Bant, R. —[1] The stresses around a rectangular opening with rounded 
corners in a uniformly loaded plate. Proc. Hird U. S. Nat. Congr. Appl. Mech., Pergamon 
Press, 1953. 

Hentz, H. — [1] Über die Berührung fester elastischer Körper. Journal f. reine u. angew. Math., 
92 (1882). 

HgnziG, A. — [1] Zur Torsion von Stüben, Z.A.M.M,., 33, 12 (1953). 


HarÉNYI, M. — [1] Handbook of experimental stress analysis. J. Wiley, N. Y., 1850. —[2] Brittle 
models and brillle coatings. Handb. exper. stress anal, J. Wiley, New York, 1950. 
— [3] The precision of measurements. Handb. exper, stress anal, J. Wiley, Dew York, 1950. 
— [4] Photoelasticity and pholoplasticitg. Proc. Ist Symp. Naval structural mechanics, 
Pergamon Press, 1960. 

HeTÉNYI, M., Mac-DowaArLp, P. H.— [1] Contact stresses under combined pressure and livist. J. Appl. 
Mech., 25, 3 (1958). 


Hraarnss, Tu. J. — [1] Remarks on a method for solving the torsion problem. Nat. Math. Magazine, 
17 (1842). — [2] A comprehensive review of Saint- Venant^s torsion problem. mer. Journ. 
Phys., 10 (1942). — [3] The approzimate mathematical methods of applied phgsics as exem- 
plified by application to Saint- Venant's torsion problem. Journ. Appl. Phys, 14 (1943). 
— [4] Analogic experimental melhods in stress analysis as exemplified by Saint-Venant's torsion 
problem. Proc. Soc. Exper. Stress Analysis, 2, 2 (1945). — [5] Stress analysis of shafting 
exemplified by Saint-Venant's torsion problem, Proc. Soc, Exper, Stress Analysis, d, 
7 (1945). — [6] Electroanalogie methods. Appl. Mech. Rev., 9, 7 si 2 (1956); 10, 2, 8 si 
180 (1957); 11, 4 (1958). 

HinsEnT, D. — [1] Über das Dirichletsehe Prinzip. Math. Ann., 59 (1904). 

HinL, R. — [1] New horizons in the mechanics of solids. Journ. Mech. Phys. Solids, [5, 7 (1956). 
— [2] On uniqueness and stability in the theory of finite elaslie strain. Journ. Mech. Phys. 
solids, 5, 4 (1957). — [3] Bifurkacija i edinstvennost v nelineinoj mehanike splo$no] sredy. 
Sb. „Problemy mehaniki splo$noj sredy"', Akademkniga, Moscova, 1961. —[4] Uniqueness 
in general boundarg-value problems for elastic or inelastic solids. Journ. Mech. Phys. 
Solids, 9, 2 (1961). — [5] Uniqueness criteria and extremum principles in self-adjoint 
problems of continuum mechanics, Journ. Mech. Phys. Solids, 10, 5 (1902). — [6] Discon- 
!inuity relations in mechanics of solids, Progress in solid mechanics. Vol. 2, North Holland, 
Amsterdam, 1961. 

TIILLIER, K. W. — [1] The measurement of elastic dunarii properties. Progress in solid mechanics. 
Vol. 2, North Holland, Amsterdam, 1961. l 

HixëiN, Y. Ia, — [1] Kratkij kurs matematičeskogo analiza. Gostehizdat, Moscova, 1953. 

Hosson, E. W. — [1] The theory of functions of a real variable and the theory of Fourier series, Cam- 
bridge, 1907. — [2] The theory of spherical and ellipsoidal harmonies. Cambridge, 1931, 


796 BIBLIOGRAFIE 


HonpcE, P. G. Jr. — [1] The mathematical theory of plasticily. J. Wiley, New York, 1958. 

HOLDEN, J. T, — [1] Estimation of critical loads in elastic stability theory. Arch. Rat. Mech. Anal., 
17, 3 (1964). 

Hooke, R. — [1] Lectures de potentia reslilutiva of springs, explaining the power of springing bodies. 
London, 1678. 

Honwav, G.—[1] Some aspects of Saint-Venant's prineipie. Journ. Mech. Phys. Solids, 5, 2 
(1957). — [2] Saint Venant's principle: a biharmonic eigenvalue problem. J. Appl. Mech., 
24, 3 (1957). 

Hhisroronov, V. V. — [1] Primenenie funkcij Grina k ploskim zadacam statiki teorii uprugosti. 
Trudy In-ta mat. i meh. AN Uzb. SSH, 15 (1955). 

HUNTER, S. C. — [1] Viscoelastic waves. Progress in solid mechanics. Vol. 1, North Holland, Am- 
sterdam, 1960. 

Hora, J. H. — [1] Torsional stress concentration in angle and square tube filles, J. Appl. Mech., 
17, 4 (1950). 

Iacob, C. — [1] Sur le probléme plan de Dirichlel dans un domaine plan multiplemeni connezre el 
ses applications à lHgdrodynamique. Journ. Math. pures et appl., (9), 18 (1939), — 
[2] Asupra torsiunii barelor cilindrice, Bul. st. Acad. RPR, 4, 4 (1952). — [3] Asupra 
potențialului complex al unor mişcări fluide cu singularități dale. Bul. st. Acad, RPR, 
9, 2 (1957). — [4] Observări asupra problemei lui Dirichlel modificate. Comunicările Acad, 
RPR, 8, 77 (1958). — [5] Introduction mathématique à la mécanique des fluides. Gauthier- 
Villars şi Ed. Acad. RPR, Paris-Bucuresti, 1959. — [6] Asupra problemei plane a lui 
Dirichlet pentru o clasă particulară de domenii. Aplicaţie la problema lui Saint- Venant. 
Comunicările Acad. RPR, 12, 70 (1962). —[7] Sur ta resolution du probleme 
biharmonique fondamental pour le cercle dans quelques cas particuliers. Rev. roum. math. 
pures appl., 8, 10 (1964). 

lacovAcHE, M. — [1] Asupra relațiilor dintre tensiuni într-un corp elastic in miscare. Bul. st. 
Acad. RPR, 2, 9 (1950). 

ILJUŠIN, A. A, — [1] Piastiénos!, Izd-vo Nauka, Moscova, sub tipar. 

IL1u8:N, A. A., LENSKII, V. S. — [1] Soprotiblenie malterialov. Fizmatghiz, Moscova, 1959. 

lowrescu, D. Gn. — [1] La méthode des fonctions analyliques dans lhydrodynamique des liquides 
visqueur, Rev. Roum. Mée: Appl., 8, 4 (1963). 

lowEscu-CAzmiMmiB, V. — [1] Problem of linear coupled thermoelasticily. Bull. Ac. Pol. Sci., Sect. 
technique, 12, 2 (1964). 

losieEscu, N. — [1] Introducere in fotoelasticitate. Ed. Tehnică, Bucureşti, 1958— 1960, 

inwin, R. — [1] Fracture. Handbuch d. Physik, (2), 6, Springer, Berlin, 1958, 

ISLINSEII, A, Jv. — [1] Rassmotrenie voprosuv ob ustojtivosii ravnovesija uprugih tel s tocki 
zrenija matemaliceskoj teorii uprugosti. Ukrainskij Mat. Zurnal, 6, 2 (1954). 

JAHNEE, E., EMDE, F. — [1| Funktionentafeln mit Formeln. und Kurven. Dover Publications, 
New York, 1945. 

JEssor, H. T. — [1] Photoelasticity. Handbuch d. Physik, (2), 6, Springer, Berlin, 1958. 

JOUGUET, E. — [1] Note sur la théorie de l'élasticité, Ann, Fac. Sci. Toulouse, 12 (1920). 

JuLra, G. — [1] Leçons sur la représentation conforme des aires simplement eonnexes. Gauthier- 
Villars, Paris, 1931, — [2] Leçons sur la représentation conforme des aires multiplement 
conneres, Gauthier-Villars, Paris, 1934. 

Kačanov, L. M. — [1] Mehanika plasticeskih sred. Gostehizdat, Moscova, 1948. — [2] K kine- 
tike rosta treStin. Prikl. Mat. Meh., 25, 3 (1961). — [3] Variacionnye melody v teorii plastic- 
nosti, Trudy 2 s'ezda po mehanike. Vol. 3, Izd-vo Nauka, Moscova, 1966. 

KALANDJA, A. I. — [1] Jzgib uprugoi plastinki v vide ellipticeskogo kolca. Prikl, Mat. Meh., 17, 
6 (1953). — [2] K kontaktnoj zadace teorii uprugosti. Prikl. Mat. Meh., 21, 3 (1957). 
— [3] O zadace Gherea o szaiii uprugih tel. Trudy vycisl. centra AN Gruz. SSH, 1960. 

KALISKI, S. — [1] Reduction of Fredholm's integral equations of the first kind to those of the second 
kind in boundarg-value problems of the dynamical theory of elasticitij. Archiwum Mech. 
Stos., 13, 6 (1961). 

HANTOROVIE, L. V., Knvrov, V. I — [i] PribliZennge metody vysšego analiza. Fizmatgiz, Mos- 
cova, 1962. 

HAPANIAN, L. K. — [1] Ob izgibe nekotoryh polyh konsolnyh sterînej. Izv. AN Arm. SSR, 9, 3 
(1956). — [2] Vybor otobra£zajuséih funkeij pri resenii zadac o kruéenii polyh prizmali- 
&eskih slerinej. Sb. nauécn. trudov Erevan. Polit, In-ta, 14(1957). 


BIBLIOGRAFIE 797 


KÁRMÁN, Tn. von — [1] Festigkeitsprobleme im Maschinenbau. Encykl. Math. Wiss., 4, partea 4, 
Teubner, Leipzig, 1907 —1914. — [2] Physikalische Grundlagen der Festigkeilslehre. Encykl. 
Math. Wiss., 4, partea 4, Teubner, Leipzig, 1907—1914. — [3] Über die Grundlagen der 
Balken- Theorie. Abhandl, aus dem Aerodyn. Inst. an d. Techn. Hochschule Aachen, 7, 
3 (1927). 

KAUFMAN, R. N. — [1] Szalie uprugogo Sara s nekoncentriceskoj sarovuj polost'ju, Prikl. Mat. 
Meh,, 28, 4 (1964). 

Kes, W. — [1] Sur les problèmes concernant le demi-espace élastique. Bull. Math. Soc, Sci, Math. 
Phys. RPR, 6 , 3—4 (1902). 

KEER, L. M. — [1] The contact stress problem for an elastic sphere indenting an elastie lager. 
Journ, Appl. Mech., 31, 1 (1964). — [2] The lorsion of a rigid punch in contact with an 
elaslie layer when the friction law is arbitrary. Journ. Appl. Mech., 31, 3 (1964). 

KELDYÄ, M. V. — [1] Konformnye otobrazenija mnogosvjaznyh oblastej na kanoniceskie oblasti, 
Uspehi Mat. Nauk, 6 (1939). — [2] O razresimosti i ustoitivosti zadať Dirichlet, Uspehi 
Mat. Nauk, 8 (1941). 

Keri, M. V., LAvRENTIEV, M. A. — [1] Sur la représentation conforme des domaines limités 
par des courbes rectifiables. Ann. Sci. Ecole Norm. Sup., 54 (1937). 

Keten, H. B. — [1] Saint-Venant's procedure and Saini-Venant's principle. Quart. Appl. 
Math., 22, 4 (1965). 

KELLoG, O. D. — [1] Feundations of potential theory. Springer, Berlin, 1929. 

KELVIN, Lord (W. Thomson) — [1] Note on the integration of the equations of equilibrium of an 
elastic solid, Cambridge Dublin Math. Journ., 1848, — [2] On the thermoelastic and ther- 
momagnetic properties of matier. Quart. Journ. pure a. appl. Math., 1855. — [3] Dynamical 
properties regarding elastic spheroidal shells and spheroids of incompressible liquids. Trans. 
Royal Soc., London, 1863. — [4] Mathematical and- Physical Papers. Cambridge, 1882— 
1890. 


KELVIN, Lord, Tarr, P. G. — [1] Trealise on natural philosophy. Cambridge, 1903. 


KikvuKAWA, M. — [1] On a method of calculating stress concentrations ín an infinite plate with 
a hole of an arbitrary profile. Proc. Ist Japan Nat. Congr. Appl. Mech., 1951. — [2] On 
plane-siress problems in domains of arbitrary profiles. Proc. IlIrd Japan Nat. Congr. Appl. 
Mech., 1953. — [3] On plane-stress problems in domains of arbitrary profiles. Proc. IVth 
Japan Nat. Congr. Appl. Mech., 1954. — [4] On the applications of the conformal mapping 
in plane stress concentration problems. Applic. Theory of functions in continuum mechanics. 
Vol, 1, Nauka, Moscova, 1965. 

KiLégvski, N. A. — [1] Teoria soudarenij tpberdgh tel. Gostehizdat, Moscova, 1949. — [2] 
Elemeniy tenzornogo iscislenija i ego prilozenija k mehanike. Gostehizdat, Moscova, 1954. 
— [3] Doslidzennia G. Gherca z kontaktnoi zadači i deiaki elapi ih dalsogo rozvilku. Prikladna 
Mehanika, 4, 2(1958). — [4] Postanovka i melod re$enija zadaéi o kontaktnom statii 
uprugih tel, ogranicennyh lineitalymi poverhnostiami. Izv. OTN, Meh. Maš., 4£(1960). 
— [5] ,, Priami" melodi rozniazuvannia kontakinoi zadati G. Gherea. Dopovidi AN USSR, 
8 (1960). 

KiLéEvsKiu, N. A., Bogko, V. I. — [1] Pro rozviazok kontaktnoi zadaci G. Gherca pri naiavnosli 
onulriănoi oblasti plastiénosti. Prikladna Mehanika, 6, 7 (1960). 

KiNosHITA, N., Muna, T. — [1] On boundary value problems of elasticity. Res. Reports Fac. 
Engng. Meiji Univ., 8 (1956). 

Kincugorr, G. — [1] Über das Gleichgewicht und die Bewegung einer elastischen Scheibe, Journ. 
d. reine u. angew. Math., 40, (1850). — [2] Über das Gleichgewicht und die Bewegung eines 
unendlich dünnen elastischen Slabes. Journ. d. reine u, angew. Math., 56, (1859). — [3] 
Vorlesungen über Mechanik. Teubner, Leipzig, 1897. 

Kinriégv, M. V. — [1] Teorija podobija. Akademkniga, Moscova, 1953. 

KIZINA, Ja. M., GmiLiTkr, D. V. — [1] Do osesimetriénoi zadaci pro lisk ploskogo kruglogo 
Stampa na prujnii pivprostir pri naiavnosti sceplennia. Prikladna Mehanika, 10, 3 (1964). 

KLAPETEK, F. — [1] Ezperimentdinl zpusob pylelFováni napjatosti kroncențeh hFldelu s ulcend- 
sobné souvislpmi prufezy. Strjnécky časop., 12, 7 (1961). 


198 BIBLIOGRAFIE 


KLEBOWSKI, Z.—|1] Studium nad zasada de Saint- Venanla. W tasciwe jej sformulowanie. Zeszyty 
Naukowe Politechn. Warsz., 27, 1957. 

KuiACko, S. D. — [1] O modelirovanii pervoj osnovnoj zadati ploskoj teorii uprugosti dlja mno- 
gosujaznyh oblastej. Prikl. Mat, Meh., 23, 2 (1959). 

KNors, R. J. — [1] Uniqueness for the whole space in classical elasticity. Journ. London Math. 
Soc., 49, 4 (1964). — [2] Uniqueness of axisymmetric elasto-static problems for finite 
regions. Arch. Rat. Mech. Anal, 18, 2 (1965). — [3] Uniqueness of the displacement boun- 
dary-value problem for the classical elastice half-space. Arch. Rat. Mech. Anal., 20, 5 (1965). 

KNOWLES, J. K. — [1] On Saint- Venant's principle in the two-dimensional linear theory of elasti- 
cily. Arch. Rat. Mech. Anal, 21, 2 (1965). 


KomEen, H. — [1] Dictionary of conformal representations. Dover Publications, New York, 
1952. 

Hotin, N, E. — [1] Vektornoe iséislenie i naéala lenzornogo iscislenija. Gostehizdat, Moscova, 
1937. 


Kocan, S. Ja, — [1] O rezenii prosiransipennoj zadaéti teorii uprugosti allerniruiuséim melo- 
dom Švarca. Izd. AN SSSR, ser. geofiz., 3 (1956). 

Korten, W. T. — [1] General theorems for elastic-plastie solids. Progress in solid mechanics. 
Vol. 1, North Holland, Amsterdam, 1960. 

Koros, A. V. — [1] Ob uloénenii klassiceskoj teorii izgiba krugiyh plastinok. Prikl. Mat. Meh., 
28, 3(1964). — [2] Metody uloénenija klassiceskoj leorii izgiba i rastjazenija plastinok. 
Prikl. Mat. Meh., 29, 4 (1965). 

Korosov, G. V. — [1] Sur les problèmes d'elasticile à deux dimensions. G.R. Ac. Scl, 148 (1908). 
— [2] Sur les problèmes d'élasticité à deux dimensions. C.R. Ac. Sci. 148 (1009). — [3] 
Ob odnom priloZenii teorii funkeij kompleksnogo peremennogo k ploskoj zadate matemati- 
teskoj leorii uprugosti. (Tezà). Juriev, 1909. — [4] Sur le probleme plan de la théorie de 
l'élasticité, Atti IV Congr. Internat. Mat., 2, Roma, 1909. — [5] Über einige Eigenschaften 
des ebenen Problems der Elastizilülslheorie, Zeitschrift f. Math. u. Physik, 62 (1914). —[6] 
Sur une lransformation des équalions de l'élasticité, C.H. Ac. Sci, 184 (1927). — [7] Sur 
une application des formules de Schwarz, de Villal el de Dini au probléme plan de l'élasticité. 
C.R. Ac. Sci, 193 (1931). — [8] Primenenie kompleksngh diagramm i teorii funkeij 
kompleksnoj peremennoj k teorii uprugosti. Gostehizdat, Moscova, 1935. 

Korskv, H. — [1] Siress waves in solids. Oxford, 1953. 

Komarov, V. A. — [1] O racionalnom raspredelenii materiala v konstrukeijah. Mehanika, 5 (1965)- 

KoPPENFELLS, W., STALLMAN, F. — [1| Prazis der konformen Abbildung. Springer, Berlin, 1959. 

KonENEv, B. G. — [1] Konstrukcii, leja$cie na uprugom osnovanii. Sb. ,.Stroitelnaja Mehanika 
v SSSR, 1917—1957", Strojizdat, Moscova, 1957 — [2] Teorija plastinok. Sb. ,,Stroi- 
lelnaja Mehanika v SSSR, 1917—1957", Strojizdat, Moscova, 1957. — [3] Nekotorye 
zadaéí teorii uprugosti i teploprovodnosti, resaemye v besseleuyh funkcijah. Fizmatgiz, Mos- 
cova, 1960. 

Konn, À. ti: [1] Sur les équations de l'élasticilé. Ann. Ecole Norm. Sup., (3), 24 (1907). — [2] 
Solution générale du probléme d'équilibre dans la théorie de l'élasticilé dans le cas ou les 
efforts sont donnés à la surface. Ann, Fac. Scl. Toulouse, (2), 10 (1908). — [3] Über die 
Lüsung des Grundproblems der Elastizitütstheorie, Math. Ann., 75 (1914). 

KonNECKI, A. — [1] On the limitations of Saint- Venant's theory of pure bending, Archiwum Mech. 
Stos., 14, 2 (1962). 

KongorKIN, V. G. — [1] Objemnaja zadača dlja uprugo-izotropnogo poluprostranstpa. Sb. Gidro- 
energoproekta, 4 (1938). 

Kosrivk, E. N. — [1] Cislennye resenija proslranstoennyh kontakinyh zada€ teorii uprugosli. 
Prikladna Mehanika, 10, 4 (1964). 

KOowvALEV, K. F., IAGN, Jv. L — [1] Osobennosli slesnennogo krucenija lonkostennyh  ster$nej 
zamknuiogo profilja. Inž. sb., 24 (1956). 

KRICKEBERG, K. — [1] Über den Gaussschen und Stokesschen Inlegralsatz. Math. Nachrichten. 
10, 5—6 (1953) ; 11, 7—2 (1954); 12, 5—6 (1954). 

KnvLov, A. Ja., KuzwEcov, A. M., SknknnENNIKOVA, L L, Uconérkov, A. G. — [1] K rešeni- 
ju prikladnyh zadať teorii uprugosti pri pomosci elektromodelirovannogo konformnogo olo- 
brazenija, 2 Vses. sjezd po mehanike, Annot. dokladov, Moscova, 1964. 


BIBLIOGRAFIE 790 


HnaówER, E. — [1] Das Fundamentalintegral der anisolropen elastischen  Differentialgleichungen. 
Zeitschrift f. Physik, 116, 4 (1953). — [2] Die Spannungsfunktionen der dreidimensionalen 
isotropen Elastizitülstheorie. Zeitschrift f, Physik, 139, 2(1954). — [3] Die Spannungs- 
"funklionen der dreidimensionalen anisotropen  Elaslizilülstheorie. Zeilschrift f. Physik, 
141, 3(1955). (Errata, 143, p. 374) — [4] Hontinuumstheorie der Versetzungen und 
Eigenspannungen. Springer, Berlin, 1958, — [5] Allgemeine hontinuumsiheorie der. Ver- 
selzungen und Eigenspannungen. Arch. Hat. Mech. Anal, 4, £(1960). — [6] Die neuen 
Konzeplionen der Kontinuummechanik der festen Körper. Mehanika, Sb. sokr. perevodov, 
12, 6 (1961). — [7] Dislocations and continuum mechanics, Appl. Mech. Rev., 15, g (1962). 

KRÖNER, E., SEEGER, A, — [1] Nicht-lineare Elastizitülslheorie der Verselzungen und Eigenspan- 
nungen. Arch. Hat, Mech. AnaL, d, 2 (1959). 

KRUTKOV, Ju. A. — [1] Tenzor funkeii naprjazenij i obščie resenija v slatike leorii uprugosli. 
Akademkniga, Moscova, 1949. 

KuranEv, P. P.—[1] K roprosu o krucenii i izgibe slerznej noligonalnogo secenija, Prikl. Mat, 
Meh., 1, 1 (1937). 

KuwNIN, L A. — [1] Model uprugoi sredi s prostoi strukturoi s prostranstvennoi dispersiei. Prikl. 
Mat. Meh., 34, 3 (19606). 

HUPRADZE, V. D. — [1] Graniénge zadaci teorii kolebanij i integralnye uravnenija. Gostehizdat, 
Moscova, 1950. — [2] Melody teorii polenciala v teorii uprugosti. Fizmatgiz, Moscova, 1963. 
— [3] Dynamical problems in elasticily. Progress in solid mechanics. Vol. 3, North Holland, 
Amsterdam, 1963. 

KURDIN, N. 5. — [1] O koncentracii naprjazenij o uprugo-deformiruemyh sredah. Mehanika, 
5 (1965). 

TA D. 1. — [1] Teoria konecnyh deformacij. Gostehizdat, Moscova, 1947. 

LamE, G, — [1] Lecons sur la théorie mathématique de l'élasticité des corps solides. Mallet-Bache- 
lier, Paris, 1552. — [2] Lecons sur les coordonnées curvilignes et leurs diperses applications. 
Mallet-Bachelier, Paris, 1859. 

LANDAU, L: D., Lirim, E. M. — [1] Teorija uprugosti. Izd-vo Nauka, Moscova, 1965. 

LANGHAAR, H. L. — [1] General theory of buckling. Appl. Mech. Rev., 1313, 27 (1958). — [2] Energy 
methods in applied mechanics. J. Wiley, New York, 1962. 

LAURICELLA, G. — [1] Sull'equilibrio dei corpi elastici isotropi. Rend. Lincei, (5), 2, 1 (1893). 
— [3] Equitibrio di un corpo elastica indefinito limitalo da un piano. Il nuovo Cimento, 
(3), 36 (1894). — |3] Equilibrio dei corpi elastici isotropi. Ann. di Pisa, 7 (1895). — [4] 
Alcune applicazioni della teoria delle equazioni funzionali alla fisica matematica. 11 nuovo 
Cimento (5), 13 (1907). — [5] Sur l'intégration de l'équation relative à l'équilibre des pla- 
ques élastiques encasirees. Acta Mathematica, 32 (1909), 

LAYRENTIEYV, M. A. — [1] Variacionngj metod v kraevugh tadacah dlja sistem uravnenij ellipti- 
Ceskogo tipa. Akademkniga, Moscova, 1962. 

LAVRENTIEV, M. A. SABAT, B. V. — [1] Melody teorii funkeii kompleksnogo | peremennogo. 
Fizmalgiz, Moscova, 1953. , 

Lazan, B. — [1] Damping properties of materials and malerial composites: Appl. Mech. Rew., 
15, 2 (1962). 

LEnHNiCEL, S.G. — [1] Anizoropnye plastinki. Gostehizdat, Moscova, 1947. — [2] Teorija upru- 
gosli anizotropnogo tela. Gostehizdat, Moscova, 1950. 

LEJBENZON, L. 5. — [1] Kurs leorii uprugosti. Gostehizdal, Moscova, 1947. — [2] Sobranie 
lriudos, Akademkniga, Moscova, 1951. 

LEgimBFRIED, G. — [1] Gitleriheorie der mechanischen und thermischen Eigenschaften der Kristalle. 
Handbuch d. Physik, (2), 7, partea 1, Springer, Berlin, 1955. 

LroNov, M. JA, — [1] Nekotorye zadači i prilotenija tearii polenciala. Prikl. Mat. Meh., 4, 5—6 
(1940). — [2] Obs&aja zadaca o davienii krugovogo 3lampa na uprugoe poluprostransiuo. 
Prikl. Mat. Meh., 17, 1 (1953). 

Leonov, M. Ja, Cumar, K. L — [1] Davlenie pod itampom blizkim k krugovomu v plane. 
Prikladna Mehanika, 5, 2 (1959), 

LEONOY, M. IA., PosackKiJ, S. L., lvASGENKO, A. N. — [1] Rascel fundamenta, koadratnogo v 
plane. Nauén. zap. In-ta maţinovedenija i avtomatiki AN USSR, 4, (1956). 

LrowTovié, M. A. — [1] Vvedenie v termodinamiku. Gostehizdat, Moscova, 1952; 


8230 BIBLIOGRAFIE 


LERAY, J. — [1] Fonction de Green m-harmonique; flexion de la bande élastique, homogène, isotrope 
à bords libres. Appl. Theory of functions in continuum mechanics. Vol. 1, Nauka, Moscova, 
1965. 

LERAY, J. C. — [1] Le calcul des ponts-plaques. Applic. Theory of functions in continuum me- 
chanics. Vol. 1, Nauka, Moscova, 1965. 

Lévy, M. — [1] Mémoires sur la théorie des plagues élastiques planes. Journ. Math. pures appl,, 
(3), 3, 1877. — [2] Sur la légilimilé de la règle dile du trapéze dans l'étude de la resistance 
des barrages en maconnerie. C. R. Ac. Sci, 126 (1898). 

LEWIS, J. A., POLLAR, H. O. — [1] Pholtoelastic calculations by a complex variable method, 
Z. A.M.P., 12, 1 (1961). 

L' HERMITE, R. — [1] Résistance des matériaux. Dunod, Paris, 1954. 

LICHTENSTEIN, L. — [1] Neuere Entwicklung der Polentiallheorie. Konforme Abbildung. Encykl. 
d. Math. Wiss., 2, partea 3, fasc. 1, Teubner, Leipzig, 1918. — [2] Über die erste Rand- 
werlaufgabe der Elastizitütstheorie. Math. Zeitschrift, 20 (1924) ; 24 (1926), p. 640. 

Linaégv, V. A. — [1] Zamecanija k statje A. I. Kalandija {zgib uprugoj plastinki v vide ellip- 
ticeskogo kolca”. Prikl. Math. Meh., 19, 2 (1955). 

Lino Hune Sun — [1] On barialional methods in the problem of torsion for mulliply-connecled 
cross-sections. Acta Phys. Sinica, 9, 4 (1953). 

Lož, B. G., — [1] Analiz racionalnogo primenenija profilej prokatnoj stali. Izv. OTN, 1 (1956). 

LoMAKIN, V. A. — [1] O deformirovanii microneodnorodnyh uprugih tel. Prikl. Mat, Meh, 29, 
5 (1965). 

Love, A. E. H. — [1] A íreatise on the mathematical theory of elasticity. Cambridge, 1927. — [2] 
The stress produced in a semi-infinite solid by pressure of part of the boundary. Phil. Trans. 
Roy. Soc. London, A, 228, 1929. — [3] Boussinesg problem for a rigid cone. The Quart. 
Journ. of Math., Oxford series, 10, 39 (1939), 

Luniwskr, A. — [1] Generalization of the theory of elasticity lo porous bodies. Proc. Ind U.S. Nat, 
Congr. Appl. Mech., Pergamon Press, 1954, 

L.UBKIN, J. L. — [1] The torsion of elastic spheres in contact, Journ. Appl. Mech., 18, 2 (1951), 


LURIE, A. I. — [1] Opredelenie peremescenija po zadannomu tenzoru deformacij. Prikl. Mat, Meh., 
4, 1 (1940). — [2] Nekotorye kontakinye zadaéi teorii uprugosti. Prikl. Mat. Meh., 5, 3 
(1941). — [3] Raonoovesie uprugoj poloj sfery. Prikl. Mat. Meh., 17, 3 (1953). — [4] Fros- 
iranstvennye zadati teorii uprugosti. Gostehizdat, Moscova, 1955. — [5] O knige , Kru- 
čenie uprugih tel”, Mehanika, 2 (1965). 

LuziN, N. N. — [1] Teoria funkcij dejstvitelnogo peremennogo. Ucpedgiz, Moscova, 1948. 

LUzIN, N. N., Parvarov, IL IL — [i] Sur l'unicité et la multiplicilé des fonctions analyligues. 
Ann. Ec. Norm. Sup., 42 (1925). 

Manovikov, V. I. — [1] Pro nablijeni konformni vidobrajennia i ih zastosuvania v teorii prujnosti. 
Prikladna Mehanika, $, 7 (1957). — [2] Wablijeni sposobi konformnogo vidobrajennia 
doozoiaznih oblastei. Prikladna Mehanika, 5, 3 (1959). — [3] Priblitennyj sposob konform- 
nogo olobratenija mnogougolnyh oblastej i krucenie ster£nej formy prokatnyh profilei, Izv. 
vys5. učeb. zaved., Stroit. 1 Arhit., 2(1961). 

MaKAI, E. — [1] Bounds for the principal frequency of a membrane and ihe torsional rigidily of 
a beam. Acta Sci. Math. Szeged., 20 (1959). 

MANDJAVIDzE, G. F. — [1] Ob odnom singuljarnom integralnom uraonenii s razryonymi koeffi- 
cientami i ego primenenii v teorii uprugosti, Prikl. Mat. Meh., 15, 3 (1951). — [2] Singul- 
jarnye integralnye uraenenija kak apparat resenija smesannyh zadať ploskoj teorii uprugosti. 
Applic. Theory of functions in continuum mechanics, vol. 1, Nauka, Moscova, 1965. 

MANEA, V. — [1] Torsiuriea arborelui cu caneluri radiale exterioare. St. Cerc. Mec. Apl., 9, 4 (1958). 
— [2] Consideraţii asupra teoriei plăcilor plane elastice subțiri, St. Cerc. Mec. Apl., 14,4 
(1963). — [3] Construirea soluțiilor ecuaţiilor plăcilor plane elastice subțiri, din teoria 
fără ipoteza Love-Kirchho[f, prin metoda funcțiilor analitice. St. Cerc. Mec, Apl, 14, 5 
(1963). — [4 ]Caleulul plăcilor elastice cireulare subțiri tn teoria fără ipoteza Love- Kirchhoff. 
St. Cerc. Mec, Apl., 14, 6 (1963). — [5] E nelineinym uraenenijam dvizenija splo$noj defor- 
miruemoj sredy. Rev. Roum. Méc. Appl., 9, 1 (1964), — [6] On the theory of elastic plane pla- 
les of mean lhickness. Rev. Roum. Mée. Appl., 9, 6 (1964). — [7] Citeva probleme ale teo- 
riei plücilor plane elastice. Editura Academiei, Bucuresti, 1966. 

MANEA, Ve Pnocorovici, E. — [1] O extindere a rezolvării problemei forsiunii unei palete de iur- 
bină. St. Cerc. Mec. Apl., 10, 1(1959). 


BIBLIOGRAFIE 801 


Marie, C. G. — [1|] The Dirichlet problem: bounds al a point for the solulion and ils derivatives. 
Quart. Appl. Math., 8, 3 (1950). 

MancuERRE, K. — [1] Ansăâlze zur Lösung der Grundgleichungen der Elastizilülstheorie. ZAMM, 

Manus, J. -— [1] Testing machines. Handbook exper, stress anal (M. Helényi), dJ. Wiley, 
New York, 1950. 

Mamorre, K. — [1] Traité du mourement des eau, Paris, 1686. 

MankusEviC, ^. L — |1] Teorija analiticeshih funkeii, Gostehizdat, Moscova, 1950, 

Mantin, A. L — [1] On a formula for the torsivaal rigidity of thin-symmetrical sections, Journ. 
Math. Phys. 3, 7 (1957). 

Marnuumx, ©. — [1] Applicalion de l'algébre el de l'analyse linéaires à la stalique des plaques 
élustiques. Journ. de Mécanique, 1, 3 (1962). — [2] Hésolution des deux problèmes fonda- 
menlaux de l'élastoslalique plane quand le contour est analytique simple, Applie. Theory of 
functions in continuum mechanics, Nauka, Moscova, 1965. | 

MarTscHuixSKIL, M. — [1] Beweis des Saínt- Venanlsehen Prinzips. ZAMM, 39, 9— 11 (1959). 

MAXWELL, .J. €. — [1] On reciprocical figures, frames, and diagrams of forces. Trans. Roy. Soc. 
Edinburgh, 26, 13869— 70. 

McGnkEcon, C. W. — [1] Mechanical properlies of materials. Handbook exper. stress anal. (M. 
Helényi), J. Wiley, New York, 1950, 

MeNrEAL, R. H. — [1| The solution of elastic plate problems by electrical analogies. Journ. Appl. 
Mech., 1B, 1 (1951). 


Mknpovikov, ^. L — [1] Resenie ploskoj smesannoj zadaci leorii uprugosti metodom elektromode- 
liropanija funkcij naprjatenij. Trudy I mezvuzovskoj naucn.-Ltehn. konlerencii po električ. 
modelirovaniju zadac siroit. melh., sopr. mat. i Leorii upr, B.M., Novoécerkasski] Polit. 
Inst, 1960, 

MuSNAGER, A. — [1| Sur fe ealeul des pièces reetangulaires fléchies au moyen de la théorie de Ué- 
lasticité, Ann. Ponts et Chaussées, (8), 2 (1901), — [2] Détermination compléle, sur un 
modele réduit, des tensions qui se produisent dans un ouvrage. Utilisation de la double ré- 
fraclion aecidentelle du verre à l'étude des efforis intérieurs dans les solides. Ann. Ponts et 
Chaussées, (9). 18, £(1913). 

METELICYN, l. I. — [1] K voprosu ob uprugom udare. Ukr. Mat. Žurnal, 6, 2 (1954). 

Micutul, J. H. — [1| On the direct determination of slress in an elastic solid, with applications lo 
Ihe theory of plates. Proc. London Math. Soc., 31, 1900. 


Miri, S, G. — [1] 7ntegralnye uravnenija. Gostehizdat, Moscova, 1949. — [2] Prjamye me- 
ody v malemaliceskoj fizikė. Gostehizdat, Moscova, 1950. — [3] Problema minimuma 
kwadraliénogo funkeionala. Gostehizdat, Moscova, 1952. — [4] Variacionnye melody v 
malemuliceskoj fizike. Gostehizdat, Moscova, 1957. — [5] Mnogomernge singuljarnye 
inlegraly i iniegralnyge uravnenija. Fizmalgiz, Moscova, 1962. 

MikLOwiTZ, J. — [1] Recent debeloprenls. in elustie wave propagation, Appl. Mech, Rev., 13, 
12 (1960). — [2] Transient wave propagation in elastic rods and plates. Journ, Geophys. 
Hes, 68, 4 (1063), | 

MiLxE-TuoxsoN, L. M. — [1] Flezure. ''rans, Amer. Math, Soc. 99, 7, (1959). — [2] Plane elas- 
Lic systems. Springer, Berlin, 1960. — [3] Antiplane elastic systems. Springer, Berlin, 1962. 

MixprIN, R. D. — [1] Force at a point in the interior of a semi-infinite solid. Physics, 7, 5 (19:36). 
— |2] Note un the Galerkin and Papkoviteh stress functions. Bull. Amer. Math. Soc., 42 
(1936). — [3] Compliance of elastic bodies in contact. Journ. Appl. Mech., 16 (1949). — [4] 
Force al à point in the interior of a semi-inifinile solid. Proc. Ist Midwestern Conferenec 
Solid Mech., Illinois, Urbana, 1953. — [5|] Mechanics of granular media. Proc. IE U.S. 
Nat. Congr. Appl. Mech., Pergamon Press, 1954. — [6] Miero-stricture in linear elasti- 
cilg. Arch. Rat. Mech. Anal.. 16, / (1964). — [7] Complex representation of. displacements 
and stresses in plane sirein ith couple-stresses. Applic. Theory ol functions in continuum 
mechanics, Nauka, Moscova, 1965. 

MiNpLIN, R. D., Deresewrez, H. — [1] Elastie spheres in contact under varying oblique forces. 
Journ. Appl. Mech., 20, 3 (1953). 

MixpriN, R. D., Sarvaponi, M. G.— [1] Analogies. Handbook exper. stress anal. (M. Helényi), 
J. Wiley, New York, 195. 

MiNDLIN, R. D., TikBsTEN, H. F, — [1] Effects of couple-stresses in linear etasticitij. Arch. Rat. 
Mech. Anal, 11, 5 (1962). 


802 BIBLIOGRAFIE 


MIRANDA, C. — [1] Equazioni alle derivate parziali di tipa ellitlico, Springer, Berlin, 1955. 

Mises, R. von — [1] On Saint- Venanf's principle. Bull. Amer. Math. Soc., 51 (1945). 

Misitu, M. — [1] Echilibrul mediilor continue cu deformaţii mari. St. Cere. Mec. Metalurg., 4 
(1953). — [2] Über die Anwendung analytischer Funktionen auf dreidimensionale Probleme 
der Mechanik verformbarer Körper. Rev. Roum. Méc. Appl, 1, 2 (1956). — [3] On the sol- 
ving of the spatial problem of the theory of etasticily. A pplications lo the theory of plates. 
Rev. Roum. Mée. AppL, 2, 7 (1957). — [4] Despre problemele dinamice ale lui Boussi- 
nesq si Heriz, St. Cerc. Mec. Apl, 10, 2 (1959), — [5] Torsiunea dinamică a barelor elastice 
cu secțiune constantă. St. Cerc, Mec, Apl. 10, 2 (1959). — [6] Problema dinamică a torsiunii. 
St. Cere, Mee, Apl., 11, 72 (1960). — [7] Theory of wisco-elastieily wili couple-siresses 
and some reduction to two-dimensional problems (I, I1). Rev. Roum. Mec, Appl., 8, 6 (1963) ; 
9. 1(1964). — [8] On the mechanics of structura! media. Noneorrelaied fields. Rev. Hk oum. 
Sci. Techn., Méc. Appl, 19, 2 (1965). — [3] Mecanica mediilor deformabile. Ed, Acade- 
miei, Bucuresti, 19607, 

MITCHELL, T. D., WARREN; W. E. — [1| On the method af Milne- Thomson in plane elasticity. 
Journ. Appl. Mech., 29, s (1962). 

MivATAKE, C., Hinar H., MikAEN, T. Funn T. — [1] GCaleulations of torsional siress by 
Monte-Carlo method. Proc. IN Japan Nat. Congr. Appl. Mech., 1958. 

MoLYAEUN, J., BrEnAN, M. — [1] Statistica! properties of the stress and strain fields in a medium 
with small random variations in elastic coefficients. Journ. Math. Mech., 14, 3 (1965). 


MoRERA, G. — [1] Soluzione generale delle equazioni indefinite dell'equilibrio di un corpo con- 
tinuo. Rend. Lincei, (5), 1, 2 (1892). — |2] Appendice alla nola „Sulla soluzione più gene- 
rale. ..", Rend. Lincei, (5), 1, (1892). 

MoncENSTERN, D, — [1] Meathematisehe Begründung der Scheibentheorie ( Zweidimensionale Ilasti- 
zităistheorie), Arch, Rat. Mech, Anal., 3, 72 (19589). — [2] Herleitung der Plattentheorie aus 
der dreidimensionalen Elastizitülstheorie. Arch. Rat. Mech, Anal., 4, ? (1958). 


MossakovsKIJ, V, I. — [1] K veprosu ob ocenke peremescenij v prostranstoennyh kontakinyh zd- 
dacah, Prikl. Mat, Meh., 15, 5 (1951). — [2] Primenenie teoremg vzaimnosti k opredeleniju 
summarnyh sil i momentop v prostrantsrennyh kontakinyh zadacah. Prikl. Mat, Meh., 17, 
4(1953). — [3] Osnoonaja smesannaja zadaca teorii uprugosti dija poluprostranstea s kru- 
govoj liniej razdela granienyh uslovij. Prikl, Mat. Meh., 18, 2 (1954). — [4] Dealenie Stampa, 
blizkogo v plane k krugopomu, na uprugoe poluprostransioo, Prikl. Mat. Meh., 18, 6 (1954). 
— [5] Ò modelirovanii pervoj osnonnoj zadaci teorii uprugosti dlja mnogosnjaznyh oblaste]. 
Prikl. Mat, Meh.. 19, 2(1955). — [6] Dantenie krugosogo lampa na uprugoe polupros- 
transive, modu! uprugosii kolorogo jasljaelsja slepennaj funkciej glubiny, Prikl. Mat, Meh., 
22, 1(1958). — [7] Szatie uprugih tel v uslovijah sceplenija (osesimmetriényj slučaj). 
Prikl. Mat, Meh., 27, 3(1963). — [8] Hesenie nekotoryh smesannh zadaéc teorii uprugosti 
i leorii polenciala dlja poluprostranstea soedeniem k vspormogalelnym ploskim zadacam. 
2 Wsesoiuzny] sjezd po mehanike, Annotacii dokladov, Moscova, 1964. 

MossAKOvsKIJ, V, L, ForrEVA, N. N. — [I] Vdablipranie simmetric&nogo stampa v upruguju 
poluploskos! pri naliéii sceplenija na linii koniakta. Mehanika, 6 (1963). 

MossaAKOVSKl1J, V. L, GugENKO, V. S. — [1] Nopi melodi rozuiazannia zadaci pra tisk krugovogo 
Stampa na prupjnii pieprostir. Prikladna Mehanica, 7. 7 (1961). 

MossaAKOWSKA, Z. — [1] Funkeii naprjazenij dlja uprugih tel s irjohosnoj  ortolropiej. Archiwum 
Mech. Stos., 7, 7 (1955). 

MassAKOVSKII, V. L, Oxi&CkNKO, V. L, HvacEsv, V. L.— [i] Pro rastosuvannija funkeii Grina do roz- 
viazanrmija misanoi zadaci teorii pruZnostt dlja pivprostoru, Prikladna Mehanika, 19,5 (1904). 

Muxr, R. — [1| On he Sneddon's method by Hankel transforms for the three-dimensional problein 
of elasticity theory. Proc. Vih Japan Nat. Congr. Appl. Mech., 1955. — [2] Asymmetric 
problems of the theory of elasticity for a semi-infinile solid and a thick plate, Progress in solid 
mechanics, vol. 1, North Holland, Amsterdam, 1960. 


MÜLLER, C. H., TrwrEg, A. — [1] Die Grundgleichungen der mathematischen Elastizitatstheorie. 
Encykl. Math. Wiss., 4, parlea 4, Teubner, Leipzig, 1907— 1914. 

Murna, T., RiMaw, W., LEE, S. L. — [1] Extended theorems of limit analysis. Quart. Appl. 
Math., 23, 2 (1965). 


BIBLIOGRAFIE 803 


MURNAGHAN, Fe D. — [1] Finite deformations of an elastie solid. Amer. Journ. Math., 59 (1937). 
— [2] Finite deformalions of an elastic solid. J. Wiley, New York, 1951. 

MuschnAvE, M. — [1] Eiestie waves in anisotropic media. Progress in solid mechanics, vol 2, 
North Holland, Amsterdam, 19061. 

MusHELISVILI, N, L — [H] Application des intégrales analogues à celles de Cauchy à quelques 
problemes de la physique mathématique. Ed. Univ. Tiflis, 1922. — [2] Recherches sur des 
problèmes aux limiles relatifs à Pléguation biharmonique et aux équalions de l'élasticilé 
ù deux dimensions. Malh. Ann., 107 (1932). — [3] 5inguliarnye integralnge uravnenija. 
Fizmatgiz, Moscova, 1962. — [4] Applications of the theory of functions of a complex 
variable to the theory of elasticilg. Applic. theory of functions in continuum mechanics, 
vol. 1, Nauka, Moscovo, 1965. — [5] JWekotorye osnounye zadaéi matemaliceskoj leorii 
uprugosti. Akademkniga, Moscova, 1960. 

Muran, H. M. — [1] Gb adnom sposebe polucenija nekotoryh rezullatov refenij zadaé Sen- Verna 
o krücenii i o poperecnom idzgibe prizmaliceskih tel. Prikl. Mat, Meh., 1, 4 (1938). — [2] 
Teoria izgiba piit srednei toliciuy. izv. OTN, Meh: Maš., 2 (1958). 

NADAR A.— [1] Theory of flow and fracture of solids. McGraw-Hill, New York, 1950. 

NaAcHblI, P. M. — [1] Gn Saini- Venant's principle : elastic shells and plates. Journ. Appl. Mech., 
24, 3(1960). — [2] Foundulions of elastic shell Iheorg. Progress in solid mechanics, vol. 1, 
xortih Holland, Amsterdam, 1903. 

NacHnr, P. M., Hsu, C. S. — [1] On a representation of displacements in linear elasticily in 
terms of three stress functions. Journ. Math. Mech., 10, 2 (1961). 

NAIMAN, M. L — |1] Poperecnij izgib cilindra s soosnoj mnogogrannoj polosiju. Rastety na proč- 
nost 4, MaSgiz, 1959. 

AXMAIMAUK, B. M. — [1] O nekotoryh funkeionalnyh melodah v linejnoj idealnoj teorii uprugosti. 
Trudy In-ta fiziki Zemli AN SSSH, 71 (1960). 

MAKAZAWA, H. — [1] Electrical analogies wiih resistive paper for the lorsion problem of bars. 
Proc. Vith Japan Nat. Congr. Appl. Mech., 1956. 

NAKAZAWA, H., YATSUKA, T. — [1] On the lorsion of the bar with drill section. Proc. Xth Japan 
Nat. Congr. Appl. Mech., 1960. 


NMAnASIMHAMURTHY, P. — [1] Torsion of muliply connected sections, Journ. Indian Inst. Seci., 
B 96, £ (1954). 

NARBODECEII, M. Z. — [1] Opredelenie naprjadenij v krugovam kolee pod dejstuiem sosredotocennylh 
sil. Izv. OTN, 1(1948). 

Naumov, L. G.. SrEPANOV, G, Jv. — [1] Primenenie reteta elektriceskogo modelirovanija k 
reseniju zadati krücenija cilindriceskih sterznej. Dokl. 4-oi mejvuzovsk. konf. po prime- 
neniju fiziceskogo i matematiceskogo modelirovanija v razliényh otrasljah tehniki, Sb. 
I, Moscova, 1962. 


NavIER, L. — [1] Mémoire sur les lois d'équilibre el du mouvement des corps solides élastiques. 
Bull Soc. Philomathique, Paris, 1823. 
NEDELCU, M. — [1] Une application de la dérivée spatiale auz équations de l'élasticilé dans l'espace. 


Rev, Roum. Math, pures appl., 9, 3— 4 (1960). 

NEHARI, Z. — [1] Conformal mapping. McGraw-Hill, New York, 1952. 

NEIDHARDT, G. L., STrERNBEnG, E. — [1] On ihe transmission of a conecentraled load inlo ihe 
interior of an elastie body. Journ. Appl. Mech., 22, 4 (1950). 

NEMÉNYI, P, — [1] Lósung des Torsionproblems [für Stübe mil mehrfach zusammenhüngendem 
Querschnitl. ZAMM, 1(1921). — [2] Recent developmenis in inverse and semi-inverse me- 
lhods in the mechanics of continua, Advances in applied mechanics, vol. 2, Me Graw Hill, 
Mew York, 1951. 

Neuser, H. — [1] Ein neuer Ansatz zur Lösung räumlicher Probleme der Elastizitütslheorie. Der 
Hohlkegel unter Einzelast als Beispiel. ZAMM, 14, 4 (1934). — [2] Kerbspannungslehre. 
Springer, Berlin, 1958. 

NEUMANN, F. — [1] Die Gesetze der Doppelbrechung des Lichis in comprimierten oder ungleich- 
fórmig erwürmten unkristallinischen Körpern, Abhandl. kónigl. Akad, d. Wiss., Berlin, 2, 
1841. 

NICOLAU, E. — [1] Contributii la utilizarea analogiei cu membrana În cercetarea tensiunilor la 
torsiune, SL. Cerc, Mec. Apl., 7, 2 (1956). — |2] Torsiunea barelor cilindrice cu fisură diad- 
metratà de adineime variabilă, studiată cu ajutorul analogiei cu membrana. St. Cere, Mec. 
Apl, 13, 5 (1962). 


804 BIBLIOGRAFIE 


NMiconrscu, M. — [1] Recherches sur les fonctions poluharmoniques, Ann. Sci. Ecole Norm. Sup., 
(3), 82 (1935). 

NICOLESCU, M., DüNCULEANUv, N, Mancus, 5. — [1] Manual de analiză malemalied. Edit. di- 
dactică si pedagogică, Bucureşti, 1962—1964. 

NMiGur, U. K, — [1] O primenenii simmoliceskogo metoda A.I. Lurje k analizu  naprjasennih 
sosloianij i doumernyh teorij uprugih sislem, Prikl. Mat. Meh., 27, 3 (1963). 

NIKOLSKI, E. N. — [1] Algoritm Svarea o zadace teorii uprugosti o naprjaženijah. Dokl AN SSSH, 
135, 3 (1960). 

MisiDA, M., Hoxpo, M. — [1] New photoelaslic procedures for solping lorsion problems. Proc. 
VIlth Japan Nat. Congr, Appl Mech., 1937, 

NICECKII, L. V. — [1] Elektromodeliropanie trjohimerngh kontakinyh zadac teorii uprugosti. Trudy 
I mezvuzovskoj nauéno-tehn. konf. po elektric. modelirovaniju zadaé stroit. meli., 
soprot, mat. i teorii uprugosti. B.M.. Novocerkasskij Polit. Inst., 1960. 

No, W. — [1] On ihe continuilg of the solid and fluid states, Journ. Rat. Mech, Anal, 4, 1 (1955). 
— [2] Die Herleitung der Urundygleichungen der Theorie der hontinua aus der stalistischen 
Mechanik. Journ. Hat. Mech, AnaL, 4, 5 (1955). — [3] A mathematical theory of the me- 
chanical behaviour of continuous media. Arch. Hat. Mech, AnaL, 2, 2(1958). — [4] La 
mécanique classique, basée sur un axiome d'objectivilé, În La méthode axiomalique dans les 
mécaniques classiques el nouvelles, Gauthier-Villars, Paris, 1963. 

NaovoZiLov, V. V. — [1] Osnovy nelinejnoj leorii uprugosti. Gostehizdat, Moscova, 1948. — [2] 
() centre izgiba. Prikl. Mat. Meh., 21, 2 (1957). — [3] Teorija uprugaosti. Sudpromgiz, Mos- 
cova, 1958, — [4] Teorija lonkih obolocek. Sudpromziz, Moscova, 1962. 

NovoZiLov, V. Vo SLEPIAN, L. IL. — [1] O principe Sen-Venana v dinamike sterZnej. Prikl. 
Mat. Meh., 29, 2,(1965). 

Nowackra, W. — [1] Dinamika seoruZenij. Strojizdat, Moscova, 1963. 

MowiNSKIJ, J. — [1] Skrecanie prela prostopadlosciennego, klorego jeden przekroj pozustaje ploski. 
Archiwum Mech. Stos., 5, 7 (1953), — [2] Theory of lhin-wealled bars; Appl. Mech. Rev., 
12, 4 (1959). 

INowrNskKi, Ja TURSKI, $. — [1| Z teorii sprezgstosei cial izolropowgch niejednorodnych. Archi- 
wum Mech. SLos., 5, 1(1953). 

Nye J. F. — [1] Physica! properties of crystals. Oxford, 1957. 

OngoLaSviLn E, IL — [1] Effektivnoe resenie nekoloryh prosiransivennyh zadać leorii ttprugcsti. 
Rev. Roum. Math. pures appl., 11, £ (1966). 

Oveu, F., TADIEAKHSH, L — [1|] Uniqueness in the linear theory of viscoelasticity. Arch. Hat. 
Mech. Anal, 18, 4 (1965). 

Opovisr, F. K. G. — [1] Über die HRandmwertaufgaben der Hidrodgnamik züher Flüssigkeiten. 
Math. Zeitschrift, 32 (1930). 

OcimArov, P. M. — [1] Jzgib, ustojeivost i  kelebanija plastinok. Edit. Univ, Moscova, 1058. 

Oiszak, W. — [1] Vogolnienie analogii membronowe] do zagadnién ukladăw | anizolropowgch. 
Archiwum Mech. Stos., 3, 71 (1953). [21 Non-homogenitg in elasticilu and plasticity. 
(R2d.) Pergamon Press, 19589. 

Orszgax, W., PERZYNA, £a Mnoz, P. — [1] So»srememnoe sostojanie leorii plastičnosti. Mir, 
Moscova, 1964. 

OnszAKk, W., HwcuLEwskxki,.J.—[1] On pinne states of equilibrium in non-homogeneous elüstic 
and plastic media, Apple Theory of functions in continuum mechanics, Wol 1, 
Nauka, Moscova, 1965. 

Onuitckscu, O. —[1] Variationsprinzipten, welche die inneren Verbindungen eines kontinuierlichen 
Mediums definieren. Revue Houm. Mécanique Appliquée, E. 2 (1956). 

OnLov, A. V., PiNEGHIN, S, V. — [1| Eaperimentalnoe issledocanie mikroperemescenij o rojone 
kontakta uprugih tel i procnost poserhnostnogo sloja. lav, OTN, Mehl, Maë., 6 (19607. 
Osavon, W. F. — ]1] Allgemeine Theorie der analylischen Funktionen, Encykl Math. Wiss., 2, 
partea 2, Teubner, Leipzig, 1901—1921. — [2] Lehrbueh der Funktionentlieorie. Teubner, 

Leipzig, 1912. 

OsaooD, W. F, Tavroa, E. H. — [1] Conformal transformations on the boundary of iheir re- 
gions of definition. Trans. Amer, Math. Soc., 14 (1913). 

PACELLI, M. — (1| Contatto con aitrito tra due corpi elastici di forma qualunque; compressione e 
lorsione, Ann, di Pisa, (3), 10, 35—4(1956). — [2] Compressione e torsione di due corpi 
elastici a contallo, Rend. Lincei, (8), 21, 5 (1956). 


BIBLIOGRAFIE 805 


PaLmoYv, V. A. — |1] Koncentracija naprjazenij okolo Serohovatoj granicy uprugogo lela. Izw. 
OTN, Meh. Maš., 3(1963) — |2] Naprjatennoe sostojanie vblizi serohovalaj poverhnosti 
uprugogo tela. Prikl. Mat. Meh., 27, à (1963). — [3] Zarisimosl Koncentracii naprjazenij 
ol kacesipa obrabolki poverhnosti delalej. lav. OTN, Meh. Maš., 5 (1963). — [4] Osnobnge 
nraenenija deorii nesimunelricno] uprugosti, Prikl. Mat. Meh., 26, 3 (1964). — [5] Napr- 
jazennue sostojanie v slučajno neodnorodnom tele. 2 Vsesojuznyi sjezd po mehanike, 
Annol., dokladov, Moscova, 1964. — [6] Ploskaja zadaca nesimmetricnog leorii uprugaosti, 
Prikl. Mat. Meh., 28, 6 (1964). 

PANASIUK, V. V. — [1] Hozrilok iriscini, iaka e plani mae formu elipsa, Prikladna Mehanika, 

l 6, 4 (1960) — [2] Pro odnu prostorosu zadaéu teorii prujnosii dlja izolropnogo tila z 
elltptiénoiu IriScinoiu, Prikladna Mehanika, 8, 3 (1962). — |3] O razrusenii hrupkih lel pri 
ploskom naprjazennom sostojanit. Prikladnaja Mehanika, 1, 9 (1965). 

Paxovko, JA. Ca, GuBANOVA, L L — [1] Ustojéteost i kolebanija uprugih sister. Izd-vo Nauka, 
Moscova, 1964. 

ParkoviC, P. F. — [I| Solution générale des équations dif[érentielles fondamentales de élasticité, 
exprimée par lrois fonelions harmoniques. C.H. Ac. Sei, 195(1932) — |2] Expressions 
générales des composantes des lensions, ne renfermant comme fonctions arbilraires que des 
fonctions harmonigues, C.R. Ac. Sci, 195 (1932). — [3] Obzor nekoloryh obSCih resenij 
osnoengh differencialngh  uraenenij pokoja izofropnogo uprugogo tela, Prikl. Mat, Meh., 
1, 7(1937), — [4] Teorija uprugosti. Oborongiz, Moscova, 1939. 

PATER, A. D. de — [1] On ihe reciprocal pressure belween lwo elastice bodies. Rolling contact 
phenomena, North Holland, Amsterdam, 1963. 

PavNE, L. E. — [1] On axially symmetric punch, crack and torsion problems. Journ. Soc. industr. 
aud appl. math., 1, 1 (1955). — [2] Upper and lower bounds far the center of fiexure. Journ. 
Res, Nat, Bur, Standards, B. 64, 2 (1960). 

PAYNE, Le En WEINBERGER, H. F. — [1] New bounds in harmonic and biharmonie problems. 
Journ. Math. Phys., 33, 4(1955). — [2] Bounds for solutions of second order elliptic 
equations in terms of arbitrarg vector fields. Arch. Rat. Mech. AnaL, 20, 2 (1905). 

PEAnsoN, C. E. — [1] Remarks on the cenire of shear, ZAMM, 36, 2 —d (1956), — [2] Theoreticul 
elasticity. Cambridge (Mass.), 1959. 

PELEH, B. L. — [1] A opredeleniju koefficientop konceniracii pri izgibe plit s olverstijami. Pri- 
kladnaja mehanika, 7 (1965). 

PEREHYATOY, V. EK, — [1| K rascetu naprjatenij e balkah-stenkah metodom N.I. Mushelispili 
pri pomoiéi elektromodeliropanija konformnogo preobrazovanija. Trudy 1 mezvuzowsk. 
konf. po električ. modelirovaniju zadaé stroit. meh, sopr. mat. i teorii uprugosti, B.M., 
NMoveocerkasskij Polit. Inst., 1960. 

Penala, P. |. — [1] Ob odnom metode resenija osnoengh prostranstuenngh zadat leorii potenciala 
i leorii uprugosti dlja oblasiej, ogranicennyh deumja ramknulymi poserhnos!jumi. Inž. 
Zurn., 4, 7 (1964). 

PETROYSEII, |, G. — [1] Lekeii ob uraenenijah s casinymi proizeodngmi. Gostehizdat, Moscova, 
1853. 

PFEIFFER, F. — [1| Hlastokinetik. Handbuch d. Physik, (1), 6, Springer, Berlin, 1928. 

PIPKIN, A. C., HuvriN, R, S. — [i] The formulation of constitutive equations in continuum phy- 
sies (1). Arch. Rat. Mech. Anal, 4, 2 (1959), 

Pinvu, A. — [1] Problema plană a elasticitàfii pentru o coroană circulară in cazul celei de a doua 
probleme fundamentale la limită. St. Cerc. Mec. Ap, 7, 2 (1956). 

PISACANE, V. Le MALVERN, L. E, — [1] Application of numerical mapping lo the MI uskhelishoili 
method in plane elastieily. Journ. Appl. Mech., 30, 3 (1963). 

Pivovanov, A, M. — [1]. AKonceniracija  kasatelngh  naprjazenij pri krucenii  prizmaliceskih 
sierinej, Prikl. Mat. Meh., 17, 2 (1953). 

PLANE, ML. — [1] Thermodynamik. De Gruyter, Berlin, 1930. 

PLATRIER, C. — [1] Mécanique rationnelle. Dunod, Paris, 1954— 1955. 

PLEMELI, J. — [1] Uher lineare. Randwertaufgaben der Polentialtheorie. Monalshefte f, Math. 
u. Physik.. 1541904). — [2] Ein Ergünzungssatz zur Cauchuschen  Integraldarstellung 
analytiseher Funktionen, Rarndiverte betreffend, Monatshefte f, Math, u. Physik, 19 (1908). 

PocunawwER, L. — [1] Beitrag zur Theorie der Biegung des Kreiseglinders, Journ. f. reine u. 
angew. Math.. $1(1876), — [2] Über die Fortpflanzungsgeschwindigkeilen kleiner Schiwin- 
ceres in einem: unvegrenizten isalrapen Kreiscilinder. Journ. f. reine u, angew. Math., 
81 (1876). 


806 BIBLIOGHAFIE 


PorwcARÉ, H. — [1] Lecons sur la théorie de l'élasticité. G. Carré, Paris, 1802. 

Porn, B. van der, BREMMER, H. — [1] Operational ealeilus based on the lwo-sided Laplace integral. 
Cambridge, 1950, 

PoLnoZrj, G. N. — [1] Variacionno-opologiceskie leoremy kraevyh zadaé learii krucenija valov 
peremennogo secenija. Melod sohranenija oblasti i mazoraninyh oblastej. Izv. AN SSSR, 
serija mat., 19, 2(1955). — [2] Pro deiaki leoremi poribniannia kraiovih zadac krucennia 
prizmatiénih sterjniv. Prikladna Mehanika, 1, 4 (1035). — [3] Pro odin metod rozeviazannia 
zudaé cginu prizmaticnih slerjniv. Prikladna Mehanika, 2, 3(1956) — [4] ObobScenie 
leorii analiticeskih funkcii kompleksnogo peremennogo. Izd.-vo Univ, Kiev, 1965. 

Posin M.l.—[1] Proekeionnge melody o prikladnoj matematike, Dokl. AN SSSH, 153, 4 (1962), 
— [3] Proekcionnge melody resenija lineinyh zadac (rezumat), Uspehi Mat, Nauk., 18, 2 
(1963), p. 179. 

Porta, Gi — [1] Torsional rigidity, principal frequency, electrostatic capacilu, and symunelriza- 
lion. Quart. Appl Mathi., 6, 3(1948). 

Porya, G., SzEaO0, G. — [1|] Jsoperüimetric inequalities in mathematical physics. Princeton, 
1951. 

Porva, G., WEINSTEIN, A, — [1] On the lorsional rigidity of mulliplg connected cross-sections, 
Ann. of Math. 52, 2 (19030), 

PourEiU, D. — [1] Sur une classe de fonclions d'une variable complexe. Rend. Palermo, 383 (1012). 
— [3] Sur une classe de fonctions d'une variable complexe et sur certaines équations inig- 
grales: Rend, Palermo, do (1913). 

Porov, E. P. — [1] Nelineinge zadaéci staliki lonkih sterinej. Gostehizdat, Moscova, 1948. 

Porov, G. la, — [1] Ob odnom sposobe resenija osesimmelricngh kontaktngh zadac leorii uprugosti. 
Prikl. Mat. Meh., 25, /(1961). — [2] AKontaktnaja zadaéca teorii uprugosti pri naliéii 
krugopoj oblasti kontakla. Prikl. Mat. Meh., 26, 7 (1962). 

Porov, G. Jan BosrowvcEv, N. A. — [1] Kontakinge (smesannge) zadaci teorii uprugosti. Trudy 
2 sjezda po mehanike, vol. 3, Izd-vo Nauka, Moscova, 1966. 

Ponirskv, H. — |1] Siresses and defleclions of cylindrical bodies in conlaeb with applicaliun to 
contact of gears and of locomotive wheels. Journ. Appl. Mech., 17, £ (1850), — [2] Stress 
fields of axially simmelric shafts in torsion and related fields, Proc, Symp. Appl. Math., 
3 (1950). 

Posisrkv, H., DanronTu, C. E. — |1] On the torsion problem. Proc. ITI U.S. Dat. Congr. Appl. 
Mech., Pergamon Press, 1958. 

PoRrrSRY, H., JERRARD, B, P. — |1] Calculus of elastie displacements from photoelastic eurpes. 
Journ. Appl. Mech., 20, 3 (1953). 

PRAGER, W, — [1] The theory of plasticity: a survey of recent achievements, Proc, Inst. Mech. Eng., 
169, 27 (1955). — [2] Einführung in die Kontiniumsmechanik. Birkhüuser Verlag, Basel, 
1961. 

PmHAGER; Wa HoDGE, Pu. G. — [1] Theory of perfeethy plastic solids. J. Wiley, Mew York, 19251. 

PRAGER, W., SYNGE, J. L-e — [1] Appreximalions in elasticily based omn (he concept of function 
space, Quart. Appl, Math., 5, 3 (1948). 

PunawmrL, L: — [1|] Zar Torsion von prismatisehen Sfüben, Phys, Zeilschrifl, 4 (1903). — [2] 
Bine neue Darstellung der Torsionsspannungen bei prismitischen Siüben pon beliebige 
Querschnill. Jahresberiehte d. deutschen Malh, Verein., 13 (1904), 

PREDELEANU, M. — [1] On spatial contact problem in Ine linear creep Lieorg. Bull. Malh, Soe. Sei. 
Mat, Phys. RPH, 6, 3— 4 (1962). 

PmcoGiz, J, — [1] Etude Ihermodgnamigque des phénoménes irrépersibles. Dunod, Paris, 1947. 

PnivALOov, L |. — |1] Graniénge svojstva odnoznaéngh analiticeskih funkcij. Goslehizdal, Mos- 
cova, 1050. — [2] Vredenie n teoriju funkeij kompleksnogo peremennugqu, Gostehigdat, 
Moscova, 1054. 

Puokorov, V. K. — [i] K zadace o stesnennam krircenii prizmalicesiih sterZnej. àaucnua-inTorm. 
bjull. Leningr. Polit. In-ta, $ (1959). — [2] Primenemnie simesoliceskogo metoda k Dinei 
urabnenij leorii plit, Prikl. Mat. Meh 29, 5 (1962). 

Punov, G. E. — |I] Elektriceskoe modelirovanie sterznenyh i fonkostenngh konstrukcij. Izd-vo 
AN USSR, Kiev, 1950, 

OuiNLAN, P. M. — [1] The lorsion of an irregular polygon. Proc, Roy. Soc., (A), 282 (1261). 


BIBLIOGRAFIE 807 


fimixoviC, L M. — [1] Sferznevge sistemy minimalnogo pesa, Trudy 2 sjezda po mehanike, vol. 
4, Nauka, Moscova, 1966. 

BRamsiovio, L 5. — [1] K reseniju zadať o konlakte cilindrov s parallelnymi osjami. Izv. OTN, 
10 (1958). — [2] Kontaktnoe sfalie douh uprugih konusov. Mehanika, 1 (1965). 

RaABoTNOv, Ju. N. — [1] Plastinki i oboločki. Mehanika v 555A za 30 let, Gostehizdat, Moscova, 
1950. — [2] Soprotivlenie materialov, Fizmatgiz, Moscova, 1962. 

RADOR, J.H.M. — [1] On the solution of problems of dynamic plane elasticity. Quart. Appl. Math., 
14, 3(1950). — [2] Ploskie zadati linejnoj teorii vjazkouprugosti. Sb. „Problemy mehaniki 
sploSnoj sredy", Akademkniga, Moscova, 1961, — [3] Complet variable and direct varin- 
tional methods. Applic. Theory of functions in continuum mechanics, vol. 1, Nauka, Moscova, 
1962. 

havrxiGH, Lord (J. W. Strutt) — [1] Theory of sound. Mac-Millan, London, 1894—1896. 

REINER, M. — [1] Rheology. Handbuch d. Physik, (2), 6, Springer, 1958. 

Rerss, E. L., LockE, S. — [1] On the theory of plane stress. Quart. Appl. Math., 19, 3 (1961). 

Hessen, E. — [1] On ihe theory of bending of elastic plates. Journ. Math. Phys., 23 (1944). 
— [2] The ejfeci of transverse shear deformation on the bending of elastic plales. Journ. Appl. 
Mech., 12 (1945). — [3] On bending of elastic plates. Quart. Appl. Math., 5, 2 (1947). — [4] 
On a variational theorem in elasticity. Journ. Math, Phys., 29, 2 (1950). — [5] On non-uni- 
form torsion of cylindrical! rods. Journ. Math. Phys., 31, 3 (1952), — [6] On torsion with 
pariable list, Österr. Ingenieur-Archiv, 9, 2—3 (1955). — [7] Note on torsion with variable 
twist. Journ. Appl. Mech., 23, 2 (1956). — [8] On variational principles in elasticity. Proc. 


Symp. Appl. Math. 14$ (1958) — [9] O nekoloryh variacionnyh — teoremah teorii 
uprugosti. Sb. „Problemy mehaniki splo$noj sredy", Akademkniga, Moscova, 1961. 

REISNER; E., SaAcGoGCL, H. F. — [1| Forced torsional oscillations of an elastic half-space. 
Journ. Appl. Phys., 15 (1944). 

Herman, M.L, Saerao, G.S, — [1] Teorija optimalnogo proektironanija v siroitelno] mehanike, 
teorii uprugosii i plastiénosti. Itogi Nauki, V-LN.LT.I.. Moscova, 1960. 

HEvNoLps, R.R. — [i] The Dirichlel problem for multiply-connected domains., Journ. Math. 


Phys., 30, 1 (1951). 

Rising, M. — [1] Sur la flexion des pièces épaisses: C.R. Ac. Sci, 126 (1858). — [2] Sur la 
resistance des massifs épais. G.R. Ac, Sci, 126 (1898). 

RIEKERT, P. — |1] Tafeln der Elastizitàiskonstanien und Festigkeitszahlen. Handbuch d, Physik, 
(1), 6, Springer, Berlin, 1928. 

Riesz, M. — [1] Iniégrales de Riemann-Liousille el polentiels. Acla Sci. Math. Szeged., 9 (1933). 

Ravi, H. S. — [1] Some fopies in finile elastieily. Structural mechanics, Pergamon Press, 
1960. — [2] The formulation of constitutive equations in continuum physies, Arch, Hal. 
Mech. Anal, 4, 3(1960). 

HokvA, J. P. — [1] Ob approksimucii resenij integralngh uraenenij ploskoj teorij uprugosti. 
Soobăcenija AN Gruz. SSH, 35, 7 (1964). 

Romanas, B. L. — [1] A&ontaktinaja zadaca o szatii uprugih cilindrov, napraeljajuséie koloryh 
imejui prjamolinejnye ucastki, Izv. OTN, Meh. Maš., 2(1962). — |2] Nekotorye slucai 
ploskoj konfaktinoj zudaci. Sb. „„Rastety na pratnosi”, 10, Moscova, 1964. 

HowGvED, L. — [1] Force al a point in the inlerior of a semi-infiniie solid with fixed boundary. 
Journ, Appl. Mech, 22, £(1955). 

BRaosrxrrELD, B. L., MikLowirz, J.=- [1] Wave fronts ín elastie rods and plates, Proc. IVth 
U.S: Nat, Congr. Appl. Mech., Pergamon Press, New York, 1902. — [2] Etastic wave 
propagation in rods of arbilrary cross-section. Journ. Appl. Mech. 32, 2 (1965). 

BRosrovcEv, IN, A. — [I] K redeniju ploskoj konlaktnoj zedaéci. Prikl Mat. Meh., 17, J (1933). 
— |2] hompleksiye funkeii naprja£enija v osesimmetritnoj kontaktnoi zadace leorii upru- 
gasti, Prikl. Mat. Meb., 17, 5 (1953). — [3|] K zadace o krucenii uprugogao paluprostranstua. 
Prikl Mat. Meh., 139, 7 (18523, — [4] Jcomp/eksnge potencial b zadace o stampe, kruglom 
e plane. Priki, Mat. Meh., 21, 7 (1957). — [5] Zamecanija k rabote ,, Nekotorye kontaktnye 
zadaci teorii uprugosti i drobnoe differenciroranie". Prikl. Mat, Mel, 23, 4 (1959), — [6] 
Q nekoloryh resenijah integralnogo uraonenija teorii lineino deformiruemogo osnopaniJa, 
Prikl, Mat. Meh., 28, 1 (1964). — [7] E teorii uprugosti neodnorodnuj sredg. Prikl. Mat. 
Meh, 28, 4 (1904). 

How, M. — [1| Asiécanique des milieux continus ei deformables, Gauthier-Villars, Paris, 1950. — 
[2] Thermodgnamigue mücruscopique. Dunod, Paris, 1964. 


808 BIBLIOGRAFIE 


HuvnpaAkov, Z. Z. — |1] O perekatypvanii uprugih tel pri postojannom i peremennom koefficiente 
trenija v uslonijah prostransteennoj zadaci leorii uprugosti. Izv. OTN, Meh. Maă,, 3 (1960), 

RÜpickmR, D. — |1] Bine Verallgemeinerung des Prinzips vom Minimum der potentiellen Energie 
elasiischer Körper, Ingenieur Archiv, 27 (1960). — [2] Eine Veraligemeinerung des Prinzips 
vom Minimum der polenliellen Energie zweidimensionaler elastiseher. honlinua. Ingenieur 
Archiv, 29, 2 (1960). 

Rusurox, K. R. — [1] Electrical analogue solutions of elastic-plastie torsion for shafts containing 
siruelural discontintílies. Journ. Mech. Phys. Solids, 11, 4 (1963). 

Rvačev, V. L. [1] Darlenie na uprugoe polmprosiransipo Hampa imejuščego v plane formu 
polosy. Prikl. Mat. Mch., 20. 2 (1956). — [2] K rascelu beskonecnoj balki, lefaséei na upru- 
goe poluprostranslvo. Prikl. Mat. Meh., 20, 5 (1956). — [3] © zadaée o dablenii na uprugoe 
poluprostranstpo Stampa s ploskim osnovaniem, Prikl. Mat. Meh, 21, 3 (1957). — [4| 
O davlenii na uprugoe poluprosiransivo Slampa, imejusécego o plane formu klina. Prikl. 
Mat. Meh., 23, 7 (1950). — [5] O dablenii pod beskoneénoj balkoj, lexa&ce] na uprugoe 
poluprosiransipo, Prikl. Mal. Meh.. 29, ? (1959). 

HByE£ik, L M., G&ADATEIN, L. S.— [1] Tabliiey inlegraloe, summ, rjados i proizredenij. 
Gostehizdat, Moscova, 1951. 

SAINT-VENANT, B, de — |i] Mémoire sur la lorsion des prismes, avec des considéralions sur 
leur fiexion. Mem. prés. par div. savanis étrangers à l'Acad. des Sei., I4 (1855). — 12] 
Mémoire sur la flexion des prismes. Journ. Math. pures appl., (2), 1 (1856). — [3] Sur 
une formule donnanl approximativement le moment de torsion. C, 1, Ac. Sci, 88 (1379). 
— [4] Memuar o krucenii prizm. Memuar ob izgibe prizm. Fizmatizdnt, Moscova, 1961. 

SALGANIK, R. L. — [1] Ob ocenke osSibki, soversennoj pri perehode ot ločnyh uravrenij teorii upru- 
gosti k uraunenijam ploskogo naprjadennogo sostojanija. Prikl. Mat, Meh., 28, 4 (1964). 

SANDRU, N. — [1] O sosredotoceringh pbnutrennih nagruzkah v uprugom poluprostranstve $ zakre- 
plennymi krajami, Bull. Math. Soc. Scl. Math, Phys. RPR, 5, 3—4 (1901). — [2] Asupra 
unei forțe concentrate în spațiul elastice nemárginit,  Comunicările Acad, RPR . 13, 72 
(1963). — [3] Despre reprezentarea compleră a soluției elastodinamicii plane, Analele Univ, 
Bucureşti, 14, ! (1965). 

SaAPIRO, G. S. — [1] Naprja£enija u otverstija v beskone£nom kline. Trudy Leningr. Polit. In-ta, 
3 (1941). — [2] Prostranstpennge zadaci leorii uprugosti. Sb. „Mehanika v 555R za 30 
let", Gostehizdal, Moscova, 1950. 

SaAnKisJAN, M. S. — [1] Izgib prizmaticeskogo slerznja deutasrovogo poperecnogo secenija. !zv. 
AN Arm. SSR, 9, 7 (1956). 

SAVIN, G. N. — [1] Konceniracija naprjajenij okolo otverslij. Gostehizdat, Moscova, 1951. — [2] 
Osnovy plosko] teorii nesimunetriénoj uprugosti. (curs lito). Izd-vo Univ. Kiew, 1965. 


Savin, G. N., HvACkv, V. L. — [1] Pro peremiséennia pid zoseredjenoiu siloiu. Prikladna Meha- 
nika, 10, 2 (1964). 

SCHAEFFER H. — [1] Die Spannungs[unktion des dreidimensionalen Kontinuums und tes elas- 
tischen Körpers. ZAMM, 93, 160—171 (1953). 

SCHIFFER, M. — [1] Applications of variational methods in the theory of conformal mapping. Proc. 
Symp. Appl. Math., 8 (1958). 

ScHILE, R. D., Sirnakowski, R. L. — [1] Ön ihe Saini-Venant problem for a non-homogeneous 
elastic malerial. Quart Appl. Math., 23, 7 (1965). 

SCHUMANN, W. — [1] Sur les différentes formes du principe de B. de Saint- Venaul. C.H. Ac, Sti, 
238 (1954). — [2] Theoretische und experimentelle Untersuchungen ilber das de Saini- 
Venanische Prinzip, speziell mil Anwendung auf die Plaltentheorie, Dissertation, Techn. 
Hochschule Zürich, ETH Prom., Nr, 2420 (1955). 

SCHWARTZ, L. — [1] Théorie des distributions. Hermann, Paris, 1957 — [2] Méthodes mathéma- 
liques pour les sciences physigues. Hermann, Paris, 1961. 

ScHwanz, M. J. de — [1] Über das Verhallen der Torsionsfunktion in der Nähe von einsprin- 
genden Ecken massiver und hohler Stäbe. Oslerreich. Ingenieur-Archiv, 7, 2 (1953). 

SEpov, L. L — [1] Ob osnobengh principah mehaniki splo$noj sredy. Izd-vo Univ. Moscova, 1961. 
— [1] Vredenie v mehaniku splosnoj sredy. Fizmatgiz, Moscova, 1962. 

SEEGER, A. — [1] Theorie der Gillerfehistellen, Handbuch d. Physik, (2), 7, partea 1, Springer, 
Ber.in, 1955. 

SEEWALD, F. — [1] Die Spannungen und Formünderungen von Balken mil rechleckigem Quer- 
schnitt. Abhandl, aus dem Aerodyn. Inst. an der techn. Hochschule, Aachen, 7 (1929). 


BIBLIOGRAFIE 800 


SEIDEL, W.— [1] Über die Ránderzuordnung bei konformen Abbildungen. Math. Ann., 104 (1931). 

SEREBRENNIKOVA, L | — [1] Pro zgin poroinistih ster£niv. Prikladua Mehanika, 6, 3 (1960). 

SEREMETJEV, M. P. — [1] Uprugae raenovesie ellipticeskogo kolea, Prikl. Mat, Meh., 17, 7 (19053). 

SrmrwETJIEV, M. Pao PrLEkH, B. L. — [1] K postroeniju utocnennoi teorii plastin. Inž. Zurn., 4, 
3 (1964). 

SEUMAN, D. IL — [1] Ob udnuj zadate teorii uprugosti, Dokl. AN SSSR, 27, 9 (1940). — [2] K reše- 
niju plaskoj statiteskoj zadači teorii uprugosli pri zadannyh na granice smescenijah. Dokl. 
AN SSSR, 27, 9(1940). — [3] K reseniju ploskoj staticeskoj zadati teorii uprugosti pri 
zudannyh onesnih silah. Dokl. AN SSSR, 28, 7 (1940). — [4] Smesannaja zadaéa stati- 
&eskoj teorii uprugasli dlja ploskih mnogosvjazngh oblastej. Dokl. AN S5SH, ZB, 7 (1910). — 
[3] Prostranstpennaja staticeskaja radaca feorii uprugosii s zadannymi smescenijami na 
granite. Prikl. Mat. Meh., 7, 3 (1843). — [G] Osnoonye ploskie i kontaktnye (smesSannge) 
tadaci stalitesko] leorii uprugasti. „Mehanika v SSSHR za 30 let", Gostehizdat, Moscova, 
1950. — [7|] Pro odin metod rozuiazannia delakih zadaé krucennia, zginu i ploskoj teorii 
pruznosti dlja neodnozeiaznyh oblastej. Prikladna Mehanika, $, 4 (1957). — [8|] Metod in- 
tegrainyh urabneni] v ploskih i prostranstbenngh zadacah teorii ttprugosti. Trudy Ysesoiuz- 
nogo sjezda po mehanike, ^kademkniga, Moscova, 1962. — [9] Kručenie i izgib polyuh 
prizmaticeskih tel. Izd-vo Nauka, Moscova, sub Lipar. 

SENRIN, J. — [1] The derivation of siress-deformalion relations for a Slokesian [luid. Journ. Math. 
Mech., 8, 4 (1959). 

SETH, B, R. — [1] Some recent applications of the iheory of finite elastic deformations. Proc. Symp. 
Appl. Maih., 3 (1950). 

Sin, R. T., DavckEen, D. C. — [1] The application of limit analysis to punch-indentation pro- 
blems. Journ. Appl. Mech., 20, 3 (1953). 

SIGNORINI, A. — [1] Questioni di elastieità non linearízzala e semilinearizzata, lend, Mat, e applic., 
18, 71—2 (1959), — [2] Questioni di elaslicilà non linearizzala. Bend. Mat, e applic., 19, 
1— 2 (1960), — [3] Questioni di elastieilà non linearizzata. Cremonese, Roma, 1960. 

Simmaagv, E. A. — [1] O kru£&enii kruglogo brusa s Ireščinoj po duge okruznosii ili po radiusu. 
Prikl. Mat. Meh., 20, 4, (1956). — [2| Kruécente kruglogo brusa s doumja virezami. 
Prikl. Mat. Mch., 22, 4 (1958). 

SLOBODIANSKL, M. G, — [1] Obséie formg resenij uravnenij uprugosti dija odnosvjazngh i mnogo- 
sujaznyh obiastej, vyrazennye čerez garmoniceskie funkcii. Prikl. Mat. Meh., 18, 1 (1954). 
— |2] Ob obs Cih i polnyh formah resenij uravnenij uprugosti. Prikl. Mat. Meh., 23, 3 (1959). 
— |3] Nekotorye ocenki v staticeskoj zadace teorii uprugosti. Trudy Mosk. Energ. In-ta, 32 
(1958). — [4] Uluécsenie nekolorgh ocenok dlja naprjazenij e zadacah teorii uprugosti. Meha- 
nika, 7 (1965), 

Sumwov, V. IL. — [1] Über die Ründerzuordnung bei konformer Abbildung. Math. Ann., 107 (1933). 
— [2] Kurs vegsiej malematiki. Gostehizdal, Moscova, 1951. 

SMITH, J. O., CHANG KENG Lis — [1] Stresses due lo dlangenttal and normal loads on an elastic 
solid with application te some contact stress problem. Journ. Appl. Mech., 20, 2 (1953). 

SNEDDON, I. N. — [1] Fourier transforms. McGraw-Hill, New York, 1951, — [2] Functional ana- 
lysis. Handbuch d. Physik, (2), 2, Springer, Berlin, 1955. —[3] Dual equations in elasticity. 
Applic. theory of functions in continuum mechanics, vol. 1, Nauka, Moscova, 1965. — 
[4] The relation between load and penetration in the axgsymmelric Boussinesq problem for 
a punch of arbitrary profile. Internat. Journ. Engng. Sci, d, 1 (1965). 

SNEDDON, L N., Brnnv, D. S. — [1] The classical theory of elasticity. Handbuch d. Physik, (2), 

! 6, Springer, Berlin, 1958. 

SomoLEv, S. L.—|1] Algerifm Švarca v teorii uprugosti, Dokl. AN SSSR, L1, d (1030), — 2] Neko- 
torye primenenija funkeionalnogo analiza v matemaliceskoj fizike. Izd-vo Univ, Leningrad, 
1950. — [3] Uravnenija matematiceskoj fiziki. Gostehizdat, Moscova, 1954. 

SOKOLNIKOFF, Î. S. — [1| On a solution of Laplace's equation with an applicalion to the torsion 
problem for a polygon wiih reentrant angles. Trans. Amer. Math. Soc., 33 (1931). — [2] 
The mathematical! theory of elasticity. MeGraw-Hill, New York, 1956. 

SOKOLNIKOFF, l. 5., SokoLNIKOFF, E. S. —[1] Torsion of regions bounded by circular arcs. Bull. 
Amer, Malh. Soc., 44 (1938). 

SOoLIJAXIK-KmRAssa, K. V. — [1] Kruécenie valov peremennogo secenija, Goslehizdnl, Moscova, 
1949, — |2] Funkcii naprjazenija osesimmetricnoj zadaci tevrii uprugasii, Prikl. Mat. 
Meh., 21, 2 (1957). — [3] Uprugoe ravnovesie lel praicenija. 1n£, Sbornik, 26 (1958). 


810 BIBLIOGRAFIE 


SOLOMON, L. — [1] Funefii-potenfial de deplasare pentru ecuatiile echilibrului elastic. Bul. $t. Acad. 
R.P.R, 9, 2 (1957). — [2] Funetit-polenlial de deplasare pentru ecuațiile dinamice ale lui 
Lamé. Comunieárile Acad, R.P.R., 8, 70 (1958). — [3] Sur les rapports enire les constantes 
de Prandll, la rigidilé géométrique à la lorsion el la fonclion de Green. Bull. Math. Soc. 
Sci, Math. Phys. RER, 2, 3 (1958); 4 (1958), — [4] T'ensoru! lui Green peniru ecuaţiile 
lui Lamé. Analele Univ. București, 25. (1900). — [a] Ouelgues remarques sur le probleme 
du contact élastique. C. R. Ac. Sci., 22:0 (1960). —16] INekotorge zamecanija po povodu zadaér 
Gered. Izv, OTN, Meh. Maï., 3 (1960).— [7] Despre gradul de arbiirar în determinarea 
funețiilor lui Papkopbici. Comunicările Acad. R. P. R., 13, 9 (1961). — [8] În legătură cu 
problema lui Saint- Venant (I1—1V). Comunicările Acad, RPR, 11, 7 şi 127 (1961) ; 12, 7 
(1962). — [9] Some remarka on Saini- Venani's problem. Archiwum Mech, Stos, 14, 5 
(1962). —[10] Despre stabilirea formulelor Ini Kolosopn- Mushelisnili, Analele Univ. Bucureşti, 
40 (1963). — [11] Une solution approchée du probléme du poincon d base plane bornée cor- 
pere non-ellipiique. CR. Ac. Sei, 298 (1964). — [12] Upon the geometrica! punch-pene- 
iralion rigidity. Rend. Lincei 36, 6 (1964). —]13] Upon the paradoxal character of the solu- 
lions of ixelpin-Somigliana and Kolosso[[- Mushelishnili in Ihe plane etasticity. Rend. Lincei, 
37, 1—2 (1964) — [14] Etasticite linéaire. Masson, Paris, 1968. 

SOLOMON, Le DnAGmmcEscu, D, — [1] Asupra utilizării transformărilor conforme în problema plană 
a elasticitàlii peniru domenii dublu conexe. Si. Cere. Mec. Apl. 8, £ (1957). 

SOLOMON, L., ZAMFIRESCU, L —[1] Some approzimale formulae and solutions in ihe contact 
problem for punches with a plane bounded non-elliplical basis. Applications Theory of 
functions in continuum mechanics, Vol, 1, Nauka, Moscova, 1965. 

SOMIGLIANA, C. — [I] Sopra Peguilibrio di un corpo elastico isotropo. || nuovo Cimento, (3). 
17 —19 (1885). — [2] Sopra lequilibrio di un corpo elastico isolropo limilato da una o due 
superficie sferiche, Annali di Pisa, 4 (1887). — [3] Sulle equazioni della elasticité, Annali di 
mat. pura appl. (2), 17 (1889 —90). — [4] FPormole generali per la rappresentazione di 
un campo di forza per mezzo «li forze elasiiche. Rend. R. Ist. Lombardo di Sei. ct Leti, 
(2), Z3, 20 (1890), — [5] Sul principio delle imagini di Lord Kelvin e fe equazioni dell 'ela= 
slicilà. Rend. Lincei, (5), 11, 7 (1902). 

SoMMEREFELD, A. — |i] Mechanik der deformierbaren Medien, Geest u, Porlig, Leipzig, 1949. — 
[2] Thermodynamik und Statistik, Wiesbaden, 1952. 

Soos, E. — |1] Despre problema lui Saint-Venant în cazul unui material anizotrop și neomogen. 
Analele Univ. Bucuresti, 40 (1963). 

SROKA, W. W. — [1] Simulation in science and technology. Appl. Mech. Rev., LI, 9 (1960). 

Sovruw Eur, R. V.—][1] On Castigliano's theorem of least work and ihe principle of Saini- Venant. 
Phil. Mag., 45 (1923), — |2] Castigliano's principle of minimum strain-energy. Proc. Boy. 
Sac. London, (A), 154 (1936). — [3] An introduclion to the theorg of elasticity for engineers 
and physicists, Oxford, 1941. 

SnETENSKIJ, L. N. — [1] Teoria njulononskogo polenciala, Goslehizdat, Moscova, 1946. 

SrAxRMAN, Ll Ja. — [1] Konlaktnge zadaci feorii. uprugusti. Gostehizdat, Moscova, 1949. — [2] 
Siatie uprugih del, soprikasaiuséihsja po prjamelineinomu  ofrezku. Sh. Problemy 
mehaniki sploinoj sredy", Akademkniga, Moscova, 1961. 

SraKkGOLD, L — [1] The Cauchy relations in a inolecular theory of elasticity. Quart; Appl. Malh., 
6, 2 (1950. 

SrAÀNEsCU, C, — [1] Meliola Mushelissili in misedrile plane ale fluidelor visconse ineompresibile. 
Bul. st. Acad. RPR, 9, 2 (1957). — |2] O problemă de lip mixt din inconoierea plăcilor 
elastice, St, Core. Mec. API, 9, 2 (1925). 

Srănescu, C, Duwrirnrscu, L. — [1]. Torsiunea barelor cilindrice prevăzule cu canal de panda. 
Comunicările Acad. RPR, 8, 6 (1958). 

STEHNRBERG, E, — 11] On Saint- Venant's principle. Quart. Appl. Malh., 11, £ (1954). — [2] Tire- 
dimensional stress concenfrations in the (heori of elasticity. Appl. Mech. Rev. 11, 7 (1958). 

— [3] On the integration of the equations o] imnolion in Ihe classical theory of elaslicily. Arch. 


Bat, Mech. AnaL, 6, 7 (1950). — [41 On some recent developments in (he linear (heorty of 
elasticity. Structural mechanics, Pergamon Press, 1960. 
STERNBERG, E., Ar-KBozarg, S. — [1] On Green's funclioris and Sail. Venant's principle in the 


linear lieorg of elasticity. Arch. Pat, Mech, Anal, 15, 2 (1964). 


BIBLIOGRAFIE 811 


STERNBERG, E., EuBANES, R. A, — [1] On the singularily at a concentrated load applied to a 
curved surface. Proc. Ind U. S. Nat. Congr. Appl. Mech., Pergamon Press, 1954. — [2] 
On ihe concept of concenirated loads and an erlension of the uniqueness theorem in the 
linear theory of elasticity. Journ. Rat. Mech. Anal, &, 7 (1955). 

STERNBERG, E., GunTiN, M. E. — [1] On the completeness of certain stress functions in the linear 
iheary of elasticity. Proc. IV U. S. Nat. Congr. Appl. Mech.. Pergamon Press, 19062, 

STERNBERG, E., HosENTHAL, F. — [1] The elastic sphere under concentrated loads. Journ. Appl. 
Mech., 19, 4 (1952). 

STEVENSON, A, C. — [1] Flexure with shear and associated torsion in prisms of uni-axial and asym- 
metric eross-seclions (1, 11). Phil. Trans. Roy. Soc. London, (A), Z7 (1938). — [2] Some 
boundary problems in two-dimensional elasticity. Phil. Mag. (7), 34 (1943). — [3] Complex 
potentials in timo-dimensional elasticity (T, II). Proc. Roy. Soc. London, (A), 184 (1945), 

STOILOV, S. (vol. 2 — în colab. cu ANDREIAN-CAzacu, C.) — [1] Teoria functiilor de o variabilă 
complexă, Edit. tehnică si Edit. Academiei, Bucureşti, 1954—1958., 

SUHIH, L. I. — [1] K opredeleniju optimalnoj formy praodolnoj mock! pri krucenii valov. Izv, OTN, 
Meh. Maš., 2 (1963). 

SUPPER, FI. — [1] Photoélasticilé et apsidormélrie. Publ. Sci. Techn. Min, de l'Air, 106, Paris, 1937. 

SWAINGER, K. — [1] Analysis of deformation. Vol, 4: Waves and vibralion, Chapman and Hall, 
London, 1958. 

SYNGE, J. L. — [1] The hypereirele in mathematical physics, Cambridge, New York, 1957. 

SYNGE, J. L., CAHILL; W. F. — [1] The lorsion of a hollow square. Quart. Appl. Math., 15, 3 (1957). 

TAKANO, R. — [1] Analiza, prin intermediul unui concentrator de rezistențe, a cazului contactului 
triunghiular (Ib. japoneză). Lucrările congresului IV al Uniunii electrotehnice din Japonia. 

Tang Li-MiN, Sun Hwaw-Cuuw — [1] Three-dimensional elasticity problems solved by complex 
variable melhod, Scientia Sinica, 12, 17 (1963). 

Taxin T. Takano, R., MIRI, Y. — [1] Constriction resistance of electrical contacts, Review 
electric. comm, lab., Tokyo, 16, 7—8 (1968). 

TANIMOTO, O. — [1] The solution of the generalized Boussinesq-problern for elastic foundations. Proc, 
V Japau Nat. Congr. Appl, Mech., 1955. 

TEDONE, O. — [1] Saggio di una teoria generale delle equazioni dell'equilibrio elastico per un corpo 
isolropo. Ann. di Mat. pura appl, (3), 8(1903). — [2] Allgemeine T'heoreme der mathema- 
tischen Efastizitütslehre (Inlegrationstheorie). Encykl. Math. Wiss., 4, partea 4, Teubner, 
Leipzig, 1907— 1914. 

TEDUNE, O., True, A. —[1| Spezielle Ausführungen zur Statik elastischer Körper: Encykl. Math. 
Wiss. 4, parlea 4, Teubner, Leipzig, 1907—1914. 

ELEMAN, S. — [I] Metoda proiecției ortogonale și primele două probleme Ia limità din teoria 
elastieitülii. Bul. st, Acad. RPR, 7, 7 (1955). 

TEopenrscu, N. — [1] La dérirée aréolaüire. Bucureşti, 1936, 

TroponEscu, N., Oranu, N, — |1] Ecuațiile fizicii matemalice. (Curs lito). Ed. didactică si peda- 
sogicd, Bucureşti, 1963— 1965. 

TeonoRescu, P, P.— [1|] Sur le probléme du parallélépipéde élastique, Archiwum Mech. Stos., 12, 
à3—86 (1960), — [2] Probleme plane in teoria elasticității. Vol. 1. Edit, Academiei, Bucu- 
resti, 1061. — [3] One hundred years of investigations in ihe plane problem of the theory of 
efastéciti. Appl, Mech. Rev., 17, 3 (1964). — (4| Probleme plane in teoria elasticitüfii. 
voi. 2. Editi, Academiei, Bucureşti, 1966. — [5] Probleme spațiale în teoria elusticitalii, 
Edit. Academici, Bucuresti, sub Lipar. 

Trouosiu, C. — [1| Rezolvarea problemei plane a teoriei elasticității în cazul unor forle masice oare- 
cere, ob. Cere. Mec. Apk, 13, 56 (1962). 

Tüsieamis, PS. — [1| Moiré fringes : a powerful measuring device, Appl. Mech, Reva 15, 5 (1962). 

Viper, DB, — [1] An inpestigalion of the transverse displacement equation of elastie plates lheory, 
The Quart. Jour. Mech. Appl. Math, 14, 7 (1961). 

Pnioxov, A. M., SaAxAGSKIJ, A A, — [1] Uraonenija zmatematicesko] fiziki. Gostehizdat, Mos- 
Cova, 15925. 

TIMOSHENKO, S. P, — |1] Cellecied papers. McGraw-Hill, New York, 1953. — [2] History of 
strength of materials. McGraw-Hill, New York, 1953. 

TrwosHEN tu, S. P., GERE, J. M, — [1] Theory of elastic stability, McGraw-Hill, New York, 1061, 

TIMOSHENKO, S, P., Goopizm, J. M. — [1] Theory of elustieitg. MeGraw-Hill, New York, 1951, 

TIMOSHENKO, S. P., WoiNowski-KaikcEn, S. — [1] Theory of plates and shells, McGraw-Hill, New 
Xork, 1959. 


812 BIBLIOGRAFIE 


Tiskin G. A, — [1] Krucenie pologo sterZnja, ogranicennogo krylovymi profiljami Žukovskogo. 
izv. OTN, Meh. Maš; 2 (1959) 

TODHUNTER, l., PEARSON, K, — [1] A history of the theory of elaslicily and of the strength of 
materials from Galilei te ihe presen! time. Cambridge, 1886— 1893. 

TOLOKONNIKOV, L. A. — [1] Roneénge ploskie deformacii nesiimaemago materiala. Prikl. Mat. Meh., 
23, 1 (1950). 

Torsrov, G. P. — [1] Rjady Fourier. Gostehizdat, Moscova, 1951. 


TONOIAX, V. S. — [1] Krucenie pologo prizmaliceskogo sterznja s popereéniin seceniem v vide ellipsa 
s pylockoj. Izv. OTN, Meh. Ma5,, 7 (1961). 
TororjANskH, D. B. — |1] O primenenii effekliunuyh metodov konformnogo otobradenija k reseniju 


odnoj zadaci ob izgibe sterznej. Prikl. Mat, Meh., 4, 2 (1940). 

Touprn, R. A, — [1] Elastic materials with eouple-stresses. Arch. Bat. Mech. Anal, 11, 5 (1962). — 
[2] Theories of elasticity with couple-stresses. Arch. m b: h. AnaL, 17,2 (1964), — [3] 
Saint- Venant's principile. Arch. Rat. Mech. Anal., 2 (1965). 

TaErFTZ, E. — [1] Über die Torsion prismatischer 5tübe von Posso Querschnitt. Nath. Ann., 
82 (1921). — [2] Über die Wirkung einer Abrundung auf die Torsionsspannungen in der 
inneren Ecke eines Winkeleisens. ZAMM., 2 (1922). — |3] Mathematische HElastizitatstheorie. 
Handbuch d. Physik, (1), 6, Springer, Berlin, 1928. — [4] Über den Sehubmittelpunkt in 
einem dureh eine HLinzellas! gebogenen Balken. ZAMM, 15 (1935). 

TnuESDELL, C. A, — [1] The mechanical foundations of elasticity and fluid dynamics. Journ. Rat. 
Mech. Anal, 1 (1952); 2 (1953). — [2] Huypoelasticily. Journ. Rat. Mech, AnaL, 4, I 
(1955) (Correction, 4, 6 (1955)). — [3] The rational mechanics of materials : past, present, 
future. Appl. Mech. Revy., 12, 2 (1959), — [4] Innarian! and complete siress functions for 
general continua. Arch. Hat. Mech. Anal, 4, 7 (1959). — [5] General and exact theory of 
waves in finite and elaslie strain. Arch. Rat. Mech. Anal, $8, 4 (1961). — [6] Etapy razvitija 
ponjatija naprjazenija. Sb. „Problemy mehaniki splo$noj sredy", Akademkniga, Moscova, 
1861. — [7] Reactione of the history of mechanies upon modern research. Proc. IVth U. S. 
Nat. Congr. Appl. Mech.. Pergamon Press, 1962, — [8| The meaning of Bellis reciprocal 
iheorem. Mathemalies a. Math. Physics. (sect, B, Journ. Hes, Mat. Bur. Standards), 
64 B, 2 (1963). 

TRUESDELL. C. A., NOLL, W.— [1] Te non-linear field theories of mechanics. Handbuch d. Physik. 
(2), 9, partea 3, Springer, Berlin, 1965. 

TRUESDELL, C. A. Tourin, R. A. — [1] The classical field (theories. Handbuch d. Physik, (2), 
J, partea 1, Springer, Berlin, 1960. — [2] Statie grounds for inequalities in finite strain 
of elastie malerials, Arch. Rat. Mech. Anal, 12, 1 (1963); 19, 5 (1965), p. 407. 

Tsu Tao Loo — [1] Effect of curvature on the Heriz theory for two circular eilinders in contact. 
Journ. Appl. Mech., 25, 1 (1958). 


UFLIAND, Ja. 5. — [1] Kontaktnaja zadaca teorii uprugosti dija krugovogo » plane Stampa, pri 
nalicii sceplenija. Prikl. Mat. Meh. 20, 5 (1956). — [2] Integralnge preobrazovanija v 
zadacah teorii uprugosti. Akademkniga, Moscova, 1963. — [3] Parnge integrainge uravnenija 
v teorii uprugosti. 2 Vsesoiuznyi sjezd po mehanike, Annotacii dokladov, Moscova, 1964. 


UconérKov, A, G. — [1] Rozrahunnok na krucennia prizmatiénih izotropnili sterjniv z odnozviaznim 
poperecnim pererizom. Prikladna Mehanika, 2, 1 (1956), — [2] hrucenintia porojnistih 
prizmatičnih sterjniv. Prikladna Mehanika, 2, 2 (1956). 

UsriNov, Ju. A. — [1] Rastet napriatenij mr krugovom kolce. Iv. OTN, Meh. Ma&, 1 (19641). 

UTESEvA, V. I. — [1] Pribliennge uraenenija dinamiki uprugogo ster£nja krugovogo popereénogo 
secenija. lzv. OTN, Meh. Maš., 4 (1963). 

VAHrrOV, M, B, — [1] K oyvodu uravnenij ploskoj zadati teorii uprugesti » kosougolnyh koordina- 
tah. Izv. vyssih učeb. zaved,, Aviacionnaia tehnica, 7 (1964). 

XVAJNBERG, D. V. — [1] Mesinye naprjazenija v pluckom  koleepom diske ot duuh sosredotocennife 
sil. Prikl. Mat. Meh., 19, 2 (1949). 

VAINBERG, D. Vao SINJAVSKIJ, A. L. — [1] Melody Cislennogo analiza o teorii uprugosti, Trudy 
2 sjezda po mehanike, Vol, 3, Nauka, Moscova, 1966, 

VAKULENEO, A. A. — [1] O sujazjah mezdu naprjazenijami i deformacijami v neuprugih sredah. 
Sb. „„Issledovanija po uprugosli i plastičnosti”, Izd-vo Univ. Leningrad, 7 (1961). 

VAÀLCOVICI, V., BĂLAN, ST, VOINEA, Hi. — [1] Mecanica leoreticü. Edit. lehnicà, Bucureşti, 
1963. 


BIBLIOGRAFTE 813 


WALIRON, G. — [i] Théorie des fonclions. Masson, Paris, 1955, — [2] Equalions fonction- 
nelles, Masson, Paris, 1050. 

VALLÉE-PoussiN, Gh. dela — [1| Leçons de mécanique analytique. Gauthier-Villars, Paris, 1932, 

XNALov, G. M.—([1| Ob osesimmetritnoj deformacii krugovogo cilindra konecnoj dlíny. Prikl Mat, 
Meh., 285, 4 (1962). — [2] Resenie smesanngh zadac o krucenii beskonecnogo uprugago cilin- 
dra metodom dualngh  integralngh uruvnenij, i differencirovaniem graničnyh ustovij. 
Prikl. Mat. Meh., 29, 3 (1965). 

Verva, L N. — [t| Obobscennye analiliéeskie funkcii. Fizmatgiz, Moscova, 1959.— [2] Teorija 
lonkih pologih obolocek peremennoj lol$Cíng. Trudy Tbilissk. Mat. In-Là, 30 (1965). 

VEgRUA, L N., MusurriSviLt, N, L — [1| Metody teorii analiticeskih funkcij v teorii uprugosti. 
Trudy Vses. sjezda po mehanike, Akademkniga, Moscova, 1962. 

Verva, L N., Hurapzi, A.K, — [1] Zadaca krucenija Krugovogo cilindra, armiropannogo pro- 
dolnym kruguvym sterinem, Izv. AN 555m, 3 (1933). 

VgnMA, G. R. — [1] Application of Dirac's delta function in isolated force problems of semi-infinite 
elastic solid of isolropie and non-isotropic malerials, ZAMM, 37, 1—3 (1057). 

VERMEULEN, P. da Jönssow, K. L. — [I] Contaet of non-sphericat etastie bodies transmitting ian- 
gential forces. Journ. Appl. Mech., 31, 2 (1964). 

Visanrox, V. — [1| Elemente pentru cateulul plácilor curbe subțiri elastice, Edit. Academiei, Bu- 
cureşti, 1961. — [2] Slári de tensiune (n learia plăcilor curbe. Edit, Academiei, București, 
190607. 

NVLaAsov, B. F. — [1| Ob urapienijah leorít izgiba plaslinok. Izv. OTN, 12 (1957). 

VLasov, V. V. — [i] Aelod nacainyh funkcij v osesimmetriénoj zadace teorii uprugosti, Izv. OTN, 
Meh. Maă., 5 (1960), 

VLasov, V. Z. — [1| Uraunenija nerazrgonosté deformacii v krivalineingh koordinatah. Prikl. Mat. 
Meh., 8, 4 (1044). — [2] Tonkostennge uprugie slerini i obolocki s Zeslkim olkrylym pro- 
filem, (Anexă la S, P. '"TraosExKO, ,,Uslojéipos! uprugih sistem”, Gostehizdat, Mos- 
cova, 1946.) — [3] Obásfaja teoría obolocek, Gostehizdat, Moscova, 1949. — [4] Melod na- 
Calngh funkeij v zadacah leorii uprugosii. lav. OTN. 7 (1955). 

Ymer, W. — [1] Theoretisehe Studien über die Elastizitütsverhalinisse der Kristalle. Abh. d. Köünigl. 
Ges. d. Wiss. zu Güttingen, 34 (1887). — [2] Lehrbuch der Kristallphysik. Teubner, Berlin, 
1910. 

VornysskLJ, B. A, Bunian, V. E. — [1] Modeli dija resenija kraevyh zadac. Fizmalgiz, Moscova, 
1960. 

VoLrEHRA, V. — [1] Sur l'équilibre des corps dlasliques mulliplement connexes. Aun. Sci. Ecole 
Norim. Sup.. (3), 24 (1907). 

VOLTERRA, V., Vor TENA, E, — [1] Sur les distorsions des corps élastiques. Mem. Sci. Math., fasc. 
147, Gaulthler-Villars, Paris, 1960, 

Vonovié, 1. L.—[1] Nekolorye rameranija k slalje I. Salganika „05 ocenke oxibki...". Prikl. Mat. 
Meh.. 29, 7 (1965), 

NRnANCEANU, G, — [1| Curs de geomeirie anuiilică si proiectivă. Bucureşti, 1944 -— 1945. 

WarsH, J. L. — [1] Inierpolalion and epproximation by rational functions in bie complex domain. 
Amer. Malh. Soc, Colloquium publications, 1960. 

Waxen M, £,, ZonokA, W. W. — [1] Sfress concentrations for structural angles in lorsion by the 
comdüucting sheet analogy. Proc. Soc. Exp. Slress Analysis, 11. 7 (1953). 

Waisscuawski, 5, E. — [1| Über das Randrerhallen der Ableitung der Abbildungsfunktiion bei 
konfornter Abbildung. Malh. Zeitschrift, 35, 3—4 (1932); 38 (1934), — [2] Beceni resulis 
in numerical methods of conformal mapping. Proc, Symp. Appl, Math., 6 (1956). 

Wasmizu, Ix.— [1] Sounds for solutions of boundary value problems in elasticily. Journ. Math. 
Phys 32, 2-3 (1953). —|2] A note on the condition of compalibilily, Journ. Math. Phys., 
46, 4 (1958). 

WASIUTINSKI, Z., Bnat, A. — [1| The present slale of knowledge in (he field of optimum design 
of structures. Appl. Mech. Rev., 16, 5 (1963). 


Weeen, C. —[1] Die Lehre der Drehungsfestigkeit. Forschungsarbeilen VDI 65 (1921). 
— [2] Die Drehunysfestigkeil von Slüben. Forschungsarbeiten VDI, 66 (1922). — [3| 
Spannungsfunklionen des dreidimensionalen Kontinuums. ZAMM, 28 (1948). 

Wesen, C., GONTHENR, W. — [i] Yorsionstheorie. Vieweg, Braunschweig, 1958. 


WüiNnüERGER, H. E, — |!) Upper and lower bounds [or torsional rigidity. Journ, Math. Phys., 
32, I (1953). 


814 BIBLIOGRAFIE 


WEISER, J. M. —[1] A resisto-network solution for the lorsion of hollow sections, Journ. Appl. Mech., 
20, 4 (1953). 

WEINGARTEN, G. — [1] Sulle superficie di disconlinuilaà nella ieoria della elasticilà dei corpi solidi. 
Bend. Lincei, (5), 10, 7 (1901). 

WriNSTEIN, A, — [1] The center of shear and the center of liist, Quart, Appl. Math., 5, 7 (1947). 
— |2| On eracks and disloeations in shaffs. under torsion. Quarl. Appl. Malh., 10, 7 (1952). 
— |4] New methods for (he estimation of the Lorsional rigidily, Proc. Symp. Appl. Math., 
3 (1953). 

WERNITZ, W. — [1] Friction at Hertzian eontaet wilh combined roll and Luisi, Rolling contact phe- 
nomena, Norti Holland, 1963. 

WrvrL, H, —|]1] Das üsymptotische Verteilungsgesetz der Eigenschiwingungen eines beliebig gestalteten 
elasiischen Körpers. Rend. Palermo, 39 (1915). —[2] The method of orthogonal projections 
in polential theory. Duke Math. Journ., 7 (1940). 

Wikonanpr, K. — [1] Über ein neues. Verfahren, verwickelte Spannungsverleilungen in elastischen 
Körpern auf experimentellem Wege zu finden. Milleil. über Forsch. an den Geb, des Ing., 
49 (1908). 

WiLBUm, d. B., Norns, C. H. — [1]. Structural inodel analysis. Handbook exper. stress anal. 
(M. Hetenvi), McGraw-Hill, New York, 1950. 

WiNsLOow, A. M. — |1] Stress solutions for rectangular plates by conformal transformalion, “The 
Quart. Journ. Mech. Appl. Math., 10 (1957). 

WOZNIAK, C. — [1] On Ihe solulion of certain boundary value problems of torsion and bending of 
slraighi bars, Archiwum Mech. Slos., 13. 7 (1961). 

Yu CurN — [1| Remarks on varialional principles in elastodynamies. Journ. Franklin Inst., 278, 
1 (1964). 

ZAMHOnsKI, S, — [1] Equations of the iheory of large elastic deformations in terms of the geometry 
of lhe undeformed body. Archiwum Mech. Stos., 14, 6 (1962). 

ZAKORKO, V, N.o HosTovcEV, N. A, — [1] K dinamiceskoj kontaktnoj zadace stacionarnih: kole- 
banij uprugogo peluprostranstva. Prikl. Mat. Meh., 29. 3 (1965). 

ZAMANSKY, M. — [1] Introduction à l'algàbre et l'analyse modernes. Dunod, Paris, 1958. 

ZAMFIRESCU, J, — [1] La distribution d'équilibre sur un ellipsoïde à n dimensions. Revue Roum. 
Math. pures appL. 9, 9 (1964). 

ZANABONI, O. — [1] Dimostrazione generale del principio di de S5Saint- Venant. Rend. Lincei, 
(6), 25 (1937). 

Z^ArALOWICZ, W. — [1] Torsion of prismalical bars of regular pulygonal cross-seelions. Archiwum 
Mech. Stos., 11, 3 (1959). 

ZENER, G, Ke Tix Sur, ARTMAN, R., Tnomsos, D., Takanasi, 5., NOVIK, A. — [1] Uprugost i 
neuprugost melullov. Izd-vo lnostr. LIL, Moscova, 1954. 

ZiEGLER, H. — (1| On the concept of elastic stability, Advances in appl. mech. Vol. 4, McGraw-Hill, 
New York, 1956. — [2] Some extremum principles in irreversible lhermodynamic with 
application ta continuum mechanics, Progress în solid mechanics. Vol, 4, North Holland, 
Amsterdam, 1963. 

ZYGMUND, À.— [1] Trygonomeirie series. Cambridge, 1959. 

ZVOLINSKIJ, N. V. —[1] Volnomye problemy teorii uprugosti spliinoj sredij.. Mehanika, 7 (1965). 

«a*a — [1] Symbols, units and nomenclature in physics. International Union of pure and appl. 
physics, 1961. 

«a*a —[1] Terminologija teorii uprugosti, ispylanij i mehaniceskih svoisto materialov i slroitelnoj 
mehaniki. Akademizdat, Moscova, 1952. 


Hun de lipar 20 VIII 1969. Hirlie scris I A 70 x 100 
de 80 g[m*. Coli lipar 51. G.E. peniru Bibliotecile 
mart si miei 539.37 517 


Intreprinderea Poligrafică INFORMATIA” Comanda 
nr, 329, Bucureşti, str. Brezoianu Nr. 23--25 
Republica Socialistă România 





